4. SERIA ZADAN DOMOWYCH DO WYKLADU
“ALGEBRA Z GEOMETRIA”

Zad. 1. Wyznaczy¢ wartosci parametru rzeczywistego A, dla ktérych v € spang (vq, v, v3).
(i) v1=(4,4,3), v5=(7,2,1), v3=(4,1,6); v=(5,9,));
(i) v =(3,2,5), va=(2,4,7), v3=(5,6,1); v={(1,3,5);
(iii) vy =(3,2,6), v2=(5,1,3), v3=(7,3,9); v=(A2,5).
Zad. 2. Znalez¢ (dowolna) baze powtoki liniowej kazdego z podanych nizej uktadéw
wektoréw, a nastepnie roztozy¢ wektory uktadu w tej bazie.
(i) v =(5,2,-3,1), vo=(4,1,-2,3), v3=(1,1,-1,-2), vy =(3,4,-1,2);
(i) v =(2,1), v2=(3,2), v3=(1,1), v4=(2,3);

(ili) v =(2,2,7,-1), va=(3,-1,2,4), v3=(1,1,3,1).

Zad.3. Rozwazmy pare podprzestrzeni przestrzeni liniowej V := Ry[-]
Vi={weV | w(-2)=w(2)=0}, Vo={weV | w(-1)=w(0)=w(l)=0}.

Zmalezé bazy Vi i Vs, sprawdzié¢ prawdziwosé relacji VinV; = {0} ipokazad,
ze V = Vi@V, a nastepnie roztozy¢ dowolny wielomian w € V' na skladowe
w; €V, ie{1,2}.

Zad. 4. Zalézmy, ze wektory e, ey tworza baze przestrzeni liniowej V', a operator
F ¢ EndV spelnia warunki

F\€1=—761—262, F62=1061+362.
Wypisa¢ macierz F wzgledem bazy V zadanej przez wektory

J1=3e1 +2e;, fo=4e; +3e;.

Zad. 5. Rozwazmy operator liniowy D : Ry[-] = R3? dany wzorem

_ w'(0) w(-1)
Dw:=| w'(l) |+3| w(0) [, w'(t)=92(t), teR
w'(=1) w(1)



(i) Znalezé macierz D wzgledem baz: (w1, ws, ws) dla R[] oraz (e, es,e3)
dla R3, gdzie

1 0 0
wk(t) = t3*k ) €1 = O ) €9 = 1 ) €1 = 0
0 0 1

(ii) Wyznaczy¢ bazy podprzestrzeni kerD i imD.

Zad. 6. Sprawdzi¢, czy zachodzi
RP=VieV;
dla podprzestrzeni Vi, V; c R3 okrelonych, jak nastepuje:

5 7
Vlzzker(;l :;) ‘11), Vo:=im| 12 6
16 17

W przypadku uzyskania odpowiedzi twierdzacej dokonaé¢ rozkladu wektora
1

v=]| 1 | naskladowe z V; 1 V5.
1

Zad.7. Wyznaczy¢ rzad macierzy M i przedstawic¢ obraz reprezentowanego przez
nia operatora jako jadro pewnego operatora O, (tj. wypisa¢ macierz O
wzgledem odnosnych baz kanonicznych).

1 111
8 2 2 -1 1 411 Z ? }
(i) M= 1 74 -2 5|, (ii) M =
-2 4 2 -1 3 o 1
1131
1 11 2
Zad. 8. Okreslmy przestrzenie liniowe V; i V5 wzorami:

0 -1 1 3

. 3 4 5 -6

Vii=kerM , Vo :=imM , M = 1 3 0 -7
5 9 6 -17

Zmnalez¢ takie bazy przestrzeni Vi i Va, ktorych przeciecie jest baza przestrzeni
liniowej VN5, a nastepnie poda¢ wymiar sumy algebraicznej Vi + V5. Na



1

koniec sprzwdzi¢, czy wektor v = nalezy do V; + V5.

-1
1

Zad. 9. Obliczy¢ wyznacznik nastepujacych macierzy:

1 -1 0 o - 0
T h -1 o - 0
2 hx h W
(®) An = 3 ha? hxr =~ - 0
: : : R |
" ha™l hx"? ... hx h
0 ¢¢ 0 O
0 0 ¢ O
n-l S
(ii)* M, = lnm+ZAk, gdzie A= | .
k=1 Lo
0 :
c, 0 O
ry 2 3 n
2 x9 6 8 2n
B 3 6 x3 12 3n
(ii) Xn = 8 12 - .
P T (n-1)n
n 2n 3n (n-1)n T,
r 0 0 - 0 ag
-1 T 0 0 0 aq
0 -1 =z O 0 a9
(iv)* B, = 0 0 B :
0 An—2
-1 x a,
0O O 0O -1 a,
3 -1 0 0 0
-2 3 -1 0 - 0
o -2 3 -1 -
V) So= g g S
: -2 3 -1
0O O 0o -2 3



( 1 3 0 0 - 0
36 3 0 0 0
03 6 3 0 :
Vi) T, = |00 -~ - - :
Do 3 0
: 3 6 3
L0 0 - 0 3 1
1 T x2 3 "
a;p 1 x a2 1
a1 Q22 1 T eee gn—2
(vii) E, = as; azo G33 :
Ap-1n-1 1 xz
Qp,1 An2 An,n-1 QAn.n 1

Zad. 10. Obliczy¢ wyznacznik operatora F' € EndR,[-] zadanego wzorem

(Fw)(t) :=4w(t) + % [w(t) —w(0)]+t [w(t) - dw (O)] )

nl dte

Zad.11.* Przedyskutowaé rozwiazania réwnania
detA, (zla) =0

dla macierzy

zr a 0 0 0
a 2xr a O 0
0O a 2x a -
N
0 0 0 a 2z

w zaleznosci od wartosci parametru rzeczywistego a.

Zad.12. Znalez¢ wszystkie rozwiazania ponizszego uktadu réwnan nalezace do Z*:

ni

2 3 -11 -15 1

4 -6 2 3 ZQ -1 2

2 -3 § 7 3 1
Ny



Zad. 13. Wyznaczy¢ czwormian w € Ry[-] spelniajacy nastepujace warunki:

w(=-3) =-77, w(-2) =-13, w(-1)=1, w(l)=-1, w(2) =-17.

Zad. 14.* Znalez¢é zbiér rozwiazan ukladu kongruencji:

2r+y+z=1 3r+2y+5z=1
(i) xz+2y+z2=2 mod 5; (i) 2x+by+3z=2 mod 17.
r+y—z=-1 Sr+3y+22=4

Zad. 15. Wyznaczy¢ przestrzen R rozwiazan kazdego z ponizszych ukladéw réwnan

0) _.(0) .(0) (0
2y g ).

liniowych z niejednorodnoscia i sprawdzié¢, czy nalezy do niej v(?) = (
51’1 + 31’2 + 51‘3 + ]_21’4 =10
(i) 201 + 200 + 3x3 + bry =4 0@ =(0,1,-1,1);
T1+ 7T+ 923 +4x4 =2

921+ 629+ Tx3+ 1024 =3
(ii) ~6x1 + 47y + 203+ 324 =2 v©® =(2,3,4,1).
—31'1 + 2.1'2 - 111’3 - 151’4 =1

Zad. 16. Opisa¢ wszystkie mozliwe sposoby przedstawienia wektora v4, A€ {1,2}
w postaci kombinacji liniowej wektoréw v, gdzie

: ;
=] P vi=] 2
11 | -
0 5
oraz
2 1 3 -2 1
6 3 ) -4 3
U% = 2 ) U% = 1 Y U% = 7 Y /l]i = _4 ) Ué = 1 Y
4 2 2 -3 3
1 9 4 -5
3 2 2 )
vi=] 2|, vi=| 3 [, vi=| 2|, vi=| 2
1 7 6 -1
2 2 3 4



Zad. 17. Oméwic zbiér rozwiazan ponizszych uktadéw réwnan w zaleznosci od wartosci
parametru A,

1 1 A T 2
(i) 1 x|y ] = -1],

A1l 1 z -1

3A-1 2\ 3X+1 T 1
(ii) oxn 2 3+l |y = x|
A+1 A+1 22+2 z A2 )

Zad. 18. Przedyskutowaé zaleznos¢ rozwiazan uktadu rownan
(A+3)x+y+2z=ar+Db
A+ (A-1)y+z=b(A-1)
A+ D) x+dy+(A+3)z=(a+b) X

od wartosci parametrow rzeczywistych A, a,b.

Warszawa, 25. lutego 2011 r.



