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Zadania z Analizy IIR

12.03.2011
Niech X bedzie przestrzenig wektorows wielomianéw na R (o wspdlezynnikach rzeczywistych). a) Czy X
ma skonczony wymiar? b) Wykazaé, ze wzér: || ag + a1z + -+ + anz™ |:= max{|ag),...,|an|} okresla

na X norme. c¢) (X, ||) nie jest przestrzenig Banacha. (Wsk. rozwazyé cigg W, (z) = >0_, %)
d) A: X > a0+ azx+ -+ a2 — ag+ Fr+ -+ 222" € X jest ograniczonym (czyli ciggtym)
odwzorowaniem liniowym. e) Znalezé odwzorowanie odwrotne i wykazaé, ze nie jest ono ograniczone (czyli
nie jest ciggle).

Niech [*° oznacza przestrzen ciagéw ograniczonych. Okrelmy T : I 5 (1,2, ...) — (122, ToX3, 3Ty, ...) €

[°°. Zbadaj rézniczkowalno$é T oraz znajdz V. T(f), dlae:=(1,1,1,...), f:=(1,-1,1,-1,1,—1,...).

Wykazaé, ze odwzorowanie T : C([0, 1]) — C(]0, 1]) dane wzorem T'(f)(z) = foz sin(f (t))dt jest rézniczkowalne

i znalezé jego pochodng. Obliczyé T'(f)h gdzie f(x) = x = h(z).
Niech X oznacza przestrzen Banacha ograniczonych ciggdéw o wyrazach rzeczywistych z norma

[|(z1,...,@n,...)|| :=sup,ey |zn|. Sprawdzié, ze odwzorowanie F' : X 3 (z1,%2,...,%n,...) — (0,21, 22,23, ..

jest liniowe, ograniczone i injektywne, ale nie istnieje ograniczone odwzorowanie G : X — X takie, ze
FG =id.

Niech X bedzie jak wyzej. Okreslmy odwzorowanie F : X — X wzorem (Fx), := 725 . Wykazac, ze
lim,, o0 || F™]|V/™ = 0.

Zbadaé rézniczkowalno$é odwzorowan:

(a) C[0,1] > f — f(1) + f(1/2)? € R; (b) R? > (2,y) — fw+yf (t)dt € R, f—ustalona f. ciagla; (c)
Cl0,1]> f = T(f) € C[0,1] : (Tf)(x) := [y (L+ f2(t))dt; (d) C[0,1] > f fogo t))dt, gdzie ¢ € C*(R);

(e) B2 3 (2,y) — f(2,9) ::{ * (@000

0 (:c,y) - (030)

zy(z®—y®)
Sprawdzié, ze funkcja f(z,y) = { ngyz E %7&2 0; jest klasy C' na R?, posiada wszedzie
x,y) =

pochodne czagstkowe rzedu 2 ale 88:5;( 0) # 2 B'gax (0 0).
Sprawdz, ze jesli f: R? — R spehua r. Laplace’a: 325 f —|— =0, au,v:R?— R sy klasy C? i speliaja
réownania: g—g 2—57 ?)Z = —32, to funkcja zlozona F' := f (u v) tez spelnia r. Laplace’a.

Wykazaé, ze funkcja u : R? > ( Jy) — (z,y) = [(;S(ax +y) — ¥(ax — y)] € R, gdzie funkcje ¢, : R — R
sg dwukrotnie rézniczkowalne, a a # 0 spelnia rownanle.
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Niech funkcje f,g,h,k beda rézniczkowalne. Wyrazi¢ pochodne czgstkowe funkcji F' przez pochodne
czastkowe funkcji f, g, h, k: (a) F(x,y) := f(g(x)+h(y), 9(x)h(y)) ; (b) F(z,y) == f(g(zy)+h(z+y), k(z)) ;
(c) F(x,y,2) = f(g(a¥), h(y?))-
Niech f € C°°(]0, 00[). W réwnaniu x> dm +xgr df + w?f = 0 dokonaé¢ zamiany zmiennej: t(x) := log .
Rozwazmy operator rézniczkowy
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Zmnalez¢ jego postaé¢ we wspélrzednych z,y jes’li u = %, v= my

Zapisa¢ w zmiennych u := z +y, v := £ i w := Z réwnanie: W — 2805831 + 8y2 = 0 traktujac w jako nowa

zmienng zalezng.
W obszarze D := {(x,y,2) € R® : 2 > 0,y > 0, z > 0} wprowadzamy wspéhzedne: u = 2% + y?,
=log¥, w:=x+y—logz Zapisa¢ w tych wspélrzednych réwnanie y% — xgz = (y — x)z, traktujgc
w = w(u,v) jako nowa zmienng zalezna.
Niech @ := {(z,y) € R? : © > 0,y > 0}. W Q wprowadzamy wspéhzedne: v := /zy, v := £. Dla
f € C%(Q) niech
P L0
L(f) == oz Y 87312
Wyrazi¢ L(f) w zmiennych (u,v) a nastepnie rozwigza¢ réwnanie L(f) = 0.
Zmalez¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji f : Rz’r — R danej wzorem:

flz,y,2) = (1+£)(1+§>(1+g)(1+z).

1

)



(an)

(18)

(19)

(20)

Rozwigza¢ réwnanie x% + yg—; = 222, wyrazajac je w nowych wspéhrzednych v = z,v = ow = s
obszaru Q = {(z,y,2) : z,y > 0} oraz traktujac w jako zmienng zalezng w = w(u,v). OdpowiedZ.
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W réwnaniu rézniczkowym dokonaé wskazanej zamiany zmiennych:

(a) @3 +9° 5 =27, (wv,w(u,v) = (2,5 — 1.5~ say)

(c) yoz — xg—z =(y—a)z, (w,v,w(u,v)) = (2% + 32,1 + %Jogz(m,y) —(z+y))

Dokonujac liniowej zamiany zmiennych sprowadzi¢ réwnanie: 2°f + 2f + 3ﬂ -2 0°f +
]d ) Yy y P ) G 522 D0y

’f _
gzoz — 9 do

. 2 2 2,
postaci: ag—p{ + ng + cgrg =g
W obszarze {(z,y),z > 0,y > 0} okreslamy odwzorowanie: (u(x,y),v(z,y)) = (m?’ R g

)
Sprawdzi¢,ze lokalnie definiuje ono zamiane zmiennych i zapisa¢ w tych zmiennych réwnanie: % +

2xy22—; =0
Wyznaczyé wszystkie punkty ekstermalne funkcji f : R? 3 (x,y) — (az? + by2)e_’”2_y2 ER,0<a<bi
okresli¢ ich rodzaj.
Znalez¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkeji:
(a) f:RE — R f(z,y) = 75 + 55 + 747
(b) f:{(r,y) €ER? : 2#0, y#0} — R f(z,y) := log(z? + 3?) —arctan £ 422 4+ y
() RE > (2,,2) = fla,y,2) =a+ L + 242
(d) f:R23 (z,y) — f(z,y) := %

. . . esinu—eYcosv+w = 0 . -
Wykazaé, ze réwnania { zeoshw — usinhy — v?> = coshl w otoczeniu punktu (zo, yo, uo, Vo, Wo) =

1,0,0,0,1) pozwalajg wyznaczyé¢ x,y jako funkcje pozostatych zmiennych. Obliczy¢ 22 w tym punkcie.
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Podaé¢ przyklad jednej z par zmiennych, ktérych powyzsze réwnania nie pozwalajg okresli¢ jako funkcji
pozostalych zmiennych.
Wykazaé, ze réwnanie: 2242y%+3224+xy—2—4 = 0 okresla w otoczeniu punktu p := (z0, yo, 2z0) = (—2,0,0)

funkcje 2z = z(z,y). Obliczyé: 22(p) g—z(p).

Znalez¢ najmniejszg i najwieksza wartoéé funkcji f(x,y) = 2%y(4 — x — y) na zbiorze Q = {(x,y) €
[0,3] x [0, 3]}

Niech ¢ : R — R bedzie funkcjg klasy C'. Podaé warunki, aby réwnanie :2x — y = ¢(z? + y* + 22)
okreslato funkcje z = z(x,y). Pokazaé, ze z% + 222—5 =—x—2y.

Niech funkcja x +— y(z) bedzie w otoczeniu punktu (1,1) okreslona réwnaniem 2% — xy + 3> = 1. Niech
ponadto z := 2% + y2. Obliczy¢ % (1) oraz %(1).

Niech f € C'(R) i f(1) = 0. Jaki warunek musi speliaé¢ funkcja f, aby réwnanie 2f(zy) = f(z) + f(y)
okredlalo y jako funkcje x w otoczeniu punktu(1,1).

Niech F : R* — R bedzie funkcjg klasy C'. Wykazaé, ze jezeli réwnanie F(x,y,2) = 0 zadaje funkcje
x=X(y,z) oraz z = Z(x,y) to:

(a) ZoZy =1 = X, + (X.)2 =0

(b) Zy —yzZy =1+= X, —yzX, =1

() ZoZuy = ZyZpy = X, =0

Wyznaczyé pochodne czastkowe rzedu < 2 funkcji z = z(x, y) zadanej réwnaniem:

(a) 22 —3zay=1 (b) z+y+2=e**

Wprowadzmy w obszarze {(x1,z2,23,2) : 3 > 0} C R* nowe wspéhrzedne uq = - uy = 22 yg =
) ) ’ T3

x3’

z . s L 7 . Oz Oz Oz __ T1To . .
7 wyrazi¢ w tych wspélrzednych réwnanie T1g T T25.5 T T35, = 2+ 5% traktujac v jako
nowg zmienng zalezng v = v(uy,u2,u3). Rozwiazaujac otrzymane réwnanie znaleZé rozwigzanie ogdlne

wyjsciowego réwnania.
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