Zadania z Analizy IIR
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Zapisa¢ catke I = fA f(z,y, z)drdydz, gdzie A\ € R? jest czworoécianem o wierzchotkach (0, 1,2), (1,0, —1),
(1,3,5), (1,0,2), w postaci calki iterowanej (lub sumy takich catek):
a) [dx [dy [ fdz; (b) [dz[dz [ fdy.
Przestawié¢ kolejnoéé catkowania w calce:
2 V2 12+4 2 2 ™ sin
a) [, dx f\/zz—ﬂ fdy; (b f dr [~ \/1;:& £x2 fdy; c) [y dx [, “ fdy; (d fo dx [* siiw f dy;
Obliczy¢ calki i skomentowaé otrzymane wyniki: (a) [ dx fo dy s fol dy [ dx (;”J:;

1= malyfogCJFyf(av,y, dz:fo dzf dyf1 yfxy, d:c+f dyfo Y f(x,y, 2)d).

Odwracajac kolejnosé calkowama wykazad, ze f; day [T dan—y ... [7° dao [ f21)dsy = f f(x (b(nw o "z
Wyliczy¢ srodek cigzkosci jednorodnego obszaru plaskiego K := {(z,y) : 2 > 0,2y > 1,2 + ¥ < 2} (przy
a,b >0, ab > 1 danych); sprawdzi¢, Ze lezy on na prostej o réwnaniu % =
Niech I oznacza catke potrdjng I = fK f(z,y, z)dxdydz; sprawdzié, ze:
(a) K={z>0,y>0,z2>0z+y+2z<1}, fz,y,2) = 1+a+y+2)"2 = I=3(log2-3);

(b) K ={2+y*+2> <20°+y* <z}, fle,g,2) =® +y° +2° = [ = §(96vV2-8); (¢
K={S%+5h+5<1), flog) = \1-5 -5 -2 = I=Tae;(d) K={a+y?<

c2

2 <20 +yP)2? <y <al flaye) =1 = T=g;5() K={2"+y*+2° <a}, f(z,y,2)
Vat+y?+22 = I=f.

Obliczy¢ érednig wartosé M(f,K) = [}, f(z)dx / [, dx funkcji f na zbiorze K:

(a) K={z € R?:0 <z < 10§x2 S 1}, f(z) = 2329; (b) K = {z € R?: (v1 —a)® + 2% <
r’}, flz) = 2t +ad; (o) K ={r e R al+af+a3 <at+a+as), fo) = o] + a3 +a3; (4)
K={reR:1<a?+a%+2%<4 23>0} f(z)=2a?+a3.

Znalezé érodek cigzkoéci jednorodnej pétkuli Q := {22 +y? + (2 — 1)2 < 1,2 < 1}

Obliczy¢ objetosé bryt:

(a) By == {22 + 9y + 22 <4z,2? +y? < 3z}; (b) By := {2? +y? + 22 < 1,2 > /22 +y? } ) Bs =
{22 +y? + 22 < 4,22 +y?> < 3z}; (d) By := K1 UK> (e) Bs := K1 N Ko, gdzw Ky = {2? +¢* +22 < 2z},
Ky = {2? +y? + 22 < 2}.

Znalezé érodek cigzkoéci jednorodnej bryty € := {2% + % + 22 < 1,2 > /a2 + y2}.

Znalez¢ moment bezwladnoéci wzgledem osi 0z stozka C' = {22 +y? < 22,0 < 2 < 1} o gestosci p(x,y, 2) =
2%

Oznaczmy Q := {(z,y) : = > 0,y > 0,2% + y*> < 1} oraz [, := fog sin? pdp dla p > —1. Liczac

Udowodni¢ tozsamosé: fo dx

SN

catk M dwoma sposobami: jako calke iterowana i przez parametryzacje x = sinf cosp, y =
¢ Jx Y p ] ¢ a i przez p yzacje e,y

sin 0 sin ¢, wykazaé¢ tozsamos¢ Ip,l,11 = 2(17#-5-1)' Korzystajac z tej tozsamosci wyprowadzi¢ nastepujace
oszacowanie: (p+1) <I, < p
Znalez¢ sile przyciggania grawitacyjnego miedzy jednorodng brylg B := {2% +y? + 22 < 1,2 < 0} o gestéci

p = 1, a masa punktowa m umieszczong w punkcie (0,0, 1);

Znalez¢ site przyciggania grawitacyjnego miedzy jednorodng bryta B := {1 < 2 < 2,22 + 9% < 22} 0 masie
M, a masg punktowg m umieszczong w punkcie (0,0, 0).

Znalez¢ site przyciggania grawitacyjnego migdzy jednorodng brytg B = {22 +y? < 1 < z < 2} 0 masie M,
a masg punktowa m umieszczong w punkcie (0,0, 0).

Niech
V1i—z2 y+2
I —/ dx/ dy/ dzf(x,y,2).
V122

Zapisaé I jako catke iterowana: [dz [dx [dyf(z,y,z). Wyrazi¢ I we wspéhrzednych walcowych (r, ¢, z).

Znalez¢é jawng postaé funkeji F(a) = 01 %dm la| < 1.
Obliczy¢ objetoéé bryly w R? ograniczonej plaszczyzna z = 0 i powierzchniami o réwnaniach y? + 322 = 4,

y+z=4.

oo log(1+ax)
Obliczy¢: N dz, a > 0.



