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(1) Zapisać caÃlkeι I =
∫
4 f(x, y, z)dxdydz, gdzie 4 ∈ R3 jest czworościanem o wierzchoÃlkach (0, 1, 2), (1, 0,−1),

(1, 3, 5), (1, 0, 2), w postaci caÃlki iterowanej (lub sumy takich caÃlek):
(a)

∫
dx

∫
dy

∫
f dz ; (b)

∫
dz

∫
dx

∫
f dy .

(2) Przestawić kolejność caÃlkowania w caÃlce:

(a)
∫ 2

0
dx

∫√2x√
2x−x2 f dy; (b)

∫ 6

−2
dx

∫√12+4x−x2

−√12+4x−x2 f dy; (c)
∫ 2

0
dx

∫ 2x

x
f dy; (d)

∫ π

0
dx

∫ sin x

− sin x
f dy;

(3) Obliczyć caÃlki i skomentować otrzymane wyniki: (a)
∫∞
1

dx
∫ 1

0
dy y−x

(x+y)3 , (b)
∫ 1

0
dy

∫∞
1

dx y−x
(x+y)3 .

(4) Udowodnić tożsamość:
∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ x+y

0
f(x, y, z)dz =

∫ 1

0
dz(

∫ z

0
dy

∫ 1−y

z−y
f(x, y, z)dx+

∫ 1

z
dy

∫ 1−y

0
f(x, y, z)dx).

(5) Odwracajaιc kolejność caÃlkowania wykazać, że
∫ b

a
dxn

∫ xn

a
dxn−1 . . .

∫ x3

a
dx2

∫ x2

a
f(x1)dx1 =

∫ b

a
f(x) (b−x)n−1

(n−1)! dx.
(6) Wyliczyć środek cieιżkości jednorodnego obszaru pÃlaskiego K := {(x, y) : x > 0, xy ≥ 1, x

a + y
b ≤ 2} (przy

a, b > 0, ab > 1 danych); sprawdzić, że leży on na prostej o równaniu x
a = y

b .
(7) Niech I oznacza caÃlkeι potrójnaι I =

∫
K

f(x, y, z)dxdydz; sprawdzić, że:
(a) K = {x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x + y + z ≤ 1}, f(x, y, z) = (1 + x + y + z)−3 ⇒ I = 1

2 (log 2 − 5
8 ) ;

(b) K = {x2 + y2 + z2 ≤ 2, x2 + y2 ≤ z}, f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 ⇒ I = π
60 (96

√
2 − 8) ; (c)

K = {x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 ≤ 1}, f(x, y, z) =
√

1− x2

a2 − y2

b2 − z2

c2 ⇒ I = π2

4 abc ; (d) K = {x2 + y2 ≤
z ≤ 2(x2 + y2), x2 ≤ y ≤ x}, f(x, y, z) = 1 ⇒ I = 3

35 ; (e) K = {x2 + y2 + z2 ≤ x}, f(x, y, z) =√
x2 + y2 + z2 ⇒ I = π

10 .
(8) Obliczyć średniaι wartość M(f,K) =

∫
K

f(x)dx /
∫

K
dx funkcji f na zbiorze K:

(a) K = {x ∈ R2 : 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1}, f(x) = x2
1x2 ; (b) K = {x ∈ R2 : (x1 − a)2 + x2

2 ≤
r2}, f(x) = x2

1 + x2
2 ; (c) K = {x ∈ R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 ≤ x1 + x2 + x3}, f(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 ; (d)

K = {x ∈ R3 : 1 ≤ x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 4, x3 ≥ 0}, f(x) = x2

1 + x2
2.

(9) Znaleźć środek cieιżkości jednorodnej póÃlkuli Ω := {x2 + y2 + (z − 1)2 ≤ 1, z ≤ 1}
(10) Obliczyć objeιtość bryÃl:

(a) B1 := {x2 + y2 + z2 ≤ 4z, x2 + y2 ≤ 3z}; (b) B2 := {x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≥
√

x2 + y2}; (c) B3 :=
{x2 + y2 + z2 ≤ 4, x2 + y2 ≤ 3z}; (d) B4 := K1 ∪K2 (e) B5 := K1 ∩K2, gdzie K1 := {x2 + y2 + z2 ≤ 2z},
K2 := {x2 + y2 + z2 ≤ 2}.

(11) Znaleźć środek cieιżkości jednorodnej bryÃly Ω := {x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≥
√

x2 + y2}.
(12) Znaleźć moment bezwÃladności wzgleιdem osi 0z stożka C := {x2 +y2 ≤ z2, 0 ≤ z ≤ 1} o geιstości ρ(x, y, z) =

z2;
(13) Oznaczmy Ω := {(x, y) : x > 0, y > 0, x2 + y2 < 1} oraz Ip :=

∫ π
2

0
sinp ϕdϕ dla p > −1. Liczaιc

caÃlkeι
∫

K
yp dx dy√
1−x2−y2

dwoma sposobami: jako caÃlkeι iterowanaι i przez parametryzacjeι x = sin θ cos ϕ, y =

sin θ sin ϕ, wykazać tożsamość IpIp+1 = π
2(p+1) . Korzystajaιc z tej tożsamości wyprowadzić nasteιpujaιce

oszacowanie:
√

π
2(p+1) < Ip <

√
π
2p .

(14) Znaleźć siÃleι przyciaιgania grawitacyjnego mieιdzy jednorodnaι bryÃlaι B := {x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≤ 0} o geιstści
ρ = 1, a masaι punktowaι m umieszczonaι w punkcie (0, 0, 1);

(15) Znaleźć siÃleι przyciaιgania grawitacyjnego mieιdzy jednorodnaι bryÃlaι B := {1 ≤ z ≤ 2, x2 + y2 ≤ z2} o masie
M , a masaι punktowaι m umieszczonaι w punkcie (0, 0, 0).

(16) Znaleźć siÃleι przyciaιgania grawitacyjnego mieιdzy jednorodnaι bryÃlaι B = {x2 + y2 ≤ 1 ≤ z ≤ 2} o masie M ,
a masaι punktowaι m umieszczonaι w punkcie (0, 0, 0).

(17) Niech

I :=
∫ 1

−1

dx

∫ √
1−x2

−√1−x2
dy

∫ y+2

0

dzf(x, y, z).

Zapisać I jako caÃlkeι iterowanaι:
∫

dz
∫

dx
∫

dyf(x, y, z). Wyrazić I we wspóÃlrzeιdnych walcowych (r, ϕ, z).
(18) Znaleźć jawnaι postać funkcji F (a) =

∫ 1

0
log(1−a2x2)

x2
√

1−x2 dx, |a| < 1.

(19) Obliczyć objeιtość bryÃly w R3 ograniczonej pÃlaszczyznaι z = 0 i powierzchniami o równaniach y2 + 3x2 = 4 ,
y + z = 4.

(20) Obliczyć:
∫∞
0

log(1+ax)
(1+x)

√
x

dx , a ≥ 0.
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