Zadania z Analizy IIR

06.06.2011

(1) Zapisać całke_ι I = ∫ △ f(x, y, z)dxdydz, gdzie △ ∈ R^3 jest czworościanem o wierzchołkach (0, 1, 2), (1, 0, −1), (1, 3, 5), (1, 0, 2), w postaci całki iterowanej (lub sumy takich całek): (a) ∫ dx ∫ dy ∫ f dz ; (b) ∫ dz ∫ dx ∫ f dy .

(2) Przestawić kolejność całkowania w całce: (a) ∫_2 0 dx

∫^√_{2x√}

2x−x^2 f dy; (b)

∫_6 −2 dx

∫^√_{12+4x−x}2 − √ 12+4x−x^2 f dy; (c)

∫_2 0 dx

∫_{2x} x f dy; (d)

∫_π 0 dx

∫_{sin x}

− sin x f dy;

(3) Obliczyć całki i skomentować otrzymane wyniki: (a)

∫_∞ 1 dx

∫_1 0 dy^{y−x}_{(x+y)3} , (b)

∫_1 0 dy

∫_∞ 1 dx^{y−x}_{(x+y)3} .

(4) Udowodnić tożsamość:

∫_1 0 dx

∫_{1−x} 0 dy

∫_{x+y} 0 f(x, y, z)dz =

∫_1 0 dz(

∫_z 0 dy

∫_{1−y} z−y f(x, y, z)dx+

∫_1 z dy

∫_{1−y} 0 f(x, y, z)dx).

(5) Odwracaja_ιc kolejność całkowania wykazać, że

∫_b a dx_n

∫_{xn} a dx_{n−1} . . .

∫_{x3} a dx_2

∫_{x2} a f(x_1)dx_1 =

∫_b a f(x)^{(b−x)n−1}

(n−1)! dx.

(6) Wyliczyć środek cie_ιżkości jednorodnego obszaru płaskiego K := {(x, y) : x > 0, xy ≥ 1,^x_a +^y_b ≤ 2} (przy a, b > 0, ab > 1 danych); sprawdzić, że leży on na prostej o równaniu^x_a =^y_b .

(7) Niech I oznacza całke_ι potrójna_ι I = ∫ K f(x, y, z)dxdydz; sprawdzić, że:

(a) K = {x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x + y + z ≤ 1}, f(x, y, z) = (1 + x + y + z)^{−3} ⇒ I =^1_2 (log 2 −^5_8 ) ; (b) K = {x^2 + y^2 + z^2 ≤ 2, x^2 + y^2 ≤ z}, f(x, y, z) = x^2 + y^2 + z^2 ⇒ I =^π_{60} (96 √ 2 − 8) ; (c)

K = {^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} +^{z2}_{c2} ≤ 1}, f(x, y, z) = √ 1 −^{x2}_{a2} −^{y2}_{b2} −^{z2}_{c2} ⇒ I =^{π2}_4 abc ; (d) K = {x^2 + y^2 ≤

z ≤ 2(x^2 + y^2), x^2 ≤ y ≤ x}, f(x, y, z) = 1 ⇒ I =^3_{35} ; (e) K = {x^2 + y^2 + z^2 ≤ x}, f(x, y, z) = √ x^2 + y^2 + z^2 ⇒ I =^π_{10} .

(8) Obliczyć średnia_ι wartość M(f, K) = ∫ K f(x)dx / ∫ K dx funkcji f na zbiorze K:

(a) K = {x ∈ R^2 : 0 ≤ x_1 ≤ 1, 0 ≤ x_2 ≤ 1}, f(x) = x^2_1x_2 ; (b) K = {x ∈ R^2 : (x_1 − a)^2 + x^2 ≤ r^2}, f(x) = x^2_1 + x^2 ; (c) K = {x ∈ R^3 : x^2_1 + x^2 + x^2_3 ≤ x_1 + x_2 + x_3}, f(x) = x^2_1 + x^2 + x^2_3 ; (d) K = {x ∈ R^3 : 1 ≤ x^2_1 + x^2 + x^2_3 ≤ 4, x_3 ≥ 0}, f(x) = x^2_1 + x^2.

(9) Znaleźć środek cie_ιżkości jednorodnej półkuli Ω := {x^2 + y^2 + (z − 1)^2 ≤ 1, z ≤ 1} (10) Obliczyć obje_ιtość brył:

(a) B_1 := {x^2 + y^2 + z^2 ≤ 4z, x^2 + y^2 ≤ 3z}; (b) B_2 := {x^2 + y^2 + z^2 ≤ 1, z ≥ √ x^2 + y^2}; (c) B_3 := {x^2 + y^2 + z^2 ≤ 4, x^2 + y^2 ≤ 3z}; (d) B_4 := K_1 ∪ K_2 (e) B_5 := K_1 ∩ K_2, gdzie K_1 := {x^2 + y^2 + z^2 ≤ 2z}, K_2 := {x^2 + y^2 + z^2 ≤ 2}.

(11) Znaleźć środek cie_ιżkości jednorodnej bryły Ω := {x^2 + y^2 + z^2 ≤ 1, z ≥ √ x^2 + y^2}.

(12) Znaleźć moment bezwładności wzgle_ιdem osi 0z stożka C := {x^2 +y^2 ≤ z^2, 0 ≤ z ≤ 1} o ge_ιstości ρ(x, y, z) = z^2;

(13) Oznaczmy Ω := {(x, y) : x > 0, y > 0, x^2 + y^2 < 1} oraz I_p :=

∫ π_2 0 sin^p φ dφ dla p > −1. Licza_ιc

całke_ι ∫ K y^p dx dy

√_{1−x2−y2} dwoma sposobami: jako całke_ι iterowana_ι i przez parametryzacje_ι x = sin θ cos φ, y =

sin θ sin φ, wykazać tożsamość I_pI_{p+1} =^π_{2(p+1)} . Korzystaja_ιc z tej tożsamości wyprowadzić naste_ιpuja_ιce

oszacowanie:

√_π

2(p+1) < Ip <

√_π

2p .

(14) Znaleźć siłe_ι przycia_ιgania grawitacyjnego mie_ιdzy jednorodna_ι bryła_ι B := {x^2 + y^2 + z^2 ≤ 1, z ≤ 0} o ge_ιstści ρ = 1, a masa_ι punktowa_ι m umieszczona_ι w punkcie (0, 0, 1);

(15) Znaleźć siłe_ι przycia_ιgania grawitacyjnego mie_ιdzy jednorodna_ι bryła_ι B := {1 ≤ z ≤ 2, x^2 + y^2 ≤ z^2} o masie M, a masa_ι punktowa_ι m umieszczona_ι w punkcie (0, 0, 0).

(16) Znaleźć siłe_ι przycia_ιgania grawitacyjnego mie_ιdzy jednorodna_ι bryła_ι B = {x^2 + y^2 ≤ 1 ≤ z ≤ 2} o masie M, a masa_ι punktowa_ι m umieszczona_ι w punkcie (0, 0, 0).

(17) Niech

I :=

∫_1 −1 dx ∫^√_{1−x}2 − √ 1−x^2 dy ∫_{y+2} 0 dzf(x, y, z).

Zapisać I jako całke_ι iterowana_ι: ∫ dz ∫ dx ∫ dyf(x, y, z). Wyrazić I we współrze_ιdnych walcowych (r, φ, z).

(18) Znaleźć jawna_ι postać funkcji F (a) =

∫_1 0 log(1−a^2 x^2) x^2 √ 1−x^2 dx, |a| < 1.

(19) Obliczyć obje_ιtość bryły w R^3 ograniczonej płaszczyzna_ι z = 0 i powierzchniami o równaniach y^2 + 3x^2 = 4 , y + z = 4.

(20) Obliczyć:

∫_∞ 0 log(1+ax) (1+x) √ x dx , a ≥ 0.