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I. UZUPELNIANY ZBIOR DEFINICJI POTRZEBNYCH NA CWICZENIA MAT II A

Grupa abelowa (przemienna) to zbiér elementéw, ktérymi mozna operowaé tak jak liczbami za
pomoca dodawania, tzn. istnieje dla nich dziatanie, ktére jest laczne, istnieje element neutralny, taki jak
0 w dodawaniu, istnieje element przeciwny, taki jak ze zmienionym znakiem w dodawaniu, i kolejnosé
dzialania nie wplywa na wynik. Jesli kolejnos¢ dziatania zmienia wynik, to grupe nazywa si¢ nieabelowa
(nieprzemienng).

g1+ (92 +93) = (91 + 92) + g3,

istnieje element 0 taki, ze 0+ g = g+ 0 = g dla kazdego g,

i dla kazdego elementu g istnieje taki element (—g), ze (—g) + g =g + (—g) = 0.

W grupie abelowej g1 + g2 = g2 + g1-

Zamiast znaku dzialania, ktére kojarzy si¢ z dodawaniem, mozna uzy¢ notacji, ktéra kojarzy si¢ z
mnozeniem. Wtedy warunki spelniane przez elementy grupy podaje si¢ w nastepujacej postaci:

91(9293) = (9192)93,

istnieje element 1 taki, ze 1g = g1 = g dla kazdego g,

i dla kazdego elementu g istnieje taki element ¢g=!, ze g7 lg = gg~' = 1.

W grupie abelowej g192 = g291.-

Cialo to zbiér elementéw z dwoma dzialaniami spelniajacymi te same zasady co mnozenie i dodawanie
liczb, czyli istnieje element typu 0, ktéry nie zmienia wyniku w dodawaniu, i element typu 1, ktéry nie
zmienia wyniku w mnozeniu. Dla wszystkich elementéw istnieje przeciwny, i dla wszystkich réznych od
zera istnieje odwrotny. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Mozna powiedzie¢, ze cialo to zbiér, w ktérym istnieja dwa dzialania grupowe przemienne, o
wlasnosciach takich jakie maja dodawanie i mnozenie w zbiorze liczb, i dzialanie ,;mnozenia” jest
rozdzielne wzgledem ,,dodawania” tak jak dla liczb.

Przestrzeni liniowa (wektorowa) nad cialem to zbiér elementéw (wektoréw), ktére mozna do
siebie dodawaé¢ wedtug regut spetiajacych te same zatozenia co dodawanie liczb i ktére mozna mnozy¢
przez elementy z ciala. Mnozenie wektorow przez elementy z ciala jest rozdzielne i wzgledem dodawania
wektoréw i wzgledem dodawania elementéw w ciele. Ponadto mnozenie wektoréw przez elementy z ciala
jest taczne, i mnozenie wektoréw przez 1 z ciala nie zmienia wektoréw.

Mozna powiedzieé, ze para grupa V i cialo K tworza przestrzen liniows (wektorowa) gdy mnozenie
elementéw z V przez elementy z ciata K jest rodzielne wzgledem obu ,,dodawani” (jedno dodawanie jest w
ciele K a drugie w grupie V') i laczne, oraz mnozenie elementéw w V' przez element neutralny ,,mnozenia”
w ciele nie zmienia elementéow w V.

Innymi ,,stowy”: (V,+y) = grupa abelowa, (K, +xk, k) = cialo, PW = [(V,+v), (K, +k, k), Pw].
Symbol -py oznacza mnozenie elementéw w grupie V' przez elementy z ciala K. To mnozenie spetnia
warunki rozdzielnoéci wzgledem obu dodawan +v i 4k, lacznodci, i braku zmiany V' przy mnozeniu przez
1z K.

Liniowa niezalezno$é elementéw przestrzeni liniowej (wektorowej) Uy, vs, ..., U, jest zdefiniowana
przez warunek, ze jedyna kombinacja liniowa tych elementéw, ktéra jest réwna 0, ma wszystkie
wspélezynniki réwne zero. Innymi slowy, nie da si¢ zbudowaé¢ kombinacji liniowej Y . | a;¥; réwnej
0 ze wspélezynnikami o, o, ..., an z ciala K inaczej niz zerujac kazdy z wyrazéw w tej sumie (kazdy
wyraz w tej sumie nalezy do grupy V') przez wyzerowanie wystepujacego w nim wspdlezynnika z ciata K
(kazdy wspétczynnik musi byé przyréwnany do zera w ciele K).

Odwzorowanie liniowe L przestrzeni wektorowej W w przestrzenn wektorowa V nad tym samym
cialem K to takie odwzorowanie, ktore kazdemu wektorowi-argumentowi w w przestrzeni W przypisuje
wektor-obraz v w przestrzeni V, v = Lw, i zawsze zgodnie z regula operacji liniowych na wektorach, tzn.
L(kwy + wa) = kvi + va, gdzie v1 = Lwy i v2 = Lws.

Wyznacznik macierzy o wymiarach n x n zbudowanej z liczb to (faktycznie jedyna) funkcja liniowa
wzgledem wszystkich kolumn, znikajaca gdy kolumny si¢ powtarzaja, i réwna 1 dla macierzy jednostkowe;j.

Przestrzeni unitarna to przestrzen wektorowa z iloczynem skalarnym (-|-), tzn. z funkcja, ktéra
przypisuje parom wektor6w elementy z ciala przestrzeni wektorowej i spelia reguly (@|v) = (0|a)*,
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(4T + 1) = k(a@|T) + 1(@]D), (@)k0) = k(d@|), i (@)@) > 0 dla @ # 0. Gwiazdka oznacza sprzezenie liczb
zespolonych (zamiana i = v/—1 na —3).

Odwzorowania unitarne to takie odwzorowanie liniowe przestrzeni unitarnej w przestrzen unitarna
(nie koniecznie t¢ sama), przy ktérym iloczyn skalarny nie zmienia wartosci. Innymi stowy, w odwzorowa-

niu unitarnym iloczyn skalarny wektoréw-argumentéw w przestrzeni wektoréw-argumentéw jest rowny
iloczynowi skalarnemu wektoréow-obrazow w przestrzeni wektoréw obrazdw.

Macierz unitarna to macierz, ktérej kolumny sa ortonormalne. Macierze unitarne spetniaja warunek,
ze ich sprzezenie hermitowskie daje macierz odwrotna. Odwzorowania unitarne maja unitarne macierze
odwzorowania w bazie ortonormalne;j.

Sprzezenie hermitowskie macierzy to transponowanie i sprzezenie zepolone jej elementéw.

Macierz ortogonalna to rzeczywista macierz unitarna.



