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Zad. 1. Rozważmy I ⊂ R (dowolny przedzia l) oraz funkcjȩ f ∶ I → R spe lniaja̧ca̧
warunek:

∀a,b∈I ∶ f (a + b

2
) ≤ f(a) + f(b)

2
.

Korzystajcac z zasady indukcji, udowodnij nastȩpuja̧ce stwierdzenia:

(i)

∀n∈N∗ ∶ ∀x1,x2,...,xn∈I ∶ f (x1 + x2 +⋯ + xn

n
) ≤ f(x1) + f(x2) +⋯ + f(xn)

n
.

(ii) Uogólniona nierówność Bernoulliego:

∀n∈N∗ ∶ ∀a>0, a+b≥0 ∶ (a + b)n ≥ an + nan−1b .

(iii) ∀n∈N∗ ∶ ∀x1,x2,...,xn>0 ∶ (x1 ⋅ x2⋯ ⋅ xn = 1 Ô⇒ ∑n
k=1 xk ≥ n).

(iv) Niechaj

A(z1, z2, . . . , zn) ∶=
z1 + z2 +⋯ + zn

n
, G(z1, z2, . . . , zn) ∶= (z1 ⋅ z2 ⋅ ⋯ ⋅ zn)

1
n

(odpowiednio: średnia arytmetyczna i średnia geometryczna liczb z1, z2, . . . , zn).
Zachodzi nierówność Cauchy’ego:

∀n∈N∗ ∶ A(z1, z2, . . . , zn) ≥ G(z1, z2, . . . , zn) .

Wskazówka: Można wykorzystać uogólniona̧ nierówność Bernoulliego.

(v) ∀n∈N∗ ∶ ∀a1≤a2≤⋯≤an ∶ ∀b1≤b2≤⋯≤bn ∶ (a1+a2+⋯+an)⋅(b1+b2+⋯+bn) ≤
n ⋅ (a1b1 + a2b2 +⋯ + anbn).

Uwaga W poniższym zadaniu przydatna̧ bȩdzie tzw. mocna zasada indukcji: Niechaj
T ⊂ N∗, a wtedy

(∀n∈N∗ ∶ 1, n − 1 ⊂ T Ô⇒ n ∈ T ) Ô⇒ T = N∗ .

1



Jej równoważność z poprzednio podana̧ zasada̧ indukcji wykażemy na ćwiczeniach.

Zad. 2. Udowodnij poniższe stwierdzenia:

(i)
x1 = 1

∀n∈N∗ ∶ xn+1 = 1 + x1 + x2 +⋯ + xn)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
Ô⇒ ∀n∈N∗ ∶ xn = 2n−1.

(ii)
x1 = 1

∀n∈N∗ ∶ xn+1 = A(x1, x2, . . . , xn, xn + 1)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
Ô⇒ ∀n∈N∗ ∶ xn =

∑n
k=1

1
k! .

Stwierdzenie pomocnicze (które należy udowodnić):

∀n∈N∗ ∶
n−1

∑
k=1

k

(k + 1)! = 1 − 1

n!
.
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