
ĆWICZENIA DOMOWE PRZYGOTOWUJA̧CE DO ZAJȨĆ
15/11/2011

Zad. 1. Rozważmy tzw. Lp-metrykȩ na Rn ∋ x, y dana̧ wzorem

dp(x, y) ∶= (
n

∑
i=1

∣xi − yi∣p)
1
p

, p ∈ [1,∞[ ,

oraz tzw. L∞-metrykȩ, tj. przypadek graniczny

d∞(x, y) ∶= max
i∈1,n

{∣xi − yi∣} .

Sprawdź, że dp, p ∈ {1,2,∞} sa̧ metrykami, i wykaż ich równoważność.

Podpowiedź: Wykorzystaj nierówność Buniakowskiego–Cauchy’ego–Schwarza.

Zad. 2. Sprawdź, że suma i maksimum dwóch metryk jest metryka̧. Wskaż przyk lad
dowodza̧cy, iż minimum dwóch metryk w ogólności nie jest metryka̧.

Zad. 3 Oblicz granicȩ cia̧gu (xn)n∈N (wzgl. dowiedź, że cia̧g nie jest zbieżny) o
wyrazie ogólnym

(i) xn ∶= n2 ( n

√
1 + 1

n − 1);

(ii) xn ∶= n

√
n

n2+1 − 1
2n ;

(iii) xn ∶= 3
√
n3 + 2n2 + 3 −

√
n2 + 2n + 3;

(iv) xn ∶= nn

(n!)2 ;

(v) xn ∶= n
√

(1 + x)n + (1 − x)n, x ∈ R (dane);

(vi) xn ∶= cos n
2π
n+2 .

Zad. 4 Dla danych ϕ,ϑ ∈ R udowodnij, że cia̧g (xn)n∈N o wyrazie ogólnym

xn ∶= sin(nϕ + ϑ)

jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy

ϕ,ϑ ∈ πZ ∨ ϕ ∈ 2πZ .

Warszawa, 8. listopada 2011 r.
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