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Zadania domowe z Analizy TR. Seria 1. 20.10.2011

. Wykazaé, ze n! < (2H)" dlan € N.

n(n 1)

Dla jakich n € N zachodza nieréwnosci: 2n + 1 < 27; 3n + 1 < 27; n! < 2 s (2n— 1N <272l ?

Uproéci¢ warunek:
(ar)) AUBC AU(BNC); (b) (AnNB)U(CNB)=B;(c) (AUB)\C=(A\C)UB;
(d) (AUB)\(BNC)=ANC; (e) (AUBUC)\(AUB)=C; (f) A\B=B\A4;(g) AnB = (AuC)N(B\C) .

Wykazaé, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, D zachodzg réwnosci:

(a) (A\B)UC =[(AUC)\ BJU(BNC); (b) (A\B)N(C\D)=(ANC)\(BUD);

() AN(BUCUD) = ((A\B)\C)\D; (d) A\[B\(C\D)]=(A\B)U(ANC\D).

Wryliczy¢:

Ui [20 4] M 50 2+ 35 5 Urerl(@n,@2) € B2 2 (@1 = 1) + (a0 +20)° <02 41}

Moy (10,n] U [n?, 00, ); (e) Uscpz,) At oraz N,z 3 At gdzie Ay = [t, 2] x [, 1];

() Uty |t sk |1 (&) My Aws liminf Ay = Uy Nesyy Aps Timsup Ay i= 0, Ups Ak iU, A, jesli

Ay = [ 2 dlane N,

Niech A, C X, A, := X\ An. Wykaza¢, ze (U,—; An) N (ozy (Upen Ak U Upsn A%) = Unzi (An \ Ang1)-

Obliczy¢ N, An, liminf 4,, :=/J,, men A, limsup A, :==(), Ukz” Api U, An, jesli A, = % +Q(%), SZ‘EH
dla n € N, gdzie Q(z) := = — E(z).

zawierania: {(z,y) 1y > 22} C Usen Ks € Usggoo00 Ks = {(@,9) 1y > 2* — 7}

Dla s > 0 oznaczmy K, := {(x,y) € R? : 22 + (y — 5)? < s}. Wykazaé, ze majg miejsce nastepujgce

Niech X bedzie zbiorem nieprzeliczalnym, a f : X — 0, oo[ — dowolnat funkcjg. Wykazaé, ze istnieje n € N
oraz parami rézne elementy 1, ..., x, € X, takie ze f(x1) + ...+ f(x,) > 100.

Sprawdzi¢, ze dana relacja jest relacjg réwnowaznosci w R. Opisaé jej klasy réwnowaznosci i narysowaé
odpowiadajacy jej podzbior S C R X R.

x~y = @-y(l-ay) =02~y < (@=yluibzx=—y e [-1,1 lub |z + |y = 1);
() 2~y < (z=ylubIn€Z:z,ye2n—1,2n]);(d) 2~y < (r—y€EZlubz+y+1i€Z).

Ktéra z dwu liczb jest wieksza: °°%/10001, czy °°%/10000? Wskazdwka: nierdwnosé Bernoulliego.
Wykazaé, ze dla m,n € N: (a) jesli m < n, to ""/n+1< /n; (b) jeslim >n(n—1),to "/n+1> 3/n.
Wskazowka: nieréwnosé Bernoulliego.

< @n-D! _ 1 3, 2n—1 <

Wykazaé, ze: |z] < 1,|y| < 1= [{= w|<1,%+ +...+i<ynneN; \/W G =324 T9n
1
ﬁdlaneN,n+1+n+2+...+%<47neN,1+\/§+ +f>\/ﬁ n € N.

Wykazaé, ze R = Q4 jest jedynym podzbiorem R zbioru Q* := Q \ {0}, spelniajacym nastepujgce warunki:
(1) RU(—R)=Q*; (2) RN(—R)=0; (3) R-RC R; (4) R+ RC R.

Wykazaé, ze jezeli zbiér S C R jest przeliczalny lub skoriczony, to da,b e R, a >0:Vne€Z :an+b¢& S

Wykazaé, ze jezeli zbiér S C R? jest przeliczalny lub skoriczony, to istnieje tréjkat réwnoboczny na ptaszczyznie
R2, o bokach diugodci 1, ktérego $rodkiem cigzkodci jest punkt (0,0) i ktérego brzeg nie zawiera zadnego
punktu z S.

Zbadaé, czy ponizsze podzbiory R sa ograniczone i jesli tak, to znalezé ich kresy: A = {\;#2’ z € R},
B={2-3 npmeN,},C={zeR|lz-1]—|z—-2|] <2}

n m’

Niech Z — dowolny zbiér niepusty, P := {A € 2% : A : skoficzony }. Wykazaé, ze wzér d(A, B) := |A+ B| :=
(A\ B)U(B\ A) okresla metryke w zbiorze P. Opisaé kule i odcinki wzgledem tej metryki.

Sprawdzié, ze wzdr d(z,y) = min{|lz — y|,3 — |z| — |y|} zadaje metryke na zbiorze X := [—1,1]. Dla
wartodei 7 = £ i r = 2 wyznaczy¢ kule K(1;r) (wzgledem metryki d). Wykazaé, ze (Srednica (X,d)) :=
SUP; yex d(z,y) = 2
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Sprawdzi¢, ze wzér d(x,y) := |(|z] — |y|)| + |sgnzx — sgny| okresla metryke na R. Wyznaczy¢ kule (wzgledem
d) o $rodku xg = 4 i promieniach r = 3,4,5,6. Pokaza¢, ze K(4;r) jest przedzialem <= 0 < r < 2 lub
r > 6.

lz—yl, gdyr—yeQ

Dla jakich wartosci a € R funkcja d(z,y) := { a ody z—y &0 jest metryka na [—1,1].

le=ul_ okredla metryke na R 7

Czy wzbr d(z,y) == 177



