Zadania domowe z Analizy TR. Seria 3. 15.12.2011

. Wyliczy¢ granice:

(a) limg_y; T ; (b) lim, o HCO;# ; () limgo L(2 — cota) ;
(d) limg_yeo(2? — 2zt log(1 4+ 272)) ; (e) limx_u(@ - ﬁ) ; () limw_n(lozg;zlw — ﬁ) :
(2) limz—>0(1+x26‘"’3)1—0«10m ; (h) limgox 2 (x — /14 % *sinz) ; (i) hmx_)o(ﬁ) .
a2
() limgosg =2 5 () im0 5782 5 (1) Timgpya(tan )02 ;
(m) lim,_,o(1 — z + sin :c)""/’_3 i (n) limg_yeo(cos(z + 1) —cos(z — 1)) ; (o) limgo % ;
cos(cosz)—sinz : cosT z? : —cos x cos 2x cos 3T
(p) limgz % () limgo(£55)Y 5 (1) limg,, Looosppesancosde
(s) hmT —% VEOSBL - (t) limg_y1—(tan ZE)' 775 (u) limg—oo(3 farctanx)@ )

. Zmalez¢ punkty niecigglosci funkeji f : R — R (w zaleznosci od wartosci parametréw)
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. Dowiesé, ze liczba rzeczywistych pierwiastkéw W, (z) := EZZO%T jest réwna 0 lub 1, zaleznie od parzystosci
n € N.

e . o .
. Dla z € [-1, 1] udowodnié¢ tozsamosé: arcsinz = arctan it

P RO s
. Dla z € [0, o0] wykaza¢ nieréwnosé: sinz >z — &-.

. Dowies¢, ze:
(a) :cfw—22<1og(1+x) dlaz > 0; (b) log(1+:c)<xf‘%2+% dlaz>-1;() e <2 dlad<z<1;
(d) (4—cosz)¥2Z <3 dlaz#0; (e) |[HLarctanz| < Z dlaz <1; (f) 1+zloglz+vV1+22) > V1+a2.

. Dowieg¢, ze funkcja f(z) := (14+2)Y/%, —1 < x # 0, da sie przedtuzyc do funkcji rézniczkowalnej na ] — 1, col.
Wyliczyé f(0) i f/(0) oraz wykazaé, ze funkcja x — f(z) jest malejaca, a © — (1 + x)f(x) — rosngca na
] - 17 OO[
1 1

: . _ i ey z#0
.Nlechf.R%R,f(x).—{ % edy 7 =0
(a) f jest klasy C! na R (wyliczy¢ f'(0));
(b) f jest malejaca;
(¢c) f jest jednostajnie ma,gla na R.
(d) funkcja R >  +— f(z) — 1 € R jest nieparzysta.

. Dowie$¢, ze:

. Dowiesé, ze funkcja f: R = R, f(x) := ma trzy punkty przegiecia oraz ze leza one na jednej prostej.
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. Zbadaé przebieg funkcji, naszkicowaé¢ wykres:

f(;zc)::””\'/"3””7+11 reR; f(x):=(x+2)er, z € R\ {0} ;
f)= (e = et w e B\ O0)

f(z) := arcsin W’ z €R;

f(x) :=(x + 1) arctanzx, x € R.
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Wykazaé, ze dla dowolnych roztacznych przedzialéw domknietych [a,b] i [c,d] w R istnieje funkcja na R klasy
C*™ taka, ze f =0 na [a,b] i f =1 na [c,d]. Wsk. Mozna wykorzysta¢ funkcje f(z) := e

Niech X := K(0,1) = {z € C : |z| < 1} oraz d(z,y) := min{|lx —y|, 2 — |z| — |y|}. Sprawdzié¢, ze (X,d)
jest przestrzenig metryczng niezupels (tzn istnieja ciggi Cauchy’ego nie majace w X granicy). Narysowaé
K(p,R) (kula o $rodku p i promieniu R) dla (p;R) réwnych odpowiednio: ((0,0); %) ; ((0, %) : %)

Wykazaé, ze S := {x € R? : 212903 = 1} ma cztery spdjne sktadowe.
Zbadaé zwartosé, spéjnosé, domknietoéé i ograniczonosé zbioru: A := {(x,y) € R? : x(x +y)? = 1}.

Zbadac domknie;tos'é otwartosé, zwartosé i spéjnosé ponizszych podzbioréw przestrzeni X C R

a) X :={0}U{E neN}, A —{1} B:={0,1,3}, C :=dowolny podzbiér X;
)X R A—{xE]R >ac — 222 —|—a:>0}

c) X :=]0,1[, A f{xER 5 > a® =22 + 2 > 0f

)X R A={reR: x—a , n €N}, a € R-ustalone ;

e) X —{xeR z=a",neZ}, A:={xeR : x=a", n €N}, a € R-ustalone;

Niech X :=]0, co[. Podaé przyklad funkeji cigglej f: X — R dla ktérej f(X) jest zbiorem : a) domknietym
i nieograniczonym, b) domknietym i ograniczonym (czyli zwartym).

(C) Oplsac otwarte, domkniete, zwarte i spdjne podzbiory zbioru N w topologii zadanej metryks d(m,n) :=
| . Czy metryka do(m,n) := |m — n| okresla te samg co d topologie w zbiorze N ?

1

(C) Zbadaé¢ domknietosé, zwartosé, spéjnosé i otwartosé zbioréw: a) Zbiér funkeji wielomianowych na odcinku
[0,1]. (jako podzbiér C0,1] z metryka d(f, g) := supyejo,1)|f(x) —g(x)| ) b) Jak wyzej lecz ograniczamy sie
do wielomianéw stopnia nie wiekszego niz 17.

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng; dla A C X ie > 0 oznaczmy A, == {x € X : Ja € A:d(x,a) < €}
Rozwazmy nastepujace implikacje: (D) A domkniety = A domkniety; (O) A otwarty = A, otwarty; (Z) A
zwarty = A. zwarty; (S) A spéjny = A, spéjny. Dowiesé, ze: (a) A zwarty = A, domkniety; (b) w
przestrzeni X := R" z metrykg d(x,y) := |x — y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sg réwniez prawdziwe;

(c) dla X :=] — o0, —=1[U{0}U] + 1, +o0]; z metryka d(z,y) := |z —y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sa falszywe.

(C) Wykazaé, ze przestrzen metryczna, w ktérej kazdy podzbiér ograniczony i domkniety jest zwarty, jest
zupea.

Odwzorowanie f nazywa sie domkniete (otwarte), jezeli f-obrazy zbioréw domknietych (otwartych) sa domkniete
(otwarte). Zbadaé, czy dane ciggle (w zwyktej topologii R) odwzorowanie f : R — R jest domkniete lub ot-
warte:

F@) = VIF 2% f(@) = —i(c) f(2) = 1251 f() = sina.

(C) Wykazaé, Ze nie istnieje ciggla bijekcja odcinka domknigtego na zbiér W := {(z,y) € R?, -1 < x <
1,y=0}U{(z,y) eR? 2 =00<y<1}.

Wykazaé, ze nie istnieje ciggla bijekcja R? — R. (zatem R? i R nie sa homeomorficzne). Uogélni¢ wynik na
R™m >2iR.

Czy istnieje ciagla bijekcja okregu na prosta ?

(C) Niech C(r) oznacza okrag na plaszczyznie o $rodku w poczatku ukltadu wspéhzednych i promieniu r.
Niech X := ;2 ,C(1—1), Y := 7, C(2) bedy podzbiorami w R? ze standardows metryka. a) Wykazaé,
ze X 1Y sg niezupelnymi przestrzeniami metrycznymi. b) Skonstruowaé homeomorfizm (tzn. ciggly bijekcje
taka, ze odwrotna jest ciggla) X — Y. c¢) Znalez¢ uzupelienia X 1Y i wykazaé, ze nie sg homeomorficzne.
(Czyli homeomorficzne przestrzenie metryczne mogg mie¢ niehomeomorficzne uzupehienia.)



