Zadania z Algebry I R

Seria 1. 31.10.12

1. Niech X := {e,a,b, c}. Podaé¢ wszystkie mozliwe struktury grupy (tzn. mozliwe tabele mnozenia) na zbiorze
X, takie ze e jest elementem jednostkowym.

2. a) Na zbiorze liczb catkowitych okreslamy relacje m ~ n <= m — n dzieli sie przez 8. Na zbiorze klas tej
relacji okreslamy dzialanie [x] * [y] := [zy]. Sprawdzié, ze ta definicja jest poprawna i zadaje dzialanie lgczne.
Czy zbiér klas wraz z tym dzialaniem tworzy grupe? Czy jezeli ze zbioru klas usuniemy [0], to dostaniemy
strukture grupy?

b) Odpowiedzie¢ na te same pytanie jezeli relacja zadana jest przez: m ~n <= m — n dzieli sie przez 7.

3. Wykazaé, ze jezeli a,b,c € Nia? + b? = c?, to ¢ dzieli sie przez 5.

4. Niech X := {1,2,...,7}. Permutacje 7 := ( :1,) ? g ;1 2 ? Z ) a) rozlozyé na cykle; b) zapisaé jako
zlozenie transpozycji; ¢) zapisaé jako zlozenie transpozycji sgsiednich elementéw.

5. Niech X :={1,2,...,5}. Niech o1 := (2,3) (cykl o dlug 2) oraz o2 := (4,5). Znalez¢ permutacje m, taks ze
o1 = woam L. To samo dla oy := (2,3,4)(1,5) i 02 := (1,5,3)(2,4).

6. Niech F:={f:R —R: f(z) =ax +b, a € R\ {0}, b € R}. Sprawdzié, ze: a) elementy z F sg bijekcjami
R; b) F jest grupg (wzgledem skladania); ¢) A:={f € F:b=0} oraz B := {f € F : a = 1} sg podgrupami
w F; d) B jest podgrupa normalng a A nie.

7. Sprawdzié, ze zbidr G wraz z danym dzialaniem tworzy grupe, wskazaé jej element neutralny oraz znalezé
jawny wzér na odwrotnoéé elementu grupy:

(a) G :=7 z dzialaniem m ®n :=m+ (—1)"n,
(b) G := wszystkie funkcje postaci f(z) := ax +b,a > 0,b € R, ze skladaniem odwzorowan,
d < a;
(¢) G:=10,a[,a € R" z dzialaniem z + y := ry glyzty<a
a r+y—a gdyr+y>a.

8. Rozwigza¢ réwnania kwadratowe w ciele C":

(3+1)22+(3—2i)z+(3—i) = 0; 22+ (2+4)2+2-2i =0; 22—52+7+i=0; (144)22+(2+3i)z+4—i = 0;

9. Sprawdzié, ze z = 1 jest rozwigzaniem réwnania 23 — 9z + 8 = 0 i wykorzystaé to do znalezienia pozostatych
rozwigzan tego rownania.

10. Rozwiazaé¢ w dziedzinie liczb zespolonych réwnania:
234 6ir+4+4i=0,2% 322 +62—-2=0,2°-3V22+2=0,
o+t 2034222+ +1=0, (2 +1i)° =25
11. Sprowadzi¢ do postaci trygonometrycznej wyrazenia:
14 cosa+isina; 1 — a? + 2ia, gdzie a = tga.
12. Niech w = e’3™/5. Sprawdzi¢, ze 2 = w + L spelnia réwnanie 2% + z = 1. Jakie réwnanie spehia w?
13. Niech j, j2 oznaczaja rézne od 1 pierwiastki réwnania 22 = 1 i niech w ma znaczenie z poprzedniego zadania.
Wykazaé, ze:
I+ =5 Q=j+)0+w-w?) =4 (1-5)1-;)01-5401-75°) =09
14. Niech w = €*2™/™ i niech k bedzie liczbg naturalna niepodzielng przez n. Wykazaé, ze:

1+ wk+w? + .. +wDk =
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Dowiesé, ze:

144t . -1 -
(a) 11_; = e¥arctet dlat € R; (b) 72_’_1 :z’tgf dla z =¢€", p €] — m,7[;
z—1 77371'

e (2= T) dinsm e g - 7,2
() S =it (5 4 az=e% p€l-o [
1-— 1 n

(d) Jezeli tg<p—21+ to tgn(p—zl+zn, dlazeC,z#-1#2",p€R
© 14+itgz\" 1+itgna
e)|l——— | =——>—

1—itgx 1 —itgna

Znalezé liczby zespolone z spelniajace réwnanie 26 + 232 + 22 = 0
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Poda¢ interpretacje geometryczng i naszkicowac zbior: {z € C' : Re(Z

Wyznaczy¢ i naszkicowac:
(a) obraz polplaszezyzny {z € C : Im(z) > 1} w odwzorowaniu f(z) := 32;; ;
(b) przeciwobraz {z € C : 0 < arg(z) < w/4} w odwzorowaniu f(z) := Ztt;

z—1’
z—3

z+4

(c) obraz pélplaszczyzny {z € C' : Re(z) > 0} w odwzorowaniu f(z) :=

Sprawdzié, ze [[o__,, (uF —zu=F) = [[}__, (u** —2) = 1—2?"*1 dlan € N, u := %+ oraz z € C. Zastosowaé

_km 1
tozsamo$¢ do wyprowadzenia wzoru: [[;_; cos 52— g1 — g» dlaneN.

Dowiesé, ze jeéli uw=e, to nfl(l —u®) = n. Korzystajac z tego wyprowadzié¢ (dla m,n € N) nastepujace

k:ﬂ' _ m knr _ v/m | m : kv _ V2m+1
wzory: Hk L sin T = ot [T, sin g7 = %% [[,_, sin T = T

Dowiesé, ze:
n
H z—AeP) =2" = \",

27

gdzie € jest n-tym pierwiastkiem z jednosci, e = e™n .

Rozwigzaé¢ rownania:
(1+i)22+(2+3i)z2+4—i=0, 22 +622+25=0, 22— 122+ 61 =0,
22 —15[2| +54 =0, 24 +2i22 =0, 22 +62+2=0, 22+322-32-1=0, 22-92-9=0.

Wykazaé, ze:
P : 31 . B T 9 1 . . . , _ . . 2 .
Sin 55 — sin 55 + sin 55 — sin 55 +sin 55 = 5 (wsk: suma pierwiastkéw 11-tego stopnia z 1 jest réwna 0);

Yop, coskyp = % (dla sin £ # 0);

Y oreo ( Z ) cos(2k + 1) = 2™ cos™ pcos(n + 1)¢

Dla liczby naturalnej n i ¢ € R obliczyé Y ;_, 2¥ cos(kep).

Dla ustalonej liczby naturalnej n, znalezé wszystkie zespolone rozwigzania réwnania: 1+x+ 22 +---+2" = 0.
Wykazaé, ze jesli z + % = 2cosy, to 2" + Z% = 2cosny.

Obliczy¢ cos %



