
Zadania domowe z Algebry IR
Seria 3.

Zadanie 1. Dowie±¢, »e je±li suma mnogo±ciowa V1∪V2 dwóch podprzestrzeni V1, V2 ⊂
V tak»e jest podprzestrzeni¡ V , to V1 ⊂ V2 lub V2 ⊂ V1.

Zadanie 2. które z kolumn B ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2 2 2 3
2 2 −1 1 1
2 0 −5 −2 −4
1 1 −3 −1 −2
0 4 5 5 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
nale»¡ do przestrzeni V ∶= ker [ 1 −2 3 −2 1

2 3 −4 2 −3 ]? Czy z tych kolumn mo»na wybra¢

baz¦ V ?

Zadanie 3. Niech V ∶= RT b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ funkcji v ∶ T → R, gdzie
T ∶= {−1,0,1,2,3}. Okre±lmy wektory (czyli funkcje) v0, . . . , v5 ∈ V wzorami vk(t) ∶=
tk, t ∈ T, k ∈ 0,5, w szczególno±ci v0 = const = 1. Dowie±¢, »e:
(1) ukªad v0, v1, v2, v3, v4 jest liniowo niezale»ny;
(2) v5 ∈ ⟨v1, . . . , v4⟩.

Zadanie 4. Dowie±¢, »e R4 jest sum¡ prost¡ swoich podprzestrzeni V0 = kerA

i V1 = imA dla A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 3 −2 −6
1 0 3 −2
1 1 0 3
1 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

; rozªo»y¢ na skªadowe wektor x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Zadanie 5. Niech S ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 3 4 5
3 4 7 7
4 7 6 11
5 7 11 12

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. Sprawdzi¢, »e V = R4 jest sum¡ prost¡ pod-

przestrzeni V0 = kerS i V1 = imS oraz znale¹¢ macierz P ∈ R4
4 tak¡, »e ∀x ∈ R4 ∶ Px

jest rzutem x na V1 wzdªu» V0.

Zadanie 6. Okre±lmy podprzestrzenie R4 wzorami V1 = ⟨A1,A3⟩, V2 = ⟨A2,A4⟩, gdzie

A1, . . . ,A4 s¡ kolumnami macierzy A ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 1 1 1
1 −3 1 1
1 1 −3 1
1 1 1 −5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. Znale¹¢: (1) takie bazy V1

i V2, »e ich wspólne wektory tworz¡ baz¦ V1 ∩ V2;
(2) równania opisuj¡ce podprzestrze« V1 + V2.

Zadanie 7. Niech A ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5 −2 2 3
6 −4 0 2
−2 4 4 2
3 −2 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, V0 ∶= kerA, V1 ∶= imA, u ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
9
9
8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

(a) Znale¹¢ takie bazy V0 i V1, »eby ich wspólne wektory tworzyªy baz¦ V0∩V1. (b) Zba-
da¢, czy u ∈ V0 + V1.



Zadanie 8. Niech A ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−3 7 3 −1
1 −5 −2 0
5 7 2 4
−5 1 1 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, V0 ∶= kerA, V1 ∶= imA ⊂ R4.

(a) Zbada¢, czy V0 +V1 zawiera jaki± wektor o wszystkich wspóªrz¦dnych > 0. (b) Zna-
le¹¢ takie bazy V0 i V1, »eby ich wspólne wektory tworzyªy baz¦ V0 ∩ V1.

Zadanie 9. Niech A ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 7 3 8
−3 −5 −2 −5
−1 −3 −2 −7
1 2 1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, V0 ∶= kerA, V1 ∶= imA. Znale¹¢: (a) takie

bazy podprzestrzeni V0 i V1, by ich wspólne wektory tworzyªy baz¦ V0 ∩ V1; (b) ukªad
równa« opisuj¡cy podprzestrze« V0 + V1 oraz baz¦ V0 + V1.

Zadanie 10. Podprzestrzenie U,V ∈ R4 zadajmy wzorami U ∶= ker [ 1 1 1 −2
1 1 4 2

],

V ∶= ker [ 1 −1 2 2
−1 2 2 2

]. Znale¹¢: (a) takie bazy U i V , »e ich wspólne wektory tworz¡

baz¦ U ∩ V ; (b) równania opisuj¡ce U + V .

Zadanie 11. Dane s¡ dwie podprzestrzenie M2×2(R): V1 = {X ∶ [ 1 2 ]X = 0} i

V2 = {X ∶X [ 3
4

] = 0}. Znale¹¢ baz¦ V1 ∩V2 , baz¦ V1 +V2 i równania opisuj¡ce V1 +V2.

Zadanie 12. Niech V0 b¦dzie przestrzeni¡ rozwi¡za« ukªadu równa« danego przez
macierz A, za± V1 przestrzeni¡ rozpi¦t¡ przez kolumny tej macierzy, gdzie

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 7 −1 0
−2 −4 2 1
2 0 −10 −7
1 5 5 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Sprawdzi¢, czy

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ V1 + V0. znale¹¢ takie bazy V1 i V0 aby ich cz¦±¢ wspólna stano-

wiªa baz¦ V1 ∩ V0.

Zadanie 13. Pokaza¢, »e je»eli V,W,Z - przestrzenie wektorowe, to (V ⊕W ) ⊕ Z =
V ⊕W ⊕Z

Zadanie 14. Sprawdzi¢, »e podzbiór

V =∶ {x ∈ RN ∶ ci¡g yk ∶= xk+1 − xk jest ci¡giem arytmetycznym}

jest podprzestrzeni¡ wektorow¡ sko«czonego wymiaru w przestrzeni RN ci¡gów o wy-
razach rzeczywistych. Obliczy¢ dimV .



Zadanie 15. Rozwa»my nast¦puj¡ce warunki na podprzestrzenie V1, V2, V3 przestrze-
ni V :
(1) V = V1 + V2 + V3, (2) dimV =dimV1+dimV2+dimV3,
(3) V1 ∩ V2 = V1 ∩ V3 = V3 ∩ V2 = {0},
(4) ka»dy wektor v ∈ V ma dokªadnie jeden rozkªad v = v1 + v2 + v3 na skªadowe vi ∈ Vi.
Zbada¢, podaj¡c dowód lub kontrprzykªad, prawdziwo±¢ ka»dej implikacji:
(1) ∧ (2) ⇒ (4), (2) ∧ (3) ⇒ (4), (1) ∧ (3) ⇒ (4).

Zadanie 16. Które z kolumn macierzy B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2 2 2 3
2 2 −1 1 1
2 0 −5 −2 −4
1 1 −3 −1 −2
0 4 5 5 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

nale»¡ do prze-

strzeni V opisanej równaniami

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x1 − 2x2 + 3x3 − 2x4 + x5 = 0

2x1 + 3x2 − 4x3 + 2x4 − 3x5 = 0
? Znale¹¢ baz¦ V .

Zadanie 17. Sprawdzi¢, »e R4 jest sum¡ prost¡ swoich podprzestrzeni

V0 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x
y
z
t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∶
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x − y + t = 0

3y + z − t = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, V1 = Span

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2
0
1
−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1
1
0
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

.

znale¹¢ rozkªad wektora

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1
−1
−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

na skªadowe w tych podprzestrzeniach.

Zadanie 18. Sprawdzi¢, »e dla n ≥ 3 przestrze« Rn[⋅] jest sum¡ prost¡ swoich dwóch
podprzestrzeni: U = R2[⋅] oraz V = {w ∶ w(−1) = w(0) = w(2) = 0}. znale¹¢ rozkªad
w(t) = t3 na skªadowe w U i V .

Zadanie 19. Znale¹¢ baz¦ i wymiar podprzestrzeni:

V ∶= {v ∈ K3[⋅] ∶ v(1) = v̇(0) = −
1

2
v(0)} ⊂ K3[⋅]

Zadanie 20. Niech F ∈ L(V,W ), v1, v2, . . . , vr ∈ V oraz niech u1, u2, . . . , us ∈ V b¦dzie

baz¡ kerF. Dowie±¢, »e ( F (v1), . . . , F (vr)
s¡ liniowo niezale»ne

) ⇐⇒ ( v1, . . . , vr, u1, . . . , us
s¡ liniowo niezale»ne

).

Zadanie 21. Rozwi¡za¢ w zale»no±ci od parametru p ∈ R ukªady równa«:

a)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p 1 − p 1 + p
2 −p 0
1 0 1 + p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p − 2
4p
−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, b)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 1 + p 1 + p
−p 3 + p 2
1 2 3 + p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

c)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p 1 1 . . . 1
1 p 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
⋮
xn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1
⋮
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, d)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p 3 1 1
2 0 −p t
7 p −5 p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x
y
z
t

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
−2
−p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.



Zadanie 22. Wybra¢ baz¦ spo±ród wektorów:
a) ((1,2,3,4), (2,3,6,7), (1,3,3,5), (1,1,2,4), (1,0,2,3))
b) (x2 + x + 1,2x2 + 3x + 7, x2 − x − 9)

Zadanie 23. Zde�niuj naturaln�a struktur�e moduªu nad pier±cieniem Z/nZ na gru-
pie przemiennej (G,+,−(⋅), ● z→ 0), której dowolny element g ∈ G speªnia to»samo±¢
g + g +⋯ + g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n

= 0.

Zadanie 24. Niechaj b�edzie dany ci�ag dokªadny

0Ð→ V (0)
χ
(0)ÐÐÐ→ V (1)

χ
(1)ÐÐÐ→ V (2)

χ
(2)ÐÐÐ→ ⋯

χ
(n−1)ÐÐÐÐ→ V (n) Ð→ 0

sko«czenie wymiarowych przestrzeni wektorowych V (k), k ∈ 0, n nad ciaªem K (przy
czym χ(k) s�a tutaj odwzorowaniami K-liniowymi). Wyka» to»samo±¢

n

∑
k=0

(−1)k dimK V
(k) = 0 .

Zadanie 25. Niechaj b�edzie dany ci�ag dokªadny

0Ð→ G(1)
χ(1)ÐÐÐ→ G(2) ⊕G(3) χ(2)ÐÐÐ→ G(4) ⊕G(5) χ(3)ÐÐÐ→ G(5) Ð→ 0

moduªów nad pier±cieniem R, w którym χ(k), k ∈ {1,2,3} s�a odwzorowaniami R-
liniowymi, przy czym χ(2) ma rozkªad

χ(2) ∶= ( α β
γ δ

)

dla pewnych odwzorowa« R-liniowych

α ∈ HomR(G(2),G(4)) , β ∈ HomR(G(3),G(4)) , γ ∈ HomR(G(2),G(5))

oraz pewnego izomor�zmu R-moduªów

δ ∶ G(3) ≅Ð→ G(5) .

Udowodnij dokªadno±¢ ci�agu

0Ð→ G(1)
pr
G(2)

○χ(1)

ÐÐÐÐÐÐÐ→ G(2)
α−β○δ−1○γÐÐÐÐÐÐ→ G(4)

χ(3)○
G(4)ÐÐÐÐÐÐ→ G(5) Ð→ 0 ,

w którego zapisie u»yto standardowych oznacze« z wykªadu.

Zadanie 26. Niechaj G(α), α ∈ {1,2} b�ed�a dwoma moduªami nad pier±cieniem R i
niech χ ∶ G(1) Ð→ G(2) b�edzie odwzorowaniem R-liniowym. Wyka», »e odwzorowanie

G(1) ×G(2)↺ ∶ (g1, g2) z→ (g1, g2 − χ(g1))



jest automor�zmem R-moduªu G(1)×G(2), a nast�epnie udowodnij na tej podstawie, »e
ilekro¢ jest dane odwzorowanie R-liniowe ψ ∶ G(2) Ð→ G(1) oraz element g1 ∈ G(1)
speªniaj�ace warunek

ψ ○ χ(g1) = g1 ,

wówczas istnieje automor�zm

θ ∶ G(1) ×G(2)↺

o wªasno±ci

θ(g1,0) = (0, χ(g1)) .

Zadanie 27. Niechaj G b�edzie moduªem nad pier±cieniem R i niech (G(α), χ(α)), α ∈
{1,2} b�ed�a dwiema parami zªo»onymi z moduªu nad pier±cieniem R i odno±nego od-
wzorowania R-liniowego χ(α) ∶ G(α) Ð→ G. De�niujemy iloczyn wªóknisty modu-

ªów {G(α)}α∈{1,2} wzgl�edem (χ(1), χ(2)) (lub te» nad moduªem G) jako podmo-
duª produktu tych moduªów, którego no±nikiem jest podzbiór

G(1) χ(1)×χ(2) G(2) ∶= { (g(1), g(2)) ∈ G(1) ×G(2) ∣ χ(1)(g(1)) = χ(2)(g(2)) } .

Udowodnij nast�epuj�ace stwierdzenia:

(i) Dla ka»dej pary (H,{η(α)}α∈{1,2}) zªo»onej z R-moduªu H oraz dwuelementowej
rodziny odwzorowa« R-liniowych, η(α) ∶ H Ð→ G(α), speªniaj�acych warunek

χ(1) ○ η(1) = χ(2) ○ η(2)

istnieje dokªadnie jedno odwzorowanie R-liniowe

η ∶ H Ð→ G(1) χ(1)×χ(2) G(2)

o wªasno±ci

prα ○ η = η(α) , α ∈ {1,2} .

(ii) Niechaj (GA, (G(α)A , χ
(α)
A )) , α ∈ {1,2}, A ∈ {1,2} b�ed�a dwoma zestawami modu-

ªów i odwzorowa« R-liniowych jak w powy»szej de�nicji i niech G
(1)
A χ

(1)
A

×
χ
(2)
A

G
(2)
A

b�ed�a odno±nymi iloczynami wªóknistymi. Dla dowolnej trójki odwzorowa« R-
liniowych ψ ∶ G1 Ð→ G2, ψ(α) ∶ G

(α)
1 Ð→ G

(α)
2 , α ∈ {1,2} speªniaj�acych

równania

χ
(α)
2 ○ ψ(α) = ψ ○ χ(α)1

oznaczmy przez

θ ∶ G(1)1 χ
(1)
1
×
χ
(2)
1
G
(2)
1 Ð→ G

(1)
2 χ

(1)
2
×
χ
(2)
2
G
(2)
2

jedyne odwzorowanie R-liniowe indukowane przez par�e {ψ(α) ○ pr
G
(α)
1

}α∈{1,2}, o
którego istnieniu przes�adza stwierdzenie z punktu (i). Je±li ψ(1) i ψ(2) s�a mo-
nomor�zmami, to θ tak»e jest monomor�zmem. Je±li ψ jest monomor�zmem, a
ψ(1) i ψ(2) s�a epimor�zmami, to θ jest epimor�zmem.


