Zadania domowe z Algebry IR

Seria 3.

Zadanie 1. Dowiesc, ze jesli suma mnogosciowa V; uV, dwoch podprzestrzeni Vi, Vs
V takze jest podprzestrzenia V', to Vy c V5 lub V5 c V.

0o 2 2 2 3
2 2-1 1 1
Zadanie 2. ktore z kolumn B:=| 2 0 -5 -2 -4
1 1 -3 -1-2
0 4 5 5 7
. . 1 -2 3 -2 1 . ,
naleza do przestrzeni V' := ker ? Czy z tych kolumn mozna wybraé¢

2 3 -4 2 -3
baze V7

Zadanie 3. Niech V := R”T bedzie przestrzenia wektorowa funkcji v : T — R, gdzie
T :={-1,0,1,2,3}. Okreslmy wektory (czyli funkcje) vo,...,v5 € V wzorami vg(t) :=
th, teT, ke0,5, w szczegdlnodci vy = const = 1. Dowieéé, ze:

(1) uktad vy, vy, va,v3,v4 jest liniowo niezalezny;

(2) vs € (v1,...,04).

Zadanie 4. Dowies¢, ze R* jest suma prostg swoich podprzestrzeni Vy = ker A

0 3 —2 —6 1
iVi=imAdla A= 1 1 0 ; roztozy¢ na sktadowe wektor @ = 1 .
11 1 1
23 4 5
. . 34 77 S 4
Zadanie 5. Niech S := A7 6 111 Sprawdzi¢, ze V = R* jest sumag prosta pod-
57 11 12

przestrzeni Vy = ker S 1 V4 =im S oraz znalez¢ macierz P € R?, taka, ze Vx e R*: Px
jest rzutem @ na Vi wzdhuz Vj.

Zadanie 6. Okreslmy podprzestrzenie R* wzorami V) = (Ay, A3), Vo = (As, Ay), gdzie

-2 1 1 1
. . 1 -3 1 1 ., .
Ay, ..., Ay sa kolumnami macierzy A := L1 -3 1| Znalez¢é: (1) takie bazy V;
1 1 1 -5

i V5, ze ich wspolne wektory tworza baze Vi n Vs;
(2) rownania opisujace podprzestrzen V; + Vs.

5 -2 23 1

. . | 6 402 _ . 19
Zadanie 7. Niech A := 90 4 49 ,Voi=kerA, V;:=im A, u := 9|

3 =201 8

(a) Znalez¢ takie bazy Vi i Vi, zeby ich wspdlne wektory tworzyty baze VonVi. (b) Zba-
da¢, czy we Vo + V.



-3 7 3 -1

Zadanie 8. Niech A := ; _75 _222 , Vo = kerA, Vi == imA c R4
-5 1 1 -3

(a) Zbadac, czy Vy+ V) zawiera jakis wektor o wszystkich wspotrzednych > 0. (b) Zna-
lez¢ takie bazy Vj i Vi, zeby ich wspo6lne wektory tworzyty baze Vyn V.

4 7 3 8
. . -3-5-2-5 . . .
Zadanie 9. Niech A := 139 7| Vo == ker A, V; := im A. Znalezé: (a) takie
1 2 1 3
bazy podprzestrzeni Vy i V4, by ich wspolne wektory tworzyty baze Vo n'Vi; (b) uktad

rOwnan opisujacy podprzestrzen Vi + V) oraz baze Vo + V.

Zadanie 10. Podprzestrzenie U,V € R* zadajmy wzorami U := ker[ i i 411 _22 ];

1 -1 2 2
-1 2 2 2
baze U n'V; (b) rownania opisujace U + V.

V= ker[ ] Znalez¢: (a) takie bazy U iV, 7e ich wspolne wektory tworza

Zadanie 11. Dane sa dwie podprzestrzenie My, o(R): Vi = {X : [ 1 2 ]X =0} i
3

\@:{X:Xl4

] = 0}. Znalez¢ baze ViV, |, baze Vi + V5 i rownania opisujace Vi + V5.

Zadanie 12. Niech Vj bedzie przestrzenia rozwigzan ukladu réownan danego przez
macierz A, za$ V; przestrzenig rozpieta przez kolumny tej macierzy, gdzie

3 7 -1 0
2 4 2 1

A=1 5 o 10 -7
1 5 5 4

Sprawdzi¢, czy e V1 + Vp. znalez¢ takie bazy Vi i Vg aby ich czes¢ wspoélna stano-

—_ = =

wita baze Vi n V.

Zadanie 13. Pokazaé, ze jezeli V, W, Z - przestrzenie wektorowe, to (Ve W) e Z =
VeWeZ

Zadanie 14. Sprawdzi¢, ze podzbior
V = {xeRY: ciag yj := Tp.1 — 71 jest ciagiem arytmetycznym}

jest podprzestrzenig wektorowg skonczonego wymiaru w przestrzeni RN ciggéow o wy-
razach rzeczywistych. Obliczy¢ dimV.



Zadanie 15. Rozwazmy nastepujace warunki na podprzestrzenie Vi, Vs, V3 przestrze-
ni V.

(D)) V=V +V5+ V3,

(3) VinVa=VinVi = Vsn Vs = {0},
(4) kazdy wektor v € V' ma dokladnie jeden rozklad v = v; + vy + v3 na sktadowe v; € V;.
Zbadac, podajac dowod lub kontrprzyktad, prawdziwosé kazdej implikacji:

(DA (2) = (4), (2) A (3) = (4), (DA B) = (4).

(2) dimV =dimV;+dimV3+dimV3,

02 2 2 3
22 -1 1 1
Zadanie 16. Ktore z kolumn macierzy B = 2 0 -5 -2 -4 | naleza do prze-
11 -3 -1 -2
04 5 5 7

=222+ 323 =224+ 2° =0

? Zmalezé¢ baze V.
921 + 322 — dg3 4 204 — 325 = 0 €

strzeni V' opisanej rownaniami {

Zadanie 17. Sprawdzi¢, ze R* jest sumg prostg swoich podprzestrzeni

T 2 -1
Y r-—y+t=0 0 1
V = . V = S an 5
‘ z {3y +2-1t=0 1eop 1 0
¢ -1 2
1]
znalezé rozklad wektora _11 na sktadowe w tych podprzestrzeniach.
-1

Zadanie 18. Sprawdzi¢, ze dla n > 3 przestrzen R, [-] jest suma prostg swoich dwoch
podprzestrzeni: U = Ry[-] oraz V = {w : w(-1) = w(0) = w(2) = 0}. znalez¢ rozktad
w(t) =13 na sktadowe w U i V.

Zadanie 19. Znalez¢ baze i wymiar podprzestrzeni:

Vo= {U e Ks[]: v(1) = #(0) = —%v(O)} c Ks[]

Zadanie 20. Niech F'e L(V,W), v1,va,...,v, € V oraz niech uy, us, ..
bazg ker F. Dowies¢, ze ( F(v),.... F(vr) ) — ( UL - o5 Uy Uty -

U

) S

sa liniowo niezalezne sa liniowo niezalezne )
Zadanie 21. Rozwiaza¢ w zaleznosci od parametru p € R uktady réwnan:

., us € V bedzie

p 1-p 1+pl|x: p-2 -1 1+p 1l+pl|lm 1
a) |2 -p 0 |lx2|=]| 4p b) |-p 3+p 2 xo =11,
I 0 1+p]||zs3] -1 1 2 3+pllxs 1
R NN TRt
c) P 2= d)20—ptz=—2.
111 pllz.] |1 [ M




Zadanie 22. Wybra¢ baze sposrod wektorow:
a) ((1727374)7(2737677)7(1737375)7(17 17274)7(1707273))
b) (22 +x+1,222+3x+ 7,22 -2-9)

Zadanie 23. Zdefiniuj naturalng strukture modulu nad pier§cieniem Z/nZ na gru-
pie przemiennej (G,+,—(-),® —> 0), ktorej dowolny element g € G spelnia tozsamosé
g+g+--+g=0.

|
n

Zadanie 24. Niechaj bedzie dany ciag doktadny

X(0) X(1) X(2) X(n-1)

0— VO @ 1748 | 74SQRNNY

skoriczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych V) ke 0,n nad ciatem K (przy
czym x*) sa tutaj odwzorowaniami K-liniowymi). Wykaz tozsamosé

> (-1)% dimg V® =0.
k=0

Zadanie 25. Niechaj bedzie dany ciag doktadny

0 X 0@ g a® X7, 0w g ot X7, 06) g

moduléw nad pierscieniem R, w ktorym x®*) &k € {1,2,3} sa odwzorowaniami R-
liniowymi, przy czym x ma rozklad

A
o2

dla pewnych odwzorowan R-liniowych
o € Homp(G®,GW), B e Homp(G®,GW), v € Homp(G®,G®))
oraz pewnego izomorfizmu R-modutow
5 G® =, q6)

Udowodnij doktadnosé ciagu

0 —s GO PrG(g)ox(l) a® a—Bo5 oy o X(3)OJG(4) a® o
w ktorego zapisie uzyto standardowych oznaczen z wyktadu.

Zadanie 26. Niechaj G a € {1,2} beda dwoma modulami nad pier§cieniem R i
niech y : G — G®@) bedzie odwzorowaniem R-liniowym. Wykaz, ze odwzorowanie

GY <GP T 1 (g1,92) — (91,92 - x(91))



jest automorfizmem R-modulu G x G| a nastepnie udowodnij na tej podstawie, ze
ilekroé¢ jest dane odwzorowanie R-liniowe v : G® — G oraz element g, € G
spelniajace warunek

Yox(g1)=91,
wowczas istnieje automorfizm
g : G xG® ®

o wlasnosci

0(g1,0) = (0,x(g1)) -

Zadanie 27. Niechaj G bedzie modutem nad pierécieniem R iniech (G(®), x(®)) «a €
{1,2} beda dwiema parami zlozonymi z modutu nad pier§cieniem R i odnos$nego od-
wzorowania R-liniowego x(® : G(®) — @. Definiujemy iloczyn wléknisty modu-
tow {G},c10y wzgledem (x(V,x®) (lub tez nad modulem G) jako podmo-
dul produktu tych modutéow, ktérego nosnikiem jest podzbior

G LD %) G® = { (¢, gD) e GD xG® | D (gM) = P (¢@) ).
Udowodnij nastepujace stwierdzenia:

(i) Dla kazdej pary (H,{n(}seq12y) ztozonej z R-modulu H oraz dwuelementowej
rodziny odwzorowan R-liniowych, n(® : H — G(®) spelniajacych warunek

Y o = @) 6y
istnieje doktadnie jedno odwzorowanie R-liniowe
n H— G(l) X(1)><X(2) G(2)
o wlasnosci

proon=n, ae{l,2}.

(ii) Niechaj (GA, (G’ga), X;a))), ae{l,2}, Ae{l,2} beda dwoma zestawami modu-

tow i odwzorowan R-liniowych jak w powyzszej definicji i niech GS) NOLNE) Gf)
A A
beda odno$nymi iloczynami wtoknistymi. Dla dowolnej trojki odwzorowan R-
liniowych ¢ : Gy — Ga, @ Gﬁ"‘) — Gga), a € {1,2} spehiajacych
rOwnania
Xéa) o ¢(a) = 1o Xgoz)

oznaczmy przez

0 : Ggl) X§1) Xxgz) ng) —> Ggl) Xél) Xxéz) GgQ)

jedyne odwzorowanie R-liniowe indukowane przez parg {¥(*) o pr ) faef1,2}; 0
1

ktorego istnieniu przesadza stwierdzenie z punktu (i). Jesli ¢ i (2 sa mo-
nomorfizmami, to 6 takze jest monomorfizmem. Jesli ¢ jest monomorfizmem, a
D i 2 sa epimorfizmami, to 6 jest epimorfizmem.



