Cwiczenie 1. Zaléz, 7e (F,+,-,1,0) jest cialem i «, § € F. Ktére z nastepujacych wlasciwosci
sg prawda?

1. 0-a=0.

2. (-1)-a=—a.

3. Kazdy element zbioru F ma tylko jeden element przeciwny.

4. Kazdy element a # 0 zbioru F ma tylko jeden element odwrotny.
5. (-a)-(=f)=a-p.

6. 1+1#0.

7. Jezeliao 201 8 #0,to -3 #0.

Cwiczenie 2. Niech (F,+,-,1,0) bedzie cialem. Funkcja wymierna o wspétczynnikach w F
nazywamy formalny napis postaci
_ h(X)

fa (%)’
gdzie f1(X) i fo(X) sa wielomiany o wspélczynnikach w F i fo(X) # 0. Ponadto, méwimy,
ze f =g, edy fi(X) - g2(X) = g1(X) - f2(X). Zbi6r funkcji wymiernych mozna wyposazyé w
dodawanie i mnozenie

f

hi(X) - g2(X) + ha(X)g1(X) hi(X) - 1(X)
ha(X) - g2(X) ha(X) - g2(X)

Udowodnij, ze zbioér funkcji wymiernych o wspoétczynnikach w F jest cialem wzgledem tych
dziatan.

h+g= , h-g=

Cwiczenie 3. Dany jest wielomian Y k=0 arX™ o wspélezynnikach w ciele (F,+,-,1,0) z pier-
wiastkami z1, ..., z,. Udowodnij, ze

n

n n n

Ap—1 Gp—2 Gp—3 agp
E T = — ’ , E Tl = a R E LT L1 = —T, H Tl = (-1)”;
k=1 nk<k/=1 n k<k/<k’=1 k=1 n

Te wzory to czesé¢ tzw. wzorow Viete'a.

Cwiczenie 4. Niech P (X) bedzie wielomianem o wspélezynnikach rzeczywistych. Udowodnij,
ze P(X) jest podzielny przez (X — a)* wtedy i tylko wtedy gdy wielomiany d’P(X)/dz?, dla
i=0,...,k, sa podzielne przez (X — a).

Cwiczenie 5. Oblicz reszte z dzielenia nastepujacych wielomianéw:

o f1(X)=X"—4X5 4+ X% +5X* +5X3 - 5X2 + 10X — 7 przez fo(X) = X3 — 6X%2 4+ 11X — 6.
o f1(%X)=2%"—8X% + 15X7 +5X% + 9X — 16 przez fo(X) = X3 — 9%2 + 23X — 15.
o f1(X) = X8-9X7424X6 2454 24%* —24X3 +24X2 — 22X +16 przez fo(X) = X2—8X+15.

Cwiczenie 6. Znalezé reszty z dzielenia wielomianu f(X) = X6 — X% + ¥* + X3+ 2X2 4+ X +1
przez:

o« (X)=X2-2%



o fo(X)=%X2+2

o f3(X)=X2-2X+1

o LX) =X2+x-2
W pierscieniu wielomianéw F[X], dla F = R oraz F = Zs.
Cwiczenie 7. Ustal a,b i ¢ dla ktorych wielomian, o wspoélczynnikach w R, dany wzorem:

&) =X"—(a4+b+c)X5 + X5(3 + ab+ ac + be) — (3a + 3b + 3¢ — abe)X?
+ (2 + 3ab + 3ac + 3bc) X% — (2a + 2b + 2¢ + 3abe) X% 4 2(ab + be + ac)X — 2abe

jest podzielny przez fo(X) = X3 — 6X2 + 11X — 6.

Cwiczenie 8. Dla jakich n wielomian o wspélczynnikach w Zs dany wzorem
n
fn(X) = Z x*
k=0

jest podzielny przez fo(X) = X2 417

Cwiczenie 9. Podaj przyklad dwéch wielomianéw o wspélezynnikach w Zs okredlajace ta
samg funkcje wielomianowa.

Cwiczenie 10. Oblicz za pomoca algorytmu Euklidesa najwickszy wspélny dzielnik par wie-
lomianéw:

o f1(X)=2x5+2x*—22%3 — 8X% + 117X — 90, f2(X) = X5 +14X1 4 74%3 + 184%2 +
213X + 90.

o f1(X) = X5 4+8X* +8x3 — 62X% — 153X — 90, f2(X) =4 +8X +5X2 + x3.
Cwiczenie 11. Dane sa wielomiany:
PX)=X"4+aX3 +bX2+cX+1, QX)=X"+cx3+bx2+aX+1.

Jakie warunki spelnia¢ musza wspélezynniki a,b i ¢, gdzie a # ¢, aby P(X) i Q(X) mialy dwa
wspoélne pierwiastki? Oblicz rozwiazania P(X) = 01 Q(X) = 0 w takim przypadku.

Cwiczenie 12. Niech a, b, ¢ bedg liczbami rzeczywistymi réznymi od zera takimi, ze a+b+c # 0

1
1 1 1 1

b ¢ a+b+c

Udowodnij, ze
1 1 1 1
q2015 " 32015 T (2015 2015 4 2015 4 2015

Cwiczenie 13. Niech H bedzie zbiorem elementéw postaci
q=z+yi+ zj+tk, xz,y,2,t, € R.
Na tym zbiorze definiujemy dodawanie:

g+d =@+ )+ W+y)i+Gz+)j+0t+t)k, =2+ yi+j+tkeH



oraz mnozenie ,ktore jest taczne i rozdzielne wzgledem dodawania i spelnia nastepujace tozsa-
mosci:
i-j=—-i-j=k, jck=-k-j=1i, k-i=-i-k=],
i2=j7=k*=-1, li=il=i, 1-j=ji=j, lk=kl=k.

Udowodnij, ze (H,+,-,1,0) jest cialem nieprzemiennym, czyli posiada wszystkie wlasciwosci
ciata, poza przemiennoscia mnozenia. To nieprzemienne ciato jest znane jako zbiér kwaternio-
now.

Cwiczenie 14. Zbuduj wszystkie ciala o pieciu elementach.

Cwiczenie 15. Niech a bedzie liczba wymierng i niech n bedzie dodatnig liczba calkowita.
Udowodnij, ze wielomian o wspotczynnikach wymiernych

X +a)? +1
jest nierozktadalny.

Cwiczenie 16. Wykazaé, ze dla w € C, |w| = 1 oraz w # 1, réwnanie

<.17+i>
- =w
Tr—1

ma doktadnie n pierwiastkéw rzeczywistych. Wyznaczyé¢ te pierwiastki.

Cwiczenie 17. Dane trzy liczby zespolone z1, 22, z3 € C nie na jednej linii, znajdz zy € C taki,
ze f(z0) < f(z) dla dowolnego z € C, gdzie

f(z) =1z — z\z + |22 — z\z + |23 — 2\2.

Cwiczenie 18. Znajdz odwrotnosé liczb zespolonych:

(a) iz—<1+2i><2+2i>+i:§+<\/§+i>(\@—i>—i3v

(b) 2i(i—1)+ (x/§+7;)3+ (1+4) (1 +1).

Cwiczenie 19. Przedstawi¢ w postaci kanonicznej:

1. (cos% — isin %)1410

)

i

2 [2 (L+3)(3+Li)+ai(3—i)+ imlrm
(2 — 3i)3 — (1 + i)2(5 . Z)

5 (4—3i)2 —i(1+ 2i)




Cwiczenie 20. Znajdz wszystkie pierwiastki wielomianu nad cialem C
1 =23+ (T+14)2% — (124 Ti)z + 124,
2. 24 — 223 + +(2 —i)2% + 2iz — 24,
3.0 — 2422 -1,
Cwiczenie 21. Rozwigzaé¢ réwnania:
1. 224 (2 —2) = 3+ 2i,
2. i(z+2)+i(z—2) =2i— 3,
Cwiczenie 22. Znajdz i narysuj na plaszczyznie zespolonej obraz odwzorowania f (Si), gdzie:

z+1
z—2

f(z) =
S;={2€C:|z2+17=8}, S ={2€C:0<N(2) <1}
Cwiczenie 23. Wykazaé, ze

2k 1 “ 2k—1)m 1
Zcos T =5 Zcos o +1) =5 n € N.

Cwiczenie 24. Udowodnij, 7e

(a) z”: ( Z ) cos(kop + ) =2" <cos g)ncos <n(§ + a) :

k=0

(b) z”: ( Z ) (=1)"* cos(k¢) = <2 sin g)ncos <Z(4p —|—7r)) :

k=0
Cwiczenie 25. Niech z bedzie liczba zespolona taka, ze |2+ 1| > 2. Udowodnij, ze |23 +1| > 1.

Cwiczenie 26. Niech k bedzie dodatnia liczb a calkowitg. Niech f(X) = Y0_,arX* bedzie
wielomianem takim, ze ar € {—1,0,1} i podzielnym przez (¥ — 1). Niech ¢ bedzie liczbg
pierwszg taka, ze logq(q) < 1og(fL+1) Udowodnij, ze kazda liczba w € C taka, ze w? = 1, jest
pierwiastkiem wielomianu f(X).




