Algebra i jej zastosowania - I. GRUPY

3. Wiasnosci grup.
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Pokazaé, ze grupa (G,-) jest przemienna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich a,b € G, (ab)? = a®b*.

Znalezé wszystkie podgrupy grupy (Z, +).

Narysowaé diagram relacji zawierania dla podgrup grupy (S3,0) oraz
dla podgrup grupy kwaternionéw (Qs, -).

Niech (G, -) bedzie grupa i niech Z(G) = {a € G | Vg € G,ag = ga}
bedzie tzw. centrum tej grupy. Pokazaé, ze (Z(G),-) jest abelowa
podgrupa grupy (G, ). Znalezé centrum grupy (Ss, o).

Niech (G, -) bedzie grupa i niech H bedzie skoficzonym podzbiorem G
takim, ze dla dowolnych a,b € H, a-b € H. Pokazaé, ze (H,-) jest
podgrupa grupy (G, ).

Niech (G, -) bedzie grupa. Pokazaé, ze jesli kazdy element a € G jest
rzedu 2, to grupa (G, -) jest przemienna.

. Pokazad, ze jesli w grupie (G, -) istnieje doktadnie jeden element a € G

rzedu 2, to a € Z(G).

Niech (G, ) bedzie grupa. Jezeli a € G jest elementem rzedu n < oo,
to dla dowolnej liczby k € Z, a* = e wtedy i tylko wtedy, gdy nlk.

Pokazaé, ze rzad permutacji m € S,, jest najmniejsza wspdlng wielo-
krotnoscia diugosci jego roztacznych cykli.

Dla dowolnej liczby naturalnej n € N podaé przyklad grupy, w ktorej
istnieja dwa elementy rzedu 2 o iloczynie bedacym elementem rzedu n.

a) Czy w grupie nieskoriczonej istnieja elementy skorniczonego rzedu?
b) Czy w grupie skoriczonej istnieja elementy nieskorniczonego rzedu?
¢) Czy iloczyn elementéw skoniczonego rzedu moze by¢ elementem nie-
skoriczonego rzedu?

d) Czy iloczyn elementéw nieskoriczonego rzedu moze byé elementem
skonczonego rzedu?
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Pokazaé, ze zaden skoriczony podzbiér grupy liczb wymiernych (Q, +)
nie generuje tej grupy.

a) Czy grupa skonczona, w ktérej kazda wlasciwa podgrupa jest cyk-
liczna, jest grupa cykliczna?

b) Czy skoiiczona grupa abelowa, w ktérej kazda wlasciwa podgrupa
jest cykliczna, jest grupa cykliczng?

Pokaza¢, ze dowolna podgrupa grupy cyklicznej jest grupa cykliczna.

Pokazaé, ze grupa (Z;., -on), dla n > 3, nie jest grupa cykliczna.



