METODY ALGEBRY WYZSZEJ W FIZYCE I
W CZASACH ZARAZY
2. WYKLAD ZDALNY

1. PRZYDATNE ELEMENTY JEZYKA TEORII KATEGORII

Przedmiotem naszych rozwazani beda fizykalnie istotne struktury i konstrukcje formalne z
pogranicza algebry i geometrii wyzszej. Ich zlozonos¢ i mnogosé wymaga wprowadzenia jezyka
porzadkujacego i ulatwiajacego nasze z nimi obcowanie. Jezyk ten daje nam do dyspozycji teo-
ria kategorii, nazwana pieszczotliwie ,abstrakcyjnym nonsensem” przez jej pionieréw: Samuela
Eilenberga (wychowanka Warszawskiej Szkoly Matematycznej) i Saundersa Mac Lane’a. Pozwala
on na naturalng i zwiezla formalizacje pojecia ,wyjatkowosci”, ktora nie tylko wspotokresla rela-
cyjny/hierarchiczny status rozpatrywanych przez nas konstruktow, lecz takze — i przede wszystkim
— dostarcza nader wygodnych i wydajnych narzedzi ich badania.

Pojecie elementarne wprowadza

Definicja 1. Kategorie C tworza nastepujace klasy':

e klasa obiektow ObC(,
e klasa morfizméw MorC, ktorej elementy zwiemy morfizmami, przy czym dla dowol-
nych A, B € ObC klas¢ morfizmow z A do B oznaczamy symbolem Home (A, B),

na ktoérych okreslone sa nastepujace odwzorowania:
e poczatek morfizmu s : MorC — ObC i koniec morfizmu ¢ : MorC — ObC(, przy
czym
Va,Beobe Y feHome(a,B) ¢ (5,0)(f) = (A,B),
e identycznosé¢ id.: ObC — MorC : A — Hom¢ (A, A),

e zlozenie morfizmow

oc : MorC,x;MorC={ (f,g) eMorC** | s(f)=t(g) } — MorC

(f,9) — foc g e Home(s(g),t(f))
spelniajace warunki:

VA,BObC Y (f,g)eHome (A, B)xHome(B,4) © ( focida=f A idaocg=g),

v(f,g,h)eMorCSxtMorCSxtMorC : (f oc g) oc h= f oc (g °c h) .
Tlekro¢ klasa Home (A, B) jest zbiorem dla kazdej pary A, B € ObC, kategori¢ C nazywamy
lokalnie mata. Jesli natomiast zaréwno ObC, jak i MorC sg zbiorami, C okreslamy mianem
malej kategorii. Mala kategoria, w ktorej kazdy morfizm jest odwracalny, nosi przydomek
grupoidu. Kategorie, ktora nie jest mala, nazywamy wielka.
Podkategoria S kategorii C jest utworzona przez

e podklase ObS klasy obiektow ObC;
e podklase MorS klasy morfizméw MorC, przy czym dla dowolnych obiektow A, B e ObS
klase morfizméw z A do B w MorS oznaczamy symbolem Homg(A, B),
ktore spelniaja nastepujace warunki:
e YVaicobs : ids € MorS;

IKlasa to wszystkie obiekty (np. zbiory) uwspoélniajace ustalong cechg definiujaca (np. "bycie zbiorem”). Pojecie
to stanowi takie uogoélnienie pojecia zbioru, ktére pozwala méwié¢ o mnogosci obiektéw okreslonego typu bez popada-
nia w antynomie, jak to ma miejsce choéby w przypadku préby opisania mnogosci wszystkich zbioréw przy uzyciu
pojecia zbioru (wiec takze obiektu definiowanej tym sposobem mnogosci).
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L4 VféMorS : S(f)7t(f) € ObSa

® V(tg)eMorSgMors : focgeMorS.
Tym samym S jest kategoria. Podkategorie¢ S kategorii C nazywamy pelna, ilekro¢ dla dowol-
nych obiektéow A, B € ObS zachodzi rownosé

Homg (A, B) =Hom¢ (A, B).
W szczegolnosci podgrupoid grupoidu G to dowolna jego podkategoria sama bedaca grupoidem.

Przyklady 1. (Kategorie)

(1) Zbiory wraz z odwzorowaniami miedzy nimi (dla ktorych zlozeniem jest superpozycja
odwzorowan) tworza wielkg kategorie Set.

(2) Struktury algebraiczne okreslonego typu tworza kategorie wraz z odno$nymi homomor-
fizmami jako morfizmami. Mamy wigc kategorie Grp (grupy), AbGrp (grup przemi-
ennych), Ring (piericieni), AbRing (pierscieni przemiennych), Field (cial), Modpg
(lewych modutéw nad pierscieniem R), Modpgerr (prawych moduléow nad pierscieniem
R),  Mod(g, gerey  ((R1,Ry")-bimodutéw nad parg pierscieni  (Ri, Rp)),

Vectyk (przestrzeni wektorowych nad cialem K), Vect]ggm) (skoriczenie wymiarowych

przestrzeni wektorowych nad cialem K), oVectg (przestrzeni kwadratowych nad cialem
K), Algp (algebr nad pierscieniem przemiennym R), uAlgp (unitalnych algebr nad
pierécieniem przemiennym R), AssAlgy (algebr przemiennych nad pierscieniem przemi-
ennym R) etc.

(3) Graf skierowany kanonicznie okresla matg kategorig, ktorej obiektami sa wierzchotki grafu,
morfizmami za$ — Sciezki w grafie (ich konkatenacja jest ztozeniem morfizmow).

(4) Grupa kanonicznie okresla mala kategorie o jednoelementowym zbiorze obiektow (dowolny
singleton) i zbiorze morfizméw tozsamym z grupa (w szczegolnosci wszystkie morfizmy sg
odwracalne).

(5) Dowolny zbior S okresla nastepujace trzy (male) kategorie:

e kategorie S (oznaczang z oczywistych powodéw tym samym symbolem co zbior) o
zbiorze obiektéw S i zbiorach morfizméw (jedynych niepustych) Homg(z,z) = {z —
x}, €S — kategorie te nazwiemy kategorlg zbioru S,

e kategorie S o zbiorze obiektéw Ob S := SU{e}, w ktérym singleton {e} jest jedynym
obiektem inicjalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizméw (jedynych nie-
pustych) Homg(e,s) = {e = s}, s€S i Homg(x,2) = {zx - 2}, x € Su{e} —kategori¢
te nazwiemy rozpigciem S;

e kategori¢ S o zbiorze obiektow Ob S := Su{e}, w ktorym singleton {e} jest jedynym
obiektem terminalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizméw (jedynych nie-
pustych) Homg(s,e) = {s > e}, se€ S i Homg(x,z) = {x -z}, v € Su{e} —kategori¢
te nazwiemy korozpieciem S.

Powyzej morfizmy sa dowolnymi singletonami, ktére dla przejrzystosci oznaczyliSmy sym-
bolami ich poczatku i konica. Obie kategorie wystepuja jako modele diagramoéw uzywanych
w konstrukcjach uniwersalnych.

Podobnie jak w przypadku innych struktur algebraicznych, mozliwa jest realizacja jednych
kategorii w drugich. Stosowne pojecie daje nam do reki

Definicja 2. Funktor kowariantny z kategorii C; w kategorie Co to odwzorowanie o sktad-
owych, zwyczajowo oznaczanych tym samym symbolem,

e obiektowej F': Ob(C; —> ObC(Cs,
e morfizmowej F': MorC; — MorCs ,

ktore spelniaja nastgpujace warunki:
o soF Mo, =F os oraz to Flye, =F ot, czyli
Va,Beobey V¥ feHome, (a,B) ¢ F(f) € Home, (F(A), F(B)),
e ido F'lope, = Foid, czyli
Vacobe,  F(ida) =idp(ay,
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® ©oco (FrMorcl X FrMorcl) = FooCa Cth
v(fyg)EMorclthMOTC1 : F(f oc, g) = F(f) oc, F(g) .

W kontekscie konstrukeji uniwersalnych funktor F' : C; — Cy okreslamy czesto mianem dia-
gramu w kategorii C» modelowanego na kategorii C;. W szczegblnosci morfizm grupoidow
pomiedzy dwoma grupoidami G, « € {1,2} to funktor kowariantny miedzy odno$nymi kategori-
ami.
Funktor kontrawariantny z kategorii C; w kategorie Co to odwzorowanie o sktadowych,

oznaczanych jak wyzej,

e obiektowej F': ObC; — ObcCy,

e morfizmowej F' : MorC; — MorCs ,
ktore spelniaja nastepujace warunki:

o soF Mg, =F ot oraz to Flyge, = F os, czyli
Va,Beobe, VpeHome, (4,B) ¢ F(f) € Home, (F(B), F(A)),
e ido Flope, = Foid, czyli
Vacove, @ F(ida) =idpcay,
e ocoTo(Flyore, X Fluore,) = F oo, gdzie T jest transpozycja, czyli

v(f,g)eMorC15><,5M01"Cl : F(f °c, g) = F(g) OCy F(f) .

Funktor F' : C; — Co nazywamy
e istotnie surjektywnym (lub gestym) jesli kazdy obiekt kategorii Cs jest izomorficzny
z pewnym obiektem w obrazie funktora F', tj. jesli spelniony jest warunek

Vxeobc, J4cobe, feHome, (X,F(A)) ( f(X)=F(A)

A Jf-reHome, (F(A),X)  ( floc, f=idx A foc, [ =idpay) );

e pelnym, jesli spelniony jest warunek
Va,Be0be: ¥ fettome, (F(A),F(B)) JgeHome, (4.8) * [ = F(9)
(w przypadku funktora kowariantnego) albo warunek
Va,Be0bCy Y feHome, (F(4).F(B)) FgeHome, (B.4) © = F(9)

(w przypadku funktora kontrawariantnego);
e wiernym, jesli spelniony jest warunek

V A4,BeObCy Vf,geHomcl(fLB) c(F(f)=F(g) <= f=9);
e w pelni wiernym, jesli jest pelny i wierny.
Superpozycja funktoréw to zwykla superpozycja ich sktadowych: obiektowej i morfizmowej,
ktorg oznaczamy standardowym symbolem o, tj. dla pary funktorow F, : Cq — Cas1, @ € {1,2}
miedzy kategoriami Cg, € {1,2,3} zapisujemy
F20F1 : Cl —>F1 CQ —>F2 Cg.
Przyklady 2. (Funktory)
(1) Funktor identycznosciowy id¢ : C O o skladowej obiektowej ide : ObC O : A— A
i morfizmowej ide : MorC O: f — f.
(2) Funktor staly X : C — D, zwany tez stala, okreslony przez obiekt X € ObD, o
sktadowej obiektowej X : ObC — ObD : A — X i morfizmowej X : MorC —
MorD : f+—idx.
(3) Reprezentacja R : G — GL(V;K) grupy G € ObGrp na przestrzeni wektorowej
V e ObVectg nad cialem K okresla funktor kowariantny w rozumieniu Przykt. 1 (3),
patrz: App.?77.
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(4) Dualnos¢ moduléow nad pierscieniem przemiennym R okresla (endo)funktor kontrawari-
antny * : Modg O o skladowej obiektowej * : ObModgr O : G — G* i mor-
fizmowej * : MorModgr O : x +— x*, gdzie dla dowolnego x € Homg(G1,G3) jest
X" Gy —GT o pr—pox.

(5) Konstrukcja zbioru potegowego okresla (endo)funktor kowariantny 2': Set O, o sktadowe;j
obiektowej 2 : ObSet O: X — 2% i morfizmowej 2 : MorSet O: ( X R Y)r— (255
O+ f(O)e2Y).

Naturalne narzedzie poré6wnania realizacji wprowadzamy w

Definicja 3. Transformacja naturalna miedzy funktorami kowariantnymi Fy, Fo : C; — Co
to rodzina morfizméw 7. : ObC; — MorCs : A — n4 o wlasnosci wyrazonej przez diagramy
przemienne

Fi(f)

(1) V. A,BeObey : na ns .
feHome, (A,B)
F3(A) F5(B)

S
Fa(f)

Transformacje naturalng bedziemy (najczesciej) zapisywaé symbolicznie w postaci

Jesli wszystkie morfizmy tworzace rodzine 7. sa izomorfizmami, transformacje naturalng okreslamy
mianem izomorfizmu naturalnego. Jedyna réznica w definicji transformacji naturalnej w przy-
padku funktoréw kontrawariantnych polega na tym, ze rodzina morfizmoéw w kategorii-przeciwdziedzinie
indeksowanych przez morfizmy z kategorii-dziedziny spelnia warunki wyrazone przez diagramy
przemienne

Fi(f)
Fi(A) <— Fi(B)
(2) V. A,BeObey : na ns .
feHome, (A,B)
F5(A) F»(B)

-
Fa>(f)

Przyklady 3. (Transformacje naturalne)

(1) Rodzina izomorfizméw grup Inv. : Ob Grp — Mor Grp : G — Invg, z ktorych kazdy
traktujemy jako odwzorowanie z (odno$nej) grupy G w grupe do niej przeciwng, GO°PP,
okresla izomorfizm naturalny miedzy funktorem identycznosciowym na kategorii Grp a
funktorem ,brania przeciwnosci", ktory dowolnej grupie przyporzadkowuje grupe do niej
przeciwng i kazdemu homomorfizmowi grup — tenze homomorfizm.

(2) Rodzina monomorfizmoéw przestrzeni wektorowych (nad ustalonym ciatem K) ev: : Ob Vectg —
Mor Vecty : V +— ev”, z ktorych kazdy przyporzadkowuje (odnognej) przestrzeni wek-
torowej V odwzorowanie (K-liniowe) ewaluacji ev’ : V — V** : v ev! okreslone
wzorem ev) : V* — K : ¢+ (v), okredla transformacje naturalng miedzy funk-
torem identycznosciowym na kategorii Vectk a funktorem bidualizacji, ktory dowolnej
przestrzeni przyporzadkowuje bidualng do niej i kazdemu odwzorowaniu K-liniowemu —
odwzorowanie bidualne.
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Uwaga 1. Funktory kowariantne (wzgl. kontrawariantne) F : (3 — Cp miedzy dwiema
ustalonymi (dowolnie) kategoriami tworza kategorig, ktorej morfizmami sg transformacje natu-
ralne. Oznaczamy ja symbolami

(op)
Cs' =[P, C] = Fun(C{™,Cy)

i nazywamy kategoria funktoréw kowariantnych (wzgl. kontrawariantnych) z C; do C

lub — we wspomnianym wczesniej kontekscie — kategoria diagraméw w C; modelowanych na
el

W szczego6lnosci gdy Co = Set, kategorie
Set®l” = [P, Set] = Fun(C°P, Set)
okreslamy mianem kategorii presnopéw na C; i oznaczamy symbolem
PreSh(C;) = Fun(C{",Set).
Jej obiekty nazywamy presnopami na C;.

W przypadku, gdy C; =S jest kategorig pewnego zbioru S € Ob(Set) z Przyk!. (1.5), odnosng
kategorie C¥ okreslamy mianem kategorii ciagéw (uogélnionych) w C indeksowanych przez
S. Kategori¢ C zanurzamy w C* przy uzyciu funktora kowariantnego (ciagi stale) Acp + C—
C o sktadowych: obiektowej

Acp : ObC—ObC : X +— (A —ObC : A\— X )
i morfizmowej
Ac.a @ MorC — MorC" @ ¢ (A —MorC : A\r—¢).
Fundamentalna i zarazem naturalna rola tej kategorii jest eksponowana przez Lemat Yonedy,
bedacy kategoryfikacja Twierdzenia Cayleya, o czym wiecej mozna przeczyta¢ w dodatku pt. W 8
stron od teorii grup do teorii kategorii” do niniejszego wyktadu.

Znaczenie transformacji naturalnych w badaniu relacji miedzy kategoriami, nierzadko stuzacym
pogtebieniu naszego ich zrozumienia, eksponuje

Definicja 4. Rownowaznosé kategorii C; i C; to para funktorow
F101—>CQ, G:Cg—>Cl

wraz z para izomorfizmoéow naturalnych

GoF FoG
S N S N
C1 Eﬂﬁ C1 , Co Eﬂﬁ Cs .
\/ \/
idcl idc2

Kategorie, dla ktorych istnieje rownowaznos¢, okreslamy mianem (wzajem) réwnowaznych.
Mamy proste a istotne
Stwierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym réwnowaznosci dwoch kategorii jest

istnienie pomiedzy nimi funktora istotnie surjektywnego i w pelni wiernego.

Dowdd: Oczywisty. O

Do precyzyjnego sformulowania pojecia uniwersalnosci bedziemy jeszcze potrzebowaé

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. 1. Obiekt T' kategorii C nazywamy koricowym (albo ter-
minalnym), jezeli dla kazdego X € ObC istnieje dokladnie jeden morfizm ¢ € Home (X, T). Ana-
logicznie, obiekt I kategorii C nazywamy poczatkowym (albo inicjalnym), jezeli dla kazdego
X € Ob( istnieje dokladnie jeden morfizm ¢ € Home (I, X). Obiekt kategorii bedacy zarazem
koricowym i poczatkowym nosi miano zerowego.
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Przyklady 4. (Obiekty koricowe i poczgtkowe)
(1) W kategorii Set z Przyk!. 1 (1) obiektem koricowym jest (dowolny) singleton, poczatkowym
za$ (jedynym) — zbior pusty. Nie ma w niej obiektoéw zerowych.
(2) W kategoriach Grp, AbGrp i pochodnych Modpg, Vectg z Przykt.1 (2) obiektem ze-
rowym jest (dowolna) struktura trywialna.
(3) W kategorii AbRing z Przyk?. 1 (2) obiektem koricowym jest piericien trywialny, poczgtkowym
zas — pierécien Z.
(4) Kategoria Field nie zawiera obiektow koncowych ani poczatkowych.
O wyjatkowosci obiektéw terminalnych i inicjalnych przesadza

Twierdzenie 1 (O jednoznacznosci obiektéw terminalnych i inicjalnych). Przyjmijmy notacje
Def. 5. Niechaj T,, « € {1,2} beda dwoma obiektami terminalnymi w kategorii C i niech Iz, [ €
{1,2} beda dwoma obiektami inicjalnymi w tejze kategorii. Istnieja jednoznacznie okreslone
izomorfizmy (w kategorii C)

T1,2 : T1;>T2, l12 ¢ Il — 12.

Dowdd: Rozwazmy pare T,, « € {1,2} obiektoéw terminalnych w C. Terminalnosé T implikuje
istnienie doktadnie jednego morfizmu 7 ; : To — T3, a terminalno§¢ 75 — dokladnie jednego
morfizmu 712 : 17 — T5. Ich zlozenie 791 0 712 jest endomorfizmem 77, ale endomorfizmem
takim jest tez idr,, co wobec terminalnosci 7 oznacza, ze koniecznie

72,1°07T1,2 = idT1 .
Podobnie dowodzimy réwnosci
Ti,2072,1 =idp, ,

ktéra w polaczeniu z poprzednia przesadza o izomorficznym charakterze 1, 2. W przypadku obiek-
tow inicjalnych Ig, 8 € {1,2} rozumowanie przebiega w pelni analogicznie. O

2. UNIWERSALNOSC

Pojecia wprowdzone w poprzednim rozdziale pozwalaja poddaé stosownej formalizacji koncepcje
,Wwyjatkowosci”, co czynimy w ponizszej

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def. 5. Niechaj C., o € {1,2,3} beda kategoriami i niech Fjp
Cs — Cs, B €{1,2} beda funktorami kowariantnymi, X zas§ — (dowolnym) obiektem kategorii
C1. Wreszcie tez niech Px.p r, (Y, ¢) bedzie pewnym zdaniem logicznym okreslajacym wlasnosé
€ MorC3 w odwotaniu do struktury (X; Fy, Fy) oraz Y € ObCs, dla ktorego jest dobrze okreslona
kategoria T [Px.p, r,]| 0 klasie obiektow

ObT[PX;Fl,F2:| = { (K(p) GObCQ XMOI‘Cg | @eHomCS(FQ(Y),Fl(X))

A Pxrop(Y.0) }

i zbiorach morfizméw?

Homy(py o p1((Y1,01), (Y2, 92)) = { x € Home, (Y1,Y2) | @20 Fa(x) =1},

ze zlozeniem dziedziczonym z Ca, lub kategoria Z[Px.p, r,| 0 klasie obiektow

ObZI[Px;p.p,] = { (Y,p)eObCyxMorCs | ¢ €Home,(Fi(X),F2(Y))
A PX;Fl,Fz (Y7(p) }

20becnosé identycznosci (na dowolnym obiekcie Cz) w klasie morfizméw, jak réwniez mozliwosé¢ skladania
morfizméw sg zagwarantowane przez funktorialnosé Fs.
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i zbiorach morfizméw

Homzipy o 1((Y1,01), (Y2, 92)) = { x € Home, (Y1,Y2) | Fa(x)opr =92 },

ze ztozeniem dziedziczonym z Cs.

Struktura koncowa (lub terminalna) dla Px.r, g, to obiekt koicowy (7,7) w kategorii
T[Px.r, F,]- Definiujaca wlasnosé tego obiektu, zwang wlasnoscia koricowa (lub terminalna),
opisuje diagram przemienny

Fa(Y) <20 (v, )
| |
| |
(3) v | F2 () v,
| |
v v
X+— F(X) Fy(T) (T, 1)
F1 o Fyopry
Ci Cs TPx;F,F]

w ktorym (Y, ) jest dowolnym obiektem w kategorii T[Px.p, r,], & przerywana cigciwa strzatki
symbolizuje ,istnienie i jedyno$¢” odnosnego morfizmu.

Struktura poczatkowa (lub inicjalna) dla Px.r r, to obiekt poczatkowy (I,:) w kategorii
Z[Px.F, r,]- Definiujaca wlasnosé tego obiektu, zwang wlasnoscia poczatkowa (lub inicjalna),
opisuje diagram przemienny

Fsopr
F(Y) < (Y,¢)
A A
| |
(4) v | Fa(®) e
| |

| |
X > F(X) ——— B(D) = (1,0)

Ci Cs I[PX§F1,F2]

w ktorym (Y, ¢) jest dowolnym obiektem w kategorii Z[Px;py,F, -
Struktury terminalne i inicjalne noszg wspolne miano struktur uniwersalnych.

Sens uniwersalnosci tatwo wystowié¢ w jezyku potocznym: oto dowolne odwzorowanie transportujace
strukture rodzaju Cs z Fy(X) (wzgl. do Fi(X)), a przy tym spetniajace warunek Px.pm (Y, ¢),
jest przeprowadzane, za posrednictwem Fs-obrazu jedynego homomorfizmu indukowanego, przez
Fy-obraz (obiektowej sktadowej) struktury inicjalnej (wzgl. terminalnej). Na pytanie o istnienie
struktur uniwersalnych nie ma uniwersalnej odpowiedzi — tej trzeba kazdorazowo poszukiwaé¢ w
interesujacym nas kontekscie (np. algebraicznym). Mozna natomiast bardzo konkretnie skwanty-
fikowa¢ swobodeg ich wyboru (bedacg miara ich jednoznacznosci, wigec wyjatkowosci wlasnie), co
czyni ponizsze

Twierdzenie 2 (O jednoznacznosci struktur uniwersalnych). Przyjmijmy notacje Def. 6. Niechaj
(Ta,Ta), @ € {1,2} beda dwiema strukturami terminalnymi dla Py.p, g, 1 niech (Ig,t5), B €
{1,2} beda dwiema strukturami inicjalnymi dla Px.p, p,. Istnieja jednoznacznie okreslone izomor-
fizmy (w kategorii Cp)

T2 ¢ T1i>T2, L1 ¢ L 1.
Dowdd: Natychmiastowa konsekwencja Def. 6 i Tw. 1. O

Praktyczny sens udowodnionego twierdzenia jest oczywisty: kazde dwie struktury uniwersalne
mozemy utozsamié, i to w jednoznaczny sposéb, za posrednictwem stosownego izomorfizmu 7 o
(wzgl. t12).
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Azeby oswoi¢ Czytelnika z pozornie do$¢ ezoteryczng konstrukcja z Def. 6, rozwazymy obecnie
kilka konkretnych jej instancjacji, z ktorymi miat On najpewniej okazje zetknaé sie w dotychcza-
sowych swoich matematycznych i fizykalnych peregrynacjach.

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Def.1 i 6 oraz Przykl.1 (5) i ustalmy zbior A oraz kategorie
C, z ktorymi stowarzyszamy kategorie C* ciagow uogolnionych w C indeksowanych przez A,
zawierajaca funktorialny obraz C w postaci ciaggdéw statych.

Produkt rodziny X.e ObC* to struktura terminalna

(H X/\a{WA}AeA)

AeA

dla warunku tautologicznego Px ;id,,,ac, =1 na ObC x MorC?. Morfizm 7 okreslamy przy
tym mianem rzutu kanonicznego na (skladowa) X,. Kategorie, w ktorej istnieja produkty,
okreslamy mianem kategorii z produktami. Przy tym ilekroé¢ |A| < oo, bedziemy wymiennie
uzywaé symboli [T i x.

Koprodukt rodziny X. e ObC* to struktura inicjalna

( u XA,{gA}M)

dla tautologicznego warunku PX.;idc r.Ac.a =1 na ObC xMor CA. Morfizm Ix okreslamy przy tym
mianem wlozenia kanonicznego (skladowej) X,. Kategorie, w ktorej istnieja koprodukty,
okreslamy mianem kategorii z koproduktami.

Koprodukt w kategoriach C € {AbGrp, AbRing, Modg, Vectkx} i Algy (dla pierscienia R i
ciala K) jest najczesciej okreslany mianem sumy prostej i oznaczany symbolem ][] = @.

Wprost z definicji wynika naturalne rozszerzenie konstrukcji produktu i koproduktu na klasy mor-
fizmoéw kategorii C — obserwacje te precyzujemy ponizej.
Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. 7 i niechaj
(H X;\Xv{ﬂ-s\l})\ej\) s a€{1,2}
AeA

beda dwoma produktami odnognych rodzin X¢. Dla dowolnej rodziny morfizméw x. € Homea (X1, X2)
istnieje doktadnie jeden morfizm

[T x» e Home ([T X, [T X7).

AeA peA veA

ktory czyni ponizszy diagram przemiennym

s
1 P 1
e X} —— X}

[Txea xx Xp

2 2
HueA Xu 2 Xp
o

Morfizm ten okreslamy mianem produktu rodziny morfizméw y. e MorC:.
Jesli ponadto dany jest trzeci produkt

(I 8 05

oraz rodzina morfizméw Y. € Homea (X2, X3), to dla zdefiniowanego przez nia produktu mor-
fizméw []yep Xa oraz dla [Tyea xa zachodzi tozsamosé

(IT %) o (IT x) = [T Rre xa)-
AeA peA AeA
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Dowdd: Teza jest prosta konsekwencja terminalnej natury produktu ([Txea Xf, {7r/2\},\EA) i jako
taka jest pozostawiona Czytelnikowi jako proste zadanie do samodzielnego wykonania. U

Ostatnie stwierdzenie naturalnie uzupetnia

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. 7 i niechaj

(L[ X3, {]/O\é})\EA) , ae{l,2}

AeA
beda dwoma koproduktami odnognych rodzin X . Dla dowolnej rodziny morfizméw y. € Homea (X1, X2)
istnieje doktadnie jeden morfizm

L1 o e Home(11 X, [T X7).

AeA peA veA
ktory czyni ponizszy diagram przemiennym

I

1 1
H#EA Xu Xp
ITaea xx Xp
2 2
Hl/eA Xl/ 2 Xp
]/J

Morfizm ten okreslamy mianem koproduktu rodziny morfizméw y. € MorC».
Jesli ponadto dany jest trzeci koprodukt

(1132 e

AeA
oraz rodzina morfizméw ¥. € Homea (X2, X?), to dla zdefiniowanego przez nia koproduktu mor-
fizméw [Iyep Xa oraz dla JTyea xa zachodzi tozsamosé

(AIE_I\ W) o (11 XM):J?L(SZ)\OX)\)'

peA

Dowdd: W pelni analogiczny do poprzedniego. O

Tlustracji wprowadzonych dotychczas poje¢ i konstrukeji abstrakcyjnych dostarcza ponizszy przy-
ktad, ktorego doktadne zrozumienie w cze$ci poczatkowej dotyczacej produktu stanowi podstawe
szczegdltowych rozwazan poswieconych obiektom uniwersalnym w kategorii modutéw nad pierécie-
niem.

Przyklady 5. Rozwazmy strukture algebraiczng rodzaju trywialnego (tj. ,pustego”), ktorej nos-
nikiem sg zbiory bez jakichkolwiek wyréznionych operacji wieloargumentowych i dla ktérej homo-
morfizmami sa dowolne odwzorowania miedzy zbiorami. W tym szczegdlnym przypadku produk-
tem zbioréw z rodziny indeksowanej S. € Ob Set® jest produkt kartezjanski [KM76, Rozdz. IV § 6]

[1Sv={Ff:A— Sy | Var : f(\)eSx}
AeA AeA

wraz z rodzing {w) = pry }rea rzutéw kanonicznych na sktadowe S,

pr, = [T — 8+ fr—f(n).

AeA

Nalezy zwroci¢ uwage, ze w przypadku skoniczonego zbioru indekséw A = 1,7 produkt kartezjanski
sprowadza sie do standardowego iloczynu kartezjanskiego® i zapisuje w postaci

<po1 Sk ={ (v1,22, .., xn) | Vg - wk €Sk ),

3Por. uwagi pod definicja w traktacie Kuratowskiego i Mostowskiego, jak rowniez Konw. 77.
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przy czym
pr; ¢ Xpoy Sk —> S1 ¢ (21,2, 1) > 1.
Dla dowolnej rodziny odwzorowan

{frx + X — Si}ae
znajdujemy jedyne odwzorowanie
P :X—[] S
AeA
o wlasnosci (3), a mianowicie

r—0(z),  (x)(A):=falz).

Koproduktem jest tutaj natomiast suma roztaczna?*

L] Sx:={(x,\) | zeS\ A XeA}
AeA

wraz z injekcjami (wlgaczeniami) kanonicznymi
It Su— | Sx e (a,p).
AeA
7 dowolng rodzina odwzorowarn

{on : Sx —Yhe
stowarzyszamy jedyne odwzorowanie
U:|]S—Y
XeA
o wlasnosci (4), a mianowicie

(2, \) — U(z,A) :=gr(z).

Zwienczeniem obecnej dyskusji jest szczegdlowe wyprowadzenie postaci produktu i koproduktu w
kategorii moduléw nad pierScieniem przemiennym R.

Definicja 8. Przyjmijmy zapis Def.7 oraz Przykt.5. Niechaj G. € Ob Mod% bedzie rodzina
modutéw nad pierscieniem R. Produkt moduléw z rodziny G. to para

(%I‘l7 {pr)\}AGA) B %I‘\ = ((}l\_ll\ G)\)¢57¢T7¢8) ’gﬂ) )

w ktorej @7, n € {0,1,2} to kanonicznie indukowane operacje grupowe, " za$ to kanonicznie
indukowane dzialanie R mna produkcie kartezjaniskim [yep G, ktore czynig z (4", {pry}ren)
produkt rodziny G. w rozumieniu Def. 7.

Poswiecimy obecnie troche czasu na bezposrednie uzasadnienie i wyjasnienie powyzszej definicji w
odwotaniu do wczesniejszej definicji produktu jako morfizmu terminalnego. Oto wiec rozwazamy
zbior G :=[yep G z rzutami kanonicznymi pry, : G” — G. Dodawania grupowe®
+) = (pg\) : Gy x Gy — Gy,
zadaja — dla dowolnego indeksu A\ € A — odwzorowania
Mo (pryxpry) : GTxGT— Gy,

co wobec terminalnosci pary (G™, {pr) }aea ), w ktorej G" traktowane jest jako struktura trywialna
(czyli obiekt Set), oznacza istnienie jedynego odwzorowania (a priori bez dodatkowych wlasnosci
wzgledem operacji grupowych i dziatan okreslonych dla poszczegolnych sktadowych rodziny)

6] GTx G —> G"
4N.B. Tlekroé z € Sy N Su, A% p, wowezas (x, N) # (z, p).

5Opisywana konstrukcja produktu po opuszczeniu dziatan sktadowych S stosuje sie takze do grup nieprzemi-
ennych.
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o wlasnosci

() pry 065 = 65" o (pry x pry).

Zauwazmy, ze jesli tylko @5 jest poprawnie okreslonym dodawaniem na G™ a rzuty pry sg ho-
momorfizmami grup transportujacymi owo dodawanie w dodawanie w poszczegolnych sktadowych
G, czego mozolnie dowodzimy ponizej, to tozsamosé (5) identyfikuje operacje ¢5 jako ,dodawanie
po wspoétrzednych”. Latwo przy tym stwierdzamy, ze homomorficzno$é rzutow wynika bezposred-
nio z zalozenia, ze ¢} =: +n jest pozadana operacja grupowg, oto bowiem (5) implikuje rownosé

pra(g+nh) =pra(g) +apra(h),
stuszng dla dowolnych dwoch elementoéw g,h € G™ a oznaczajacg wlasnie, ze pry sa homomorfiz-
mami grup. Wystarcza zatem sprawdzi¢ definiujace wtasnosci dodawania grupowego w odniesieniu
do odwzorowania ¢. W pierwszej kolejnosci zbadamy jego tacznosé. Biorac dowolne g, h,k € G,

obliczamy — wykorzystujac po drodze (przy przejsciu z linii 2. do linii 3.) tacznosé operacji (bé)‘) -
pry 0 67 (63 (g,h). k) ™o (pry x pry) (63(g, k), k)

o8 (pry 0 93 (g.h), pry(k))

= 08 (68 0 (pry x pry) (g, 7). pra(k) )

9§ (25 (ora(9), pra(h)) ,pra(k))

= 05V (pra(9). 95 (pra(h), pra(K)))

O (bra(9), 687 o (pry x pry) (k) )

= ¢ (pry(9).pry 0 85 (h, k)

™o (pry xpry) (9,63 (h. k))

pry o ¢ (9,93 (h,k)) -
Tym sposobem otrzymujemy dwa odwzorowania

Gr] GI_I GI_I ¢g°(¢SXidG"‘) GI_I pry
X X %%

¢ho(idgnx¢3)

G)\v

ktorych obrazy pokrywaja sie, dajac odwzorowanie ¢g’\) o (idg, x gbé/\)) o (pry x pry x pry). Raz
jeszeze przywolujac terminalnosé pary (G, {pr, }rea), wnioskujemy, ze istnieje doktadnie jedno
odwzorowanie

a’ s GTxGMx G — G"
przez nie indukowane, ktére spetnia tozsamosé
pryoa’ = g/\) o (idg, x <l5y)) o (pry x pry xpry),
a poniewaz zarowno ¢5o (¢4 xidgn), jak i ¢fo(idgn x@f) spelniaja ten warunek, przeto koniecznie
¢ o (¢ xidgn) = a' = ¢ o (idgn x ¢3),
co dowodzi tgcznosci .

Analogicznie wykazujemy przemienno$é¢ ¢y, korzystajac z przemiennosci ¢§>‘). Oto bowiem, dla
dowolnych g,h e G™,

pryo (65 oan(g,h)) = ¢S o (pry x pry)(h, g) = 65 (pry(h), pry(g))

o) (pr3(9),pra(h)) = 65 o (pry x pry) (g, h)
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= per¢;(gah)’
skad réwnosé odwzorowan

o
$307GnN pry

G!_l

G x G"

GA ’
o5

tozsamych z ¢g}‘) o (pry x pry), czyli wobec jednoznacznosci okreslenia indukowanego przezen
odwzorowania
g7 G"xG"— G"
o wlasnosci
pryo "= 9) o (pry x pry)
mamy pozadana identycznosé
@5 07an = B = ¢5.
Nastepnie rozwazamy elementy neutralne w kazdej z grup sktadowych,
05+ {o} —Ga s e e,

i zapominajac jak uprzednio o strukturze algebraicznej na rozwazanych zbiorach, stowarzyszamy
z nimi jedyne odwzorowanie
ng : {o}—>Gr‘ e
o wlasnosci
A
pry o @y = ((] .
W ten sposéb wyrdzniamy element e zbioru G', o sugestywnej postaci uogdlnionego ciggu (o
indeksach z A) elementow neutralnych z grup sktadowych. Jego wlasnosci wzgledem dodawania
@y sprawdzamy w bezposrednim rachunku. Biorgc dowolny element g € G™, otrzymujemy

pryodi(ehg) = 65 o (pryxpry)(e”,g) = 68V (pry o d5(e),pra(9))
= o0 (65 (0), pra(9)) = 65 (ex, ra(9)) = pra(9)

pry o pry(e’, g),

stad za$ rowno$¢ odwzorowan

@ho(¢yxidgn) pr
A
{o}xG"———= G —————Gh >
pry

pokrywajacych sie z ¢é/\) o (qb((J’\) x pry). Znowu wiec znajdujemy jedyne odwzorowanie

el {o} xG" — G"
speliajace warunek

pryoe’ = 9) °© (¢(()/\) X pry),
a zatem
@5 o (¢g xidgn) =€" = pr,.

Podobnie dowodzimy tozsamosci

@3 o (idgn x @) =pry
co w sumie pokazuje dowodnie, ze e jest elementem neutralnym dodawania ¢Ff.

Bez trudu rekonstruujemy tez operacje brania przeciwnosci w G, biorac za punkt wyjscia
odnosne operacje w sktadowych

oWV Gy O .
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Rozumujac jak wczesniej, tworzymy rodzine odwzorowan
g’\) opry : G"— Gy,
z ktorymi mozemy zwiazaé¢ jedyne odwzorowanie
¢+ G"O
o wlasnosci
pryo° ¢T = 9) OPIy,
ktora identyfikuje ¢] jako ,branie przeciwnosci po wspotrzednych”. Trzeba jeszcze tylko upewnié

sie, ze odwzorowanie to nadaje monoidowi przemiennemu (G",¢5,¢)) strukture grupy przemi-
ennej. Z rachunku

pry o 85 (67(9),9) o (pry x pry) (67(9), 9) = 65V (pry 0 67(g), pra(9))

= 60 (6 opra(9),pra(9)) = e = 6V () = pry 0 9} (e),

wykonanego dla dowolnego g € G™ a wskazujacego na rownosé odwzorowan

{e} xG" et Mon)owry G" o

¢8°Pr1

GA;

identycznych z (b((f‘) o pr;, wywodzimy wniosek o istnieniu jedynego odwzorowania
,um : {o} x G — G"
o wlasnosci

A
pryou” =i opry .

Ostatecznie wiec stwierdzamy shusznosé tozsamosci
@5 0 (¢1,idgn) o pry = i = ¢y o pry .
Analogiczne wnioskowanie prowadzi do jej symetrycznego odpowiednika
¢5 0 (idgn, ¢7) o pry = 1" = ¢ o pry
co potwierdza identyfikacje ¢ jako operacji brania przeciwnosci.

Na koniec wreszcie indukujemy na zrekonstruowanej powyzej grupie przemiennej strukture mod-
ulu nad pierécieniem R ze struktur sktadowych. W tym celu z kazdego z dziatan

(Y Rx Gy — Gy
budujemy odwzorowanie
(™o (idg xpry) : RxG"— Gy,
co daje nam jedyne odwzorowanie
" RxG" — G"
o wlasnosci
pry o 7= ¢ o (idg x pry ).

7 tej ostatniej odczytujemy definicje ¢ jako ,dzialania po wspolrzednych”. W zmudnym, lecz
poza tym absolutnie trywialnym rachunku przekonujemy sie, ze tak zdefiniowane odwzorowanie
spelnia aksjomaty dziatania, i tym samym zamykamy kanoniczng konstrukcje modutu na produkcie
kartezjanskim G".

O ile konstrukcja produktu modutéw postepuje automatycznie po dokonaniu narzucajacego
si¢ wyboru nosnika G", o tyle konstrukcja koproduktu, ktéry bedziemy w dalszej czesci kursu
nazywaé sumg prosta modulow, wymaga pewnej dozy inwencji oraz rozlicznych sprawdzen (jed-
noznaczno$ci konstrukeji). Zaznaczamy zawczasu, ze ponizsza konstrukcja stosuje sie wylacznie
do grup przemiennych, co bedziemy podkresla¢ piszac ey w notacji addytywnej jako 0.
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Definicja 9. Przyjmijmy zapis Def.7 i 8. Suma prosta moduléw z rodziny G. to para
(%U7{]>\})\EA) B %@ = ((@ G)\7¢5|7¢T7¢8)a€n) )
AeA

w ktorej #® jest podmodutem produktu modutéw .#" z rodziny G. o nosniku

(6) @Gx=={9€G” | {AeA | pry(g)#0x }<oo}

(czyli pry(g) jest elementem neutralnym dla prawie wszystkich indeksow) i w ktorej j7x : Gy —
G" sa injekcjami kanonicznymi spelniajacymi warunki

| [ dlar=p
(7) VaueA Yg.eq, © Pry ° 2u(9u) ‘_{ 0/;\ dla X+ pu

Pokazemy najpierw, ze odwzorowania 7 sa homomorfizmami oraz ze maja ceche uniwersalnosci.
Na poczatku ustalmy (dowolnie) indeks p € A i obliczmy — dla dowolnych g, h, € G, —

N
2

pry e ¢g © (Ju x ]/A)(g/n hu) o (pl“)\ x prA) © (Ju x ]/A)(g/n hu)

o ((pry 0 74) x (pry © 7)) (Gps )

¢§#)(gua hu) dla A\ = 1%
¢§)\)(0>\70A) =0, dlaXzp
= PIa°Ju® ¢éﬂ)(gua h,u) )

dowodzac tym samym réwnosci dwoch rodzin odwzorowan

¢‘;°(Jux]u) pr
_ > mn A
G, x G, ———%¢

juotﬁg“)

G

(1) -
identycznych z ¢\ : (gu, hy) — { 3 (g;\" hy) iiz i ;Z . W konsekwencji terminalnosci pary

(G™,{pry }rea) rOWNOSE ta implikuje istnienie jedynej rodziny odwzorowarn
a, : G, xG, —G", peA
o wlasnosci

Ve @ Pryoay =1y.
Na tej podstawie wnioskujemy o réwnosci

(bgl o (]u x ]u) =Ju° ¢é/t)

ktéra wyraza homomorficzny charakter j,. Dowdd uniwersalnosci 7) wymaga, izby$my z dowolna
rodzing homomorfizméw grup (przemiennych)

X,\ZG)\—>Y, AeA

)

okreslona dla dowolnej grupy przemiennej Y potrafili stowarzyszy¢ odwzorowanie

H : @G)\—>Y
AeA

spelniajace relacje
(8) Vaean = Hojgx=xx
oraz udowodnié, ze odwzorowanie o tej wtasnosci jest dane jednoznacznie. Postulujemy, dla dowol-

nego g € @xea G,

H(g)= ). xaopry(g).
AeA
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Zauwazmy, ze suma w powyzszej definicji jest skoniczona, por. (6), zatem definicja ma sens.
Sprawdzamy tez bez trudu relacje (8), wybrawszy dowolnie gy € Gy,

Hogn(gn) = > xuopr,oia(gr)
neA
= xaopryogm(ga)+y D, xuopr,o(gn)
peAN{A}
= o) +y Y xu(04) =xa(9r)-
peAN{A}

Dowodzimy nastepnie jedynosci H. Niechaj H : @ycp Gy — Y bedzie dowolnym innym takim
odwzorowaniem, a wtedy réznica odwzorowan
H-H : @G —Y : g— H(g)+y PyoH(g),
AeA

bedaca homomorfizmem grup przemiennych (przypomnijmy, ze rzuty kanoniczne sa homomorfiz-
mami grup przemiennych), spelnia tozsamosci

(H-H)ojx(9x)

Hop(gx) +v Py (Hox(91)) = x2(9x) +v Py (xa(g»))

= Oy.
Mozemy stad wyciagnaé¢ prosty wniosek:
U sa(Gr) c Ker (H - H).
AeA

Jednakowoz Ker (H - ﬁ) jest podgrupa @xep Gy, tj. podzbiorem domknietym ze wzgledu na
operacje brania skoriczonych sum jego elementow, kazdy zas element g € ®ycp G jest taka wlasnie
suma skoriczong elementow z roznych 75 (G ). Azeby sig o tym przekonaé, rozwazmy odwzorowanie
F @GO g Y mopna(g),
AeA AeA
ktore jest dobrze okreslone z tych samych powodéw co H i ktore wobec homomorficznosci rzutow
kanonicznych spelnia tozsamosci
pryot®(g) =pryo Y Juopr,(9) = Y (pryo ) (pr,(9)) = pra(e)-

peA peA
Te ostatnie — jak w poprzednio dyskutowanych przypadkach (tj. w konsekwencji terminalnogci
produktu kartezjariskiego) — prowadza do rownosci

(9) ® = id@AeA Gx >

zadajacej rzeczony rozktad ¢ na skonczong sume

(10) 9= moprx(g)-
AeA

Wracajac do zasadniczego wywodu, stwierdzamy, ze jedynym podzbiorem @), G zawierajacym
Uxea 72 (G,) 1 domknietym wzgledem operacji brania sum skoriczonych jest caly zbior @yep Ga,
Ker (H-H) =@ G,
AeA
czyli tez ostatecznie

H=H.

Nalezy podkresli¢, ze nigdzie w dotychczasowej dyskusji koproduktu nie braliSmy pod uwage
dodatkowej struktury R-modulu na nosniku grupy przemiennej, mozemy przeto podsumowacé te
jej czesé stwierdzeniem, ze oto czworka

(@ GA;¢5"¢T7¢8)

AeA
stanowi spojna definicje sumy prostej grup przemiennych. Jako ze dzialanie pierscienia R w jawny
sposob zachowuje podgrupe @yep G ¢ G, dla naszych celéw wystarczy jeszcze tylko upewnié
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sie, ze zarowno injekcje kanoniczne jy, jak tez jedyny homomorfizm grup H sa odwzorowani-
ami R-liniowymi. W tym drugim przypadku wtasnoéé ta jest bezposrednim nastepstwem R-
liniowo$ci rzutéw kanonicznych pr, oraz odwzorowan x™. W przypadku pierwszym R-liniowosci
stwierdzamy na gruncie terminalno$ci produktu kartezjariskiego oraz dowiedzionych wlasnosci
odwzorowan " i ()| stosujac sprawdzona strategie rozwazan wezesniejszych. Punktem wyjscia
jest obserwacja (wystowiona dla dowolnych A, € A oraz (r,g,) € RxG),)

pry oMo (idp x 3,)(r,g,) = €™ o(idg x pry)o (idg x 7,) (7, ,.)

(™ o (idp x pry 0 3,) (7, gu) = (pry 0 3,) 0 L4 (1, g,.)

wskazujaca na réwnosé dwoch rodzin odwzorowarn
E”o(ide‘]“) pry
RxG, —/———= @ver Gy ———> Gy,
JMOZ(”)
(W (rg,) dlal=p
0x dla A+ p
przesadza w tej sytuacji o istnieniu jedynej rodziny odwzorowan

pp : RxG,— @ G, cG"

veA

identycznych z ry : (r, gu) — { . Terminalnosé pary (Gn,{pr)\})\g/\)

o wlasnosci
VXeA @ Pryopy =Tx.
Stad ostatecznie wyprowadzamy pozadana réwnosé
In ol = Mo (idg x 70)
wyrazajaca R-liniowosé injekcji kanonicznych.
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