
METODY ALGEBRY WYŻSZEJ W FIZYCE I
W CZASACH ZARAZY
2. WYKŁAD ZDALNY

1. Przydatne elementy jȩzyka teorii kategorii

Przedmiotem naszych rozważań bȩda̧ fizykalnie istotne struktury i konstrukcje formalne z
pogranicza algebry i geometrii wyższej. Ich złożoność i mnogość wymaga wprowadzenia jȩzyka
porza̧dkuja̧cego i ułatwiaja̧cego nasze z nimi obcowanie. Jȩzyk ten daje nam do dyspozycji teo-
ria kategorii, nazwana pieszczotliwie „abstrakcyjnym nonsensem” przez jej pionierów: Samuela
Eilenberga (wychowanka Warszawskiej Szkoły Matematycznej) i Saundersa Mac Lane’a. Pozwala
on na naturalna̧ i zwiȩzła̧ formalizacjȩ pojȩcia „wyja̧tkowości”, która nie tylko współokreśla rela-
cyjny/hierarchiczny status rozpatrywanych przez nas konstruktów, lecz także – i przede wszystkim
– dostarcza nader wygodnych i wydajnych narzȩdzi ich badania.

Pojȩcie elementarne wprowadza

Definicja 1. Kategoriȩ C tworza̧ nastȩpuja̧ce klasy1:
● klasa obiektów ObC,
● klasa morfizmów MorC, której elementy zwiemy morfizmami, przy czym dla dowol-
nych A,B ∈ ObC klasȩ morfizmów z A do B oznaczamy symbolem HomC(A,B),

na których określone sa̧ nastȩpuja̧ce odwzorowania:
● pocza̧tek morfizmu s ∶ MorC Ð→ ObC i koniec morfizmu t ∶ MorC Ð→ ObC, przy
czym

∀A,B∈ObC ∀f∈HomC(A,B) ∶ (s, t)(f) = (A,B) ,
● identyczność id⋅ ∶ ObC Ð→MorC ∶ Az→ HomC(A,A),
● złożenie morfizmów

○C ∶ MorCs×t MorC ≡ { (f, g) ∈ MorC×2 ∣ s(f) = t(g) }Ð→MorC

∶ (f, g)z→ f ○C g ∈ HomC(s(g), t(f))
spełniaja̧ce warunki:

∀A,B∈ObC ∀(f,g)∈HomC(A,B)×HomC(B,A) ∶ ( f ○C idA = f ∧ idA ○C g = g ) ,

∀(f,g,h)∈MorCs×tMorCs×tMorC ∶ (f ○C g) ○C h = f ○C (g ○C h) .
Ilekroć klasa HomC(A,B) jest zbiorem dla każdej pary A,B ∈ ObC, kategoriȩ C nazywamy
lokalnie mała̧. Jeśli natomiast zarówno ObC, jak i MorC sa̧ zbiorami, C określamy mianem
małej kategorii. Mała kategoria, w której każdy morfizm jest odwracalny, nosi przydomek
grupoidu. Kategoriȩ, która nie jest mała, nazywamy wielka̧.

Podkategoria S kategorii C jest utworzona przez
● podklasȩ ObS klasy obiektów ObC;
● podklasȩ MorS klasy morfizmów MorC, przy czym dla dowolnych obiektów A,B ∈ ObS
klasȩ morfizmów z A do B w MorS oznaczamy symbolem HomS(A,B),

które spełniaja̧ nastȩpuja̧ce warunki:
● ∀A∈ObS ∶ idA ∈ MorS;

1Klasa to wszystkie obiekty (np. zbiory) uwspólniaja̧ce ustalona̧ cechȩ definiuja̧ca̧ (np. ”bycie zbiorem”). Pojȩcie
to stanowi takie uogólnienie pojȩcia zbioru, które pozwala mówić o mnogości obiektów określonego typu bez popada-
nia w antynomiȩ, jak to ma miejsce choćby w przypadku próby opisania mnogości wszystkich zbiorów przy użyciu
pojȩcia zbioru (wiȩc także obiektu definiowanej tym sposobem mnogości).
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● ∀f∈MorS ∶ s(f), t(f) ∈ ObS;
● ∀(f,g)∈MorSs×tMorS ∶ f ○C g ∈ MorS.

Tym samym S jest kategoria̧. Podkategoriȩ S kategorii C nazywamy pełna̧, ilekroć dla dowol-
nych obiektów A,B ∈ ObS zachodzi równość

HomS(A,B) = HomC(A,B) .
W szczególności podgrupoid grupoidu G to dowolna jego podkategoria sama bȩda̧ca grupoidem.

Przykłady 1. (Kategorie)
(1) Zbiory wraz z odwzorowaniami miȩdzy nimi (dla których złóżeniem jest superpozycja

odwzorowań) tworza̧ wielka̧ kategoriȩ Set.
(2) Struktury algebraiczne określonego typu tworza̧ kategorie wraz z odnośnymi homomor-

fizmami jako morfizmami. Mamy wiȩc kategorie Grp (grupy), AbGrp (grup przemi-
ennych), Ring (pierścieni), AbRing (pierścieni przemiennych), Field (ciał), ModR
(lewych modułów nad pierścieniem R), ModRopp (prawych modułów nad pierścieniem
R), Mod(R1,R

opp
2 ) ((R1,R

opp
2 )-bimodułów nad para̧ pierścieni (R1,R2)),

VectK (przestrzeni wektorowych nad ciałem K), Vect(<∞)
K (skończenie wymiarowych

przestrzeni wektorowych nad ciałem K), ◻VectK (przestrzeni kwadratowych nad ciałem
K), AlgR (algebr nad pierścieniem przemiennym R), uAlgR (unitalnych algebr nad
pierścieniem przemiennym R), AssAlgR (algebr przemiennych nad pierścieniem przemi-
ennym R) etc.

(3) Graf skierowany kanonicznie określa mała̧ kategoriȩ, której obiektami sa̧ wierzchołki grafu,
morfizmami zaś – ścieżki w grafie (ich konkatenacja jest złożeniem morfizmów).

(4) Grupa kanonicznie określa mała̧ kategoriȩ o jednoelementowym zbiorze obiektów (dowolny
singleton) i zbiorze morfizmów tożsamym z grupa̧ (w szczególności wszystkie morfizmy sa̧
odwracalne).

(5) Dowolny zbiór S określa nastȩpuja̧ce trzy (małe) kategorie:
● kategoriȩ S (oznaczana̧ z oczywistych powodów tym samym symbolem co zbiór) o
zbiorze obiektów S i zbiorach morfizmów (jedynych niepustych) HomS(x,x) = {x→
x}, x ∈ S – kategoriȩ tȩ nazwiemy kategoria̧ zbioru S;

● kategoriȩ Ŝ o zbiorze obiektów Ob Ŝ ∶= S∪{●}, w którym singleton {●} jest jedynym
obiektem inicjalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizmów (jedynych nie-
pustych) HomŜ(●, s) = {●→ s}, s ∈ S i HomŜ(x,x) = {x→ x}, x ∈ S∪{●} – kategoriȩ
tȩ nazwiemy rozpiȩciem S;

● kategoriȩ Š o zbiorze obiektów Ob Š ∶= S∪{●}, w którym singleton {●} jest jedynym
obiektem terminalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizmów (jedynych nie-
pustych) HomŠ(s, ●) = {s→ ●}, s ∈ S i HomŠ(x,x) = {x→ x}, x ∈ S∪{●} – kategoriȩ
tȩ nazwiemy korozpiȩciem S.

Powyżej morfizmy sa̧ dowolnymi singletonami, które dla przejrzystości oznaczyliśmy sym-
bolami ich pocza̧tku i końca. Obie kategorie wystȩpuja̧ jako modele diagramów używanych
w konstrukcjach uniwersalnych.

Podobnie jak w przypadku innych struktur algebraicznych, możliwa jest realizacja jednych
kategorii w drugich. Stosowne pojȩcie daje nam do rȩki

Definicja 2. Funktor kowariantny z kategorii C1 w kategoriȩ C2 to odwzorowanie o skład-
owych, zwyczajowo oznaczanych tym samym symbolem,

● obiektowej F ∶ ObC1 Ð→ ObC2,
● morfizmowej F ∶ MorC1 Ð→MorC2 ,

które spełniaja̧ nastȩpuja̧ce warunki:
● s ○ F ↾MorC1

= F ○ s oraz t ○ F ↾MorC1
= F ○ t, czyli

∀A,B∈ObC1 ∀f∈HomC1
(A,B) ∶ F (f) ∈ HomC2(F (A), F (B)) ,

● id ○ F ↾ObC1
= F ○ id, czyli

∀A∈ObC1 ∶ F (idA) = idF (A) ,
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● ○C ○ (F ↾MorC1
× F ↾MorC1

) = F ○ ○C , czyli
∀(f,g)∈MorC1s×tMorC1

∶ F (f ○C1 g) = F (f) ○C2 F (g) .
W kontekście konstrukcji uniwersalnych funktor F ∶ C1 Ð→ C2 określamy czȩsto mianem dia-
gramu w kategorii C2 modelowanego na kategorii C1. W szczególnościmorfizm grupoidów
pomiȩdzy dwoma grupoidami Gα, α ∈ {1,2} to funktor kowariantny miȩdzy odnośnymi kategori-
ami.

Funktor kontrawariantny z kategorii C1 w kategoriȩ C2 to odwzorowanie o składowych,
oznaczanych jak wyżej,

● obiektowej F ∶ ObC1 Ð→ Ob cC2,
● morfizmowej F ∶ MorC1 Ð→MorC2 ,

które spełniaja̧ nastȩpuja̧ce warunki:
● s ○ F ↾MorC1

= F ○ t oraz t ○ F ↾MorC1
= F ○ s, czyli

∀A,B∈ObC1 ∀f∈HomC1
(A,B) ∶ F (f) ∈ HomC2(F (B), F (A)) ,

● id ○ F ↾ObC1
= F ○ id, czyli

∀A∈ObC1 ∶ F (idA) = idF (A) ,

● ○C ○ τ ○ (F ↾MorC1
× F ↾MorC1

) = F ○ ○C , gdzie τ jest transpozycja̧, czyli

∀(f,g)∈MorC1s×tMorC1
∶ F (f ○C1 g) = F (g) ○C2 F (f) .

Funktor F ∶ C1 Ð→ C2 nazywamy
● istotnie surjektywnym (lub gȩstym) jeśli każdy obiekt kategorii C2 jest izomorficzny
z pewnym obiektem w obrazie funktora F , tj. jeśli spełniony jest warunek

∀X∈ObC2 ∃A∈ObC1 ∃f∈HomC2
(X,F (A)) ∶ ( f(X) = F (A)

∧ ∃f−1∈HomC2
(F (A),X) ∶ ( f−1 ○C2 f = idX ∧ f ○C2 f

−1 = idF (A) ) ) ;

● pełnym, jeśli spełniony jest warunek

∀A,B∈ObC1 ∀f∈HomC2
(F (A),F (B)) ∃g∈HomC1

(A,B) ∶ f = F (g)

(w przypadku funktora kowariantnego) albo warunek

∀A,B∈ObC1 ∀f∈HomC2
(F (A),F (B)) ∃g∈HomC1

(B,A) ∶ f = F (g)

(w przypadku funktora kontrawariantnego);
● wiernym, jeśli spełniony jest warunek

∀A,B∈ObC1 ∀f,g∈HomC1
(A,B) ∶ ( F (f) = F (g) ⇐⇒ f = g ) ;

● w pełni wiernym, jeśli jest pełny i wierny.
Superpozycja funktorów to zwykła superpozycja ich składowych: obiektowej i morfizmowej,
która̧ oznaczamy standardowym symbolem ○, tj. dla pary funktorów Fα ∶ Cα Ð→ Cα+1, α ∈ {1,2}
miȩdzy kategoriami Cβ , β ∈ {1,2,3} zapisujemy

F2 ○ F1 ∶ C1
F1ÐÐ→ C2

F2ÐÐ→ C3 .

Przykłady 2. (Funktory)
(1) Funktor identycznościowy idC ∶ C↻ o składowej obiektowej idC ∶ ObC↻ ∶ Az→ A

i morfizmowej idC ∶ MorC↻∶ f z→ f .
(2) Funktor stały X ∶ C Ð→ D , zwany też stała̧, określony przez obiekt X ∈ ObD, o

składowej obiektowej X ∶ ObC Ð→ ObD ∶ A z→ X i morfizmowej X ∶ MorC Ð→
MorD ∶ f z→ idX .

(3) Reprezentacja R ∶ G Ð→ GL(V ;K) grupy G ∈ ObGrp na przestrzeni wektorowej
V ∈ ObVectK nad ciałem K określa funktor kowariantny w rozumieniu Przykł. 1 (3),
patrz: App. ??.
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(4) Dualność modułów nad pierścieniem przemiennym R określa (endo)funktor kontrawari-
antny ∗ ∶ ModR ↻ o składowej obiektowej ∗ ∶ ObModR ↻ ∶ G z→ G∗ i mor-
fizmowej ∗ ∶ MorModR ↻ ∶ χ z→ χ∗, gdzie dla dowolnego χ ∈ HomR(G1,G2) jest
χ∗ ∶ G∗

2 Ð→ G∗
1 ∶ ϕz→ ϕ ○ χ.

(5) Konstrukcja zbioru potȩgowego określa (endo)funktor kowariantny 2⋅ ∶ Set↻, o składowej

obiektowej 2⋅ ∶ ObSet↻∶X z→ 2X i morfizmowej 2⋅ ∶ MorSet↻∶ ( X fÐÐ→ Y )z→ ( 2X ∋
O z→ f(O) ∈ 2Y ).

Naturalne narzȩdzie porównania realizacji wprowadzamy w

Definicja 3. Transformacja naturalna miȩdzy funktorami kowariantnymi F1, F2 ∶ C1 Ð→ C2
to rodzina morfizmów η⋅ ∶ ObC1 Ð→ MorC2 ∶ A z→ ηA o własności wyrażonej przez diagramy
przemienne

∀ A,B∈ObC1

f∈HomC1
(A,B)

∶

F1(A)
F1(f) //

ηA

��

F1(B)

ηB

��
F2(A)

F2(f)
// F2(B)

.(1)

Transformacjȩ naturalna̧ bȩdziemy (najczȩściej) zapisywać symbolicznie w postaci

C1

F1

!!

F2

==
η⋅

��
C2

Jeśli wszystkie morfizmy tworza̧ce rodzinȩ η⋅ sa̧ izomorfizmami, transformacjȩ naturalna̧ określamy
mianem izomorfizmu naturalnego. Jedyna różnica w definicji transformacji naturalnej w przy-
padku funktorów kontrawariantnych polega na tym, że rodzina morfizmów w kategorii-przeciwdziedzinie
indeksowanych przez morfizmy z kategorii-dziedziny spełnia warunki wyrażone przez diagramy
przemienne

∀ A,B∈ObC1

f∈HomC1
(A,B)

∶

F1(A)

ηA

��

F1(B)
F1(f)oo

ηB

��
F2(A) F2(B)

F2(f)
oo

.(2)

Przykłady 3. (Transformacje naturalne)
(1) Rodzina izomorfizmów grup Inv⋅ ∶ ObGrpÐ→MorGrp ∶ Gz→ InvG, z których każdy

traktujemy jako odwzorowanie z (odnośnej) grupy G w grupȩ do niej przeciwna̧, Gopp,
określa izomorfizm naturalny miȩdzy funktorem identycznościowym na kategorii Grp a
funktorem „brania przeciwności", który dowolnej grupie przyporza̧dkowuje grupȩ do niej
przeciwna̧ i każdemu homomorfizmowi grup – tenże homomorfizm.

(2) Rodzina monomorfizmów przestrzeni wektorowych (nad ustalonym ciałem K) ev⋅⋅ ∶ ObVectK Ð→
MorVectK ∶ V z→ evV⋅ , z których każdy przyporza̧dkowuje (odnośnej) przestrzeni wek-
torowej V odwzorowanie (K-liniowe) ewaluacji evV⋅ ∶ V Ð→ V ∗∗ ∶ v z→ evVv określone
wzorem evVv ∶ V ∗ Ð→ K ∶ ϕ z→ ϕ(v), określa transformacjȩ naturalna̧ miȩdzy funk-
torem identycznościowym na kategorii VectK a funktorem bidualizacji, który dowolnej
przestrzeni przyporza̧dkowuje bidualna̧ do niej i każdemu odwzorowaniu K-liniowemu –
odwzorowanie bidualne.
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Uwaga 1. Funktory kowariantne (wzgl. kontrawariantne) F ∶ C1 Ð→ C2 miȩdzy dwiema
ustalonymi (dowolnie) kategoriami tworza̧ kategoriȩ, której morfizmami sa̧ transformacje natu-
ralne. Oznaczamy ja̧ symbolami

CC
(op)
1

2 ≡ [C(op)
1 ,C2] ≡ Fun(C(op)

1 ,C2)
i nazywamy kategoria̧ funktorów kowariantnych (wzgl. kontrawariantnych) z C1 do C2
lub – we wspomnianym wcześniej kontekście – kategoria̧ diagramów w C2 modelowanych na
C(op)

1 .
W szczególności gdy C2 ≡ Set, kategoriȩ

SetC
op
1 ≡ [Cop

1 ,Set] ≡ Fun(Cop
1 ,Set)

określamy mianem kategorii presnopów na C1 i oznaczamy symbolem

PreSh(C1) ≡ Fun(Cop
1 ,Set) .

Jej obiekty nazywamy presnopami na C1.
W przypadku, gdy C1 = S jest kategoria̧ pewnego zbioru S ∈ Ob(Set) z Przykł. (1.5), odnośna̧

kategoriȩ CS określamy mianem kategorii cia̧gów (uogólnionych)w C indeksowanych przez
S. Kategoriȩ C zanurzamy w CΛ przy użyciu funktora kowariantnego (cia̧gi stałe) ∆C;Λ ∶ C Ð→
CΛ o składowych: obiektowej

∆C;Λ ∶ ObC Ð→ ObCΛ ∶ X z→ ( ΛÐ→ ObC ∶ λz→X )
i morfizmowej

∆C;Λ ∶ MorC Ð→MorCΛ ∶ ξ z→ ( ΛÐ→MorC ∶ λz→ ξ ) .
Fundamentalna i zarazem naturalna rola tej kategorii jest eksponowana przez Lemat Yonedy,
bȩda̧cy kategoryfikacja̧ Twierdzenia Cayleya, o czym wiȩcej można przeczytać w dodatku pt. „W 8
stron od teorii grup do teorii kategorii” do niniejszego wykładu.

Znaczenie transformacji naturalnych w badaniu relacji miȩdzy kategoriami, nierzadko służa̧cym
pogłȩbieniu naszego ich zrozumienia, eksponuje

Definicja 4. Równoważność kategorii C1 i C2 to para funktorów

F ∶ C1 Ð→ C2 , G ∶ C2 Ð→ C1
wraz z para̧ izomorfizmów naturalnych

C1

G○F

!!

idC1

==η̂⋅≅
��

C1 , C2

F○G

!!

idC2

==η̌⋅≅
��

C2 .

Kategorie, dla których istnieje równoważność, określamy mianem (wzajem) równoważnych.

Mamy proste a istotne

Stwierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i wystarczaja̧cym równoważności dwóch kategorii jest
istnienie pomiȩdzy nimi funktora istotnie surjektywnego i w pełni wiernego.

Dowód: Oczywisty. �

Do precyzyjnego sformułowania pojȩcia uniwersalności bȩdziemy jeszcze potrzebować

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. 1. Obiekt T kategorii C nazywamy końcowym (albo ter-
minalnym), jeżeli dla każdego X ∈ ObC istnieje dokładnie jeden morfizm ϕ ∈ HomC(X,T ). Ana-
logicznie, obiekt I kategorii C nazywamy pocza̧tkowym (albo inicjalnym), jeżeli dla każdego
X ∈ ObC istnieje dokładnie jeden morfizm ϕ ∈ HomC(I,X). Obiekt kategorii bȩda̧cy zarazem
końcowym i pocza̧tkowym nosi miano zerowego.
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Przykłady 4. (Obiekty końcowe i pocza̧tkowe)
(1) W kategorii Set z Przykł. 1 (1) obiektem końcowym jest (dowolny) singleton, pocza̧tkowym

zaś (jedynym) – zbiór pusty. Nie ma w niej obiektów zerowych.
(2) W kategoriach Grp,AbGrp i pochodnych ModR,VectK z Przykł. 1 (2) obiektem ze-

rowym jest (dowolna) struktura trywialna.
(3) W kategorii AbRing z Przykł. 1 (2) obiektem końcowym jest pierścień trywialny, pocza̧tkowym

zaś – pierścień Z.
(4) Kategoria Field nie zawiera obiektów końcowych ani pocza̧tkowych.

O wyja̧tkowości obiektów terminalnych i inicjalnych przesa̧dza

Twierdzenie 1 (O jednoznaczności obiektów terminalnych i inicjalnych). Przyjmijmy notacjȩ
Def. 5. Niechaj Tα, α ∈ {1,2} bȩda̧ dwoma obiektami terminalnymi w kategorii C i niech Iβ , β ∈
{1,2} bȩda̧ dwoma obiektami inicjalnymi w tejże kategorii. Istnieja̧ jednoznacznie określone
izomorfizmy (w kategorii C)

τ1,2 ∶ T1
≅ÐÐ→ T2 , ι1,2 ∶ I1

≅ÐÐ→ I2 .

Dowód: Rozważmy parȩ Tα, α ∈ {1,2} obiektów terminalnych w C. Terminalność T1 implikuje
istnienie dokładnie jednego morfizmu τ2,1 ∶ T2 Ð→ T1, a terminalność T2 – dokładnie jednego
morfizmu τ1,2 ∶ T1 Ð→ T2. Ich złożenie τ2,1 ○ τ1,2 jest endomorfizmem T1, ale endomorfizmem
takim jest też idT1 , co wobec terminalności T1 oznacza, że koniecznie

τ2,1 ○ τ1,2 = idT1 .

Podobnie dowodzimy równości

τ1,2 ○ τ2,1 = idT2 ,

która w poła̧czeniu z poprzednia̧ przesa̧dza o izomorficznym charakterze τ1,2. W przypadku obiek-
tów inicjalnych Iβ , β ∈ {1,2} rozumowanie przebiega w pełni analogicznie. �

2. Uniwersalność

Pojȩcia wprowdzone w poprzednim rozdziale pozwalaja̧ poddać stosownej formalizacji koncepcjȩ
„wyja̧tkowości”, co czynimy w poniższej

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def. 5. Niechaj Cα, α ∈ {1,2,3} bȩda̧ kategoriami i niech Fβ ∶
Cβ Ð→ C3, β ∈ {1,2} bȩda̧ funktorami kowariantnymi, X zaś – (dowolnym) obiektem kategorii
C1. Wreszcie też niech PX;F1,F2(Y,ϕ) bȩdzie pewnym zdaniem logicznym określaja̧cym własność
ϕ ∈ MorC3 w odwołaniu do struktury (X;F1, F2) oraz Y ∈ ObC2, dla którego jest dobrze określona
kategoria T [PX;F1,F2] o klasie obiektów

ObT [PX;F1,F2] ∶= { (Y,ϕ) ∈ ObC2 ×MorC3 ∣ ϕ ∈ HomC3
(F2(Y ), F1(X))

∧ PX;F1,F2(Y,ϕ) }

i zbiorach morfizmów2

HomT [PX;F1,F2
]((Y1, ϕ1), (Y2, ϕ2)) ∶= { χ ∈ HomC2(Y1, Y2) ∣ ϕ2 ○ F2(χ) = ϕ1 } ,

ze złożeniem dziedziczonym z C2, lub kategoria I[PX;F1,F2] o klasie obiektów

ObI[PX;F1,F2] ∶= { (Y,ϕ) ∈ ObC2 ×MorC3 ∣ ϕ ∈ HomC3
(F1(X), F2(Y ))

∧ PX;F1,F2(Y,ϕ) }

2Obecność identyczności (na dowolnym obiekcie C2) w klasie morfizmów, jak również możliwość składania
morfizmów sa̧ zagwarantowane przez funktorialność F2.
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i zbiorach morfizmów

HomI[PX;F1,F2
]((Y1, ϕ1), (Y2, ϕ2)) ∶= { χ ∈ HomC2(Y1, Y2) ∣ F2(χ) ○ ϕ1 = ϕ2 } ,

ze złożeniem dziedziczonym z C2.
Struktura końcowa (lub terminalna) dla PX;F1,F2 to obiekt końcowy (T, τ) w kategorii

T [PX;F1,F2]. Definiuja̧ca̧ własność tego obiektu, zwana̧ własnościa̧ końcowa̧ (lub terminalna̧),
opisuje diagram przemienny

F2(Y )

F2(Ψ)

��

ϕ

{{

(Y,ϕ)

Ψ

��

�F2○pr1oo

X
�

F1

// F1(X) F2(T )τ
oo (T, τ)�

F2○pr1

oo

,(3)

C1 C3 T [PX;F1,F2] ,

w którym (Y,ϕ) jest dowolnym obiektem w kategorii T [PX;F1,F2], a przerywana ciȩciwa strzałki
symbolizuje „istnienie i jedyność” odnośnego morfizmu.

Struktura pocza̧tkowa (lub inicjalna) dla PX;F1,F2 to obiekt pocza̧tkowy (I, ι) w kategorii
I[PX;F1,F2]. Definiuja̧ca̧ własność tego obiektu, zwana̧ własnościa̧ pocza̧tkowa̧ (lub inicjalna̧),
opisuje diagram przemienny

F2(Y ) (Y,ϕ)�F2○pr1oo

X
�

F1

// F1(X)

ϕ

;;

ι
// F2(I)

F2(Φ)

OO

(I, ι)

Φ

OO

�
F2○pr1

oo

,(4)

C1 C3 I[PX;F1,F2]

w którym (Y,ϕ) jest dowolnym obiektem w kategorii I[PX;F1,F2].
Struktury terminalne i inicjalne nosza̧ wspólne miano struktur uniwersalnych.

Sens uniwersalności łatwo wysłowić w jȩzyku potocznym: oto dowolne odwzorowanie transportuja̧ce
strukturȩ rodzaju C3 z F1(X) (wzgl. do F1(X)), a przy tym spełniaja̧ce warunek PX;F1,F2(Y,ϕ),
jest przeprowadzane, za pośrednictwem F2-obrazu jedynego homomorfizmu indukowanego, przez
F2-obraz (obiektowej składowej) struktury inicjalnej (wzgl. terminalnej). Na pytanie o istnienie
struktur uniwersalnych nie ma uniwersalnej odpowiedzi – tej trzeba każdorazowo poszukiwać w
interesuja̧cym nas kontekście (np. algebraicznym). Można natomiast bardzo konkretnie skwanty-
fikować swobodȩ ich wyboru (bȩda̧ca̧ miara̧ ich jednoznaczności, wiȩc wyja̧tkowości właśnie), co
czyni poniższe

Twierdzenie 2 (O jednoznaczności struktur uniwersalnych). Przyjmijmy notacjȩ Def. 6. Niechaj
(Tα, τα), α ∈ {1,2} bȩda̧ dwiema strukturami terminalnymi dla PX;F1,F2 i niech (Iβ , ιβ), β ∈
{1,2} bȩda̧ dwiema strukturami inicjalnymi dla PX;F1,F2 . Istnieja̧ jednoznacznie określone izomor-
fizmy (w kategorii C2)

τ1,2 ∶ T1
≅ÐÐ→ T2 , ι1,2 ∶ I1

≅ÐÐ→ I2 .

Dowód: Natychmiastowa konsekwencja Def. 6 i Tw. 1. �

Praktyczny sens udowodnionego twierdzenia jest oczywisty: każde dwie struktury uniwersalne
możemy utożsamić, i to w jednoznaczny sposób, za pośrednictwem stosownego izomorfizmu τ1,2
(wzgl. ι1,2).
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Ażeby oswoić Czytelnika z pozornie dość ezoteryczna̧ konstrukcja̧ z Def. 6, rozważymy obecnie
kilka konkretnych jej instancjacji, z którymi miał On najpewniej okazjȩ zetkna̧ć siȩ w dotychcza-
sowych swoich matematycznych i fizykalnych peregrynacjach.

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Def. 1 i 6 oraz Przykł. 1 (5) i ustalmy zbiór Λ oraz kategoriȩ
C, z którymi stowarzyszamy kategoriȩ CΛ cia̧gów uogólnionych w C indeksowanych przez Λ,
zawieraja̧ca̧ funktorialny obraz C w postaci cia̧gów stałych.

Produkt rodziny X⋅ ∈ ObCΛ to struktura terminalna

(∏
λ∈Λ

Xλ,{πλ}λ∈Λ)

dla warunku tautologicznego PX⋅;id
C

Λ ,∆C;Λ
≡ 1 na ObC × MorCΛ. Morfizm πλ określamy przy

tym mianem rzutu kanonicznego na (składowa̧) Xλ. Kategoriȩ, w której istnieja̧ produkty,
określamy mianem kategorii z produktami. Przy tym ilekroć ∣Λ∣ < ∞, bȩdziemy wymiennie
używać symboli ∏ i ×.

Koprodukt rodziny X⋅ ∈ ObCΛ to struktura inicjalna

(∐
λ∈Λ

Xλ,{λ}λ∈Λ)

dla tautologicznego warunku PX⋅;id
C

Λ ,∆C;Λ
≡ 1 na ObC ×MorCΛ. Morfizm λ określamy przy tym

mianem włożenia kanonicznego (składowej) Xλ. Kategoriȩ, w której istnieja̧ koprodukty,
określamy mianem kategorii z koproduktami.

Koprodukt w kategoriach C ∈ {AbGrp,AbRing,ModR,VectK} i AlgR (dla pierścienia R i
ciała K) jest najczȩściej określany mianem sumy prostej i oznaczany symbolem ∐ ≡⊕.

Wprost z definicji wynika naturalne rozszerzenie konstrukcji produktu i koproduktu na klasy mor-
fizmów kategorii C – obserwacjȩ tȩ precyzujemy poniżej.

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. 7 i niechaj

(∏
λ∈Λ

Xα
λ ,{παλ}λ∈Λ) , α ∈ {1,2}

bȩda̧ dwoma produktami odnośnych rodzin Xα
⋅ . Dla dowolnej rodziny morfizmów χ⋅ ∈ HomCΛ(X1

⋅ ,X
2
⋅ )

istnieje dokładnie jeden morfizm

∏
λ∈Λ

χλ ∈ HomC(∏
µ∈Λ

X1
µ,∏
ν∈Λ

X2
ν) ,

który czyni poniższy diagram przemiennym

∏µ∈Λ X1
µ

π1
ρ //

∏λ∈Λ χλ

��

X1
ρ

χρ

��
∏ν∈Λ X2

ν
π2
ρ

// X2
ρ

Morfizm ten określamy mianem produktu rodziny morfizmów χ⋅ ∈ MorCΛ.
Jeśli ponadto dany jest trzeci produkt

(∏
λ∈Λ

X3
λ,{π3

λ}λ∈Λ)

oraz rodzina morfizmów χ̃⋅ ∈ HomCΛ(X2
⋅ ,X

3
⋅ ), to dla zdefiniowanego przez nia̧ produktu mor-

fizmów ∏λ∈Λ χ̃λ oraz dla ∏λ∈Λ χλ zachodzi tożsamość

(∏
λ∈Λ

χ̃λ) ○ (∏
µ∈Λ

χµ) = ∏
λ∈Λ

(χ̃λ ○ χλ) .
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Dowód: Teza jest prosta̧ konsekwencja̧ terminalnej natury produktu (∏λ∈Λ X2
λ, {π2

λ}λ∈Λ) i jako
taka jest pozostawiona Czytelnikowi jako proste zadanie do samodzielnego wykonania. �

Ostatnie stwierdzenie naturalnie uzupełnia

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. 7 i niechaj

(∐
λ∈Λ

Xα
λ ,{αλ}λ∈Λ) , α ∈ {1,2}

bȩda̧ dwoma koproduktami odnośnych rodzin Xα
⋅ . Dla dowolnej rodziny morfizmów χ⋅ ∈ HomCΛ(X1

⋅ ,X
2
⋅ )

istnieje dokładnie jeden morfizm

∐
λ∈Λ

χλ ∈ HomC(∐
µ∈Λ

X1
µ,∐
ν∈Λ

X2
ν) ,

który czyni poniższy diagram przemiennym

∏µ∈Λ X1
µ

∏λ∈Λ χλ

��

X1
ρ

1ρoo

χρ

��
∏ν∈Λ X2

ν X2
ρ

2ρ

oo

Morfizm ten określamy mianem koproduktu rodziny morfizmów χ⋅ ∈ MorCΛ.
Jeśli ponadto dany jest trzeci koprodukt

(∐
λ∈Λ

X3
λ,{3λ}λ∈Λ)

oraz rodzina morfizmów χ̃⋅ ∈ HomCΛ(X2
⋅ ,X

3
⋅ ), to dla zdefiniowanego przez nia̧ koproduktu mor-

fizmów ∐λ∈Λ χ̃λ oraz dla ∐λ∈Λ χλ zachodzi tożsamość

(∐
λ∈Λ

χ̃λ) ○ (∐
µ∈Λ

χµ) = ∐
λ∈Λ

(χ̃λ ○ χλ) .

Dowód: W pełni analogiczny do poprzedniego. �

Ilustracji wprowadzonych dotychczas pojȩć i konstrukcji abstrakcyjnych dostarcza poniższy przy-
kład, którego dokładne zrozumienie w czȩści pocza̧tkowej dotycza̧cej produktu stanowi podstawȩ
szczegółowych rozważań poświȩconych obiektom uniwersalnym w kategorii modułów nad pierście-
niem.

Przykłady 5. Rozważmy strukturȩ algebraiczna̧ rodzaju trywialnego (tj. „pustego”), której noś-
nikiem sa̧ zbiory bez jakichkolwiek wyróżnionych operacji wieloargumentowych i dla której homo-
morfizmami sa̧ dowolne odwzorowania miȩdzy zbiorami. W tym szczególnym przypadku produk-
tem zbiorów z rodziny indeksowanej S⋅ ∈ ObSetΛ jest produkt kartezjański [KM76, Rozdz. IV § 6]

⊓
λ∈Λ

Sλ ∶= { f ∶ ΛÐ→ ⋃
λ∈Λ

Sλ ∣ ∀λ∈Λ ∶ f(λ) ∈ Sλ }

wraz z rodzina̧ {$λ ∶= prλ}λ∈Λ rzutów kanonicznych na składowe Sλ,

prµ ∶ ⊓
λ∈Λ

Sλ Ð→ Sµ ∶ f z→ f(µ) .

Należy zwrócić uwagȩ, że w przypadku skończonego zbioru indeksów Λ ≡ 1, n produkt kartezjański
sprowadza siȩ do standardowego iloczynu kartezjańskiego3 i zapisuje w postaci

×nk=1 Sk = { (x1, x2, . . . , xn) ∣ ∀k∈1,n ∶ xk ∈ Sk } ,

3Por. uwagi pod definicja̧ w traktacie Kuratowskiego i Mostowskiego, jak również Konw. ??.
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przy czym

prl ∶ ×nk=1 Sk Ð→ Sl ∶ (x1, x2, . . . , xn)z→ xl .

Dla dowolnej rodziny odwzorowań

{fλ ∶ X Ð→ Sλ}λ∈Λ
znajdujemy jedyne odwzorowanie

Φ ∶ X Ð→ ⊓
λ∈Λ

Sλ

o własności (3), a mianowicie

xz→ Φ(x) , Φ(x)(λ) ∶= fλ(x) .
Koproduktem jest tutaj natomiast suma rozła̧czna4

⊔
λ∈Λ

Sλ ∶= { (x,λ) ∣ x ∈ Sλ ∧ λ ∈ Λ }

wraz z injekcjami (wła̧czeniami) kanonicznymi

µ ∶ Sµ Ð→ ⊔
λ∈Λ

Sλ ∶ xz→ (x,µ) .

Z dowolna̧ rodzina̧ odwzorowań

{gλ ∶ Sλ Ð→ Y }λ∈Λ
stowarzyszamy jedyne odwzorowanie

Ψ ∶ ⊔
λ∈Λ

Sλ Ð→ Y

o własności (4), a mianowicie

(x,λ)z→ Ψ(x,λ) ∶= gλ(x) .

Zwieńczeniem obecnej dyskusji jest szczegółowe wyprowadzenie postaci produktu i koproduktu w
kategorii modułów nad pierścieniem przemiennym R.

Definicja 8. Przyjmijmy zapis Def. 7 oraz Przykł. 5. Niechaj G⋅ ∈ ObModΛ
R bȩdzie rodzina̧

modułów nad pierścieniem R . Produkt modułów z rodziny G⋅ to para

(M ⊓,{prλ}λ∈Λ) , M ⊓ ∶= ((⊓
λ∈Λ

Gλ, φ
⊓
2 , φ

⊓
1 , φ

⊓
0) , `⊓) ,

w której φ⊓n, n ∈ {0,1,2} to kanonicznie indukowane operacje grupowe, `⊓ zaś to kanonicznie
indukowane działanie R na produkcie kartezjańskim ⊓λ∈Λ Gλ, które czynia̧ z (M ⊓,{prλ}λ∈Λ)
produkt rodziny G⋅ w rozumieniu Def. 7.

Poświȩcimy obecnie trochȩ czasu na bezpośrednie uzasadnienie i wyjaśnienie powyższej definicji w
odwołaniu do wcześniejszej definicji produktu jako morfizmu terminalnego. Oto wiȩc rozważamy
zbiór G⊓ ∶= ⊓λ∈Λ Gλ z rzutami kanonicznymi prλ ∶ G⊓ Ð→ Gλ. Dodawania grupowe5

+λ ∶= φ(λ)
2 ∶ Gλ ×Gλ Ð→ Gλ

zadaja̧ – dla dowolnego indeksu λ ∈ Λ – odwzorowania

φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ) ∶ G⊓ ×G⊓ Ð→ Gλ ,

co wobec terminalności pary (G⊓,{prλ}λ∈Λ), w której G⊓ traktowane jest jako struktura trywialna
(czyli obiekt Set), oznacza istnienie jedynego odwzorowania (a priori bez dodatkowych własności
wzglȩdem operacji grupowych i działań określonych dla poszczególnych składowych rodziny)

φ⊓2 ∶ G⊓ ×G⊓ Ð→ G⊓

4N.B. Ilekroć x ∈ Sλ ∩ Sµ, λ ≠ µ, wówczas (x,λ) ≠ (x,µ).
5Opisywana konstrukcja produktu po opuszczeniu działań składowych `(λ) stosuje siȩ także do grup nieprzemi-

ennych.
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o własności

prλ ○ φ⊓2 = φ(λ)
2 ○ (prλ × prλ) .(5)

Zauważmy, że jeśli tylko φ⊓2 jest poprawnie określonym dodawaniem na G⊓ a rzuty prλ sa̧ ho-
momorfizmami grup transportuja̧cymi owo dodawanie w dodawanie w poszczególnych składowych
Gλ, czego mozolnie dowodzimy poniżej, to tożsamość (5) identyfikuje operacjȩ φ⊓2 jako „dodawanie
po współrzȩdnych”. Łatwo przy tym stwierdzamy, że homomorficzność rzutów wynika bezpośred-
nio z założenia, że φ⊓2 =∶ +⊓ jest poża̧dana̧ operacja̧ grupowa̧, oto bowiem (5) implikuje równość

prλ(g +⊓ h) = prλ(g) +λ prλ(h) ,
słuszna̧ dla dowolnych dwóch elementów g, h ∈ G⊓ a oznaczaja̧ca̧ właśnie, że prλ sa̧ homomorfiz-
mami grup. Wystarcza zatem sprawdzić definiuja̧ce własności dodawania grupowego w odniesieniu
do odwzorowania φ⊓2 . W pierwszej kolejności zbadamy jego ła̧czność. Biora̧c dowolne g, h, k ∈ G⊓,
obliczamy – wykorzystuja̧c po drodze (przy przejściu z linii 2. do linii 3.) ła̧czność operacji φ(λ)

2 –

prλ ○ φ⊓2 (φ⊓2(g, h), k) = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ) (φ⊓2(g, h), k)

≡ φ
(λ)
2 (prλ ○ φ⊓2(g, h),prλ(k))

= φ
(λ)
2 (φ(λ)

2 ○ (prλ × prλ)(g, h),prλ(k))

≡ φ
(λ)
2 (φ(λ)

2 (prλ(g),prλ(h)) ,prλ(k))

= φ
(λ)
2 (prλ(g), φ

(λ)
2 (prλ(h),prλ(k)))

≡ φ
(λ)
2 (prλ(g), φ

(λ)
2 ○ (prλ × prλ)(h, k))

= φ
(λ)
2 (prλ(g),prλ ○ φ⊓2(h, k))

≡ φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ) (g, φ⊓2(h, k))

= prλ ○ φ⊓2 (g, φ⊓2(h, k)) .
Tym sposobem otrzymujemy dwa odwzorowania

G⊓ ×G⊓ ×G⊓
φ⊓2○(φ

⊓

2×idG⊓) //
φ⊓2○(idG⊓×φ

⊓

2)
// G⊓ prλ // Gλ ,

których obrazy pokrywaja̧ siȩ, daja̧c odwzorowanie φ
(λ)
2 ○ (idGλ × φ

(λ)
2 ) ○ (prλ × prλ × prλ). Raz

jeszcze przywołuja̧c terminalność pary (G⊓,{prλ}λ∈Λ), wnioskujemy, że istnieje dokładnie jedno
odwzorowanie

α⊓ ∶ G⊓ ×G⊓ ×G⊓ Ð→ G⊓

przez nie indukowane, które spełnia tożsamość

prλ ○ α⊓ = φ
(λ)
2 ○ (idGλ × φ

(λ)
2 ) ○ (prλ × prλ × prλ) ,

a ponieważ zarówno φ⊓2 ○(φ⊓2×idG⊓), jak i φ⊓2 ○(idG⊓×φ⊓2) spełniaja̧ ten warunek, przeto koniecznie

φ⊓2 ○ (φ⊓2 × idG⊓) = α⊓ = φ⊓2 ○ (idG⊓ × φ⊓2) ,
co dowodzi ła̧czności φ⊓2 .

Analogicznie wykazujemy przemienność φ⊓2 , korzystaja̧c z przemienności φ(λ)
2 . Oto bowiem, dla

dowolnych g, h ∈ G⊓,

prλ ○ (φ⊓2 ○ τG⊓(g, h)) = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ)(h, g) ≡ φ

(λ)
2 (prλ(h),prλ(g))

= φ
(λ)
2 (prλ(g),prλ(h)) ≡ φ

(λ)
2 ○ (prλ × prλ)(g, h)
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= prλ ○ φ⊓2(g, h) ,
ska̧d równość odwzorowań

G⊓ ×G⊓
φ⊓2○τG⊓ //
φ⊓2

// G⊓ prλ // Gλ ,

tożsamych z φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ), czyli wobec jednoznaczności określenia indukowanego przezeń

odwzorowania

β⊓ ∶ G⊓ ×G⊓ Ð→ G⊓

o własności

prλ ○ β⊓ = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ)

mamy poża̧dana̧ identyczność

φ⊓2 ○ τG⊓ = β⊓ = φ⊓2 .
Nastȩpnie rozważamy elementy neutralne w każdej z grup składowych,

φ
(λ)
0 ∶ {●}Ð→ Gλ ∶ ●z→ eλ ,

i zapominaja̧c jak uprzednio o strukturze algebraicznej na rozważanych zbiorach, stowarzyszamy
z nimi jedyne odwzorowanie

φ⊓0 ∶ {●}Ð→ G⊓ ∶ ●z→ e⊓

o własności

prλ ○ φ⊓0 = φ(λ)
0 .

W ten sposób wyróżniamy element e⊓ zbioru G⊓, o sugestywnej postaci uogólnionego cia̧gu (o
indeksach z Λ) elementów neutralnych z grup składowych. Jego własności wzglȩdem dodawania
φ⊓2 sprawdzamy w bezpośrednim rachunku. Biora̧c dowolny element g ∈ G⊓, otrzymujemy

prλ ○ φ⊓2(e⊓, g) = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ)(e⊓, g) ≡ φ

(λ)
2 (prλ ○ φ⊓0(●),prλ(g))

= φ
(λ)
2 (φ(λ)

0 (●),prλ(g)) ≡ φ
(λ)
2 (eλ,prλ(g)) = prλ(g)

≡ prλ ○ pr2(e⊓, g) ,
sta̧d zaś równość odwzorowań

{●} ×G⊓
φ⊓2○(φ

⊓

0×idG⊓) //
pr2

// G⊓ prλ // Gλ ,

pokrywaja̧cych siȩ z φ(λ)
2 ○ (φ(λ)

0 × prλ). Znowu wiȩc znajdujemy jedyne odwzorowanie

ε⊓ ∶ {●} ×G⊓ Ð→ G⊓

spełniaja̧ce warunek

prλ ○ ε⊓ = φ
(λ)
2 ○ (φ(λ)

0 × prλ) ,
a zatem

φ⊓2 ○ (φ⊓0 × idG⊓) = ε⊓ = pr2 .

Podobnie dowodzimy tożsamości

φ⊓2 ○ (idG⊓ × φ⊓0) = pr1 ,

co w sumie pokazuje dowodnie, że e⊓ jest elementem neutralnym dodawania φ⊓2 .
Bez trudu rekonstruujemy też operacjȩ brania przeciwności w G⊓, biora̧c za punkt wyjścia

odnośne operacje w składowych

φ
(λ)
1 ∶ Gλ↺ .
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Rozumuja̧c jak wcześniej, tworzymy rodzinȩ odwzorowań

φ
(λ)
1 ○ prλ ∶ G⊓ Ð→ Gλ ,

z którymi możemy zwia̧zać jedyne odwzorowanie

φ⊓1 ∶ G⊓↺
o własności

prλ ○ φ⊓1 = φ(λ)
1 ○ prλ ,

która identyfikuje φ⊓1 jako „branie przeciwności po współrzȩdnych”. Trzeba jeszcze tylko upewnić
siȩ, że odwzorowanie to nadaje monoidowi przemiennemu (G⊓, φ⊓2 , φ

⊓
0) strukturȩ grupy przemi-

ennej. Z rachunku

prλ ○ φ⊓2 (φ⊓1(g), g) = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ) (φ⊓1(g), g) ≡ φ

(λ)
2 (prλ ○ φ⊓1(g),prλ(g))

= φ
(λ)
2 (φ(λ)

1 ○ prλ(g),prλ(g)) = e(λ) = φ
(λ)
0 (●) = prλ ○ φ⊓0(●) ,

wykonanego dla dowolnego g ∈ G⊓ a wskazuja̧cego na równość odwzorowań

{●} ×G⊓
φ⊓2○(φ

⊓

1 ,idG⊓)○pr2 //
φ⊓0○pr1

// G⊓ prλ // Gλ ,

identycznych z φ(λ)
0 ○ pr1, wywodzimy wniosek o istnieniu jedynego odwzorowania

µ⊓ ∶ {●} ×G⊓ Ð→ G⊓

o własności

prλ ○ µ⊓ = φ
(λ)
0 ○ pr1 .

Ostatecznie wiȩc stwierdzamy słuszność tożsamości

φ⊓2 ○ (φ⊓1 , idG⊓) ○ pr2 = µ⊓ = φ⊓0 ○ pr1 .

Analogiczne wnioskowanie prowadzi do jej symetrycznego odpowiednika

φ⊓2 ○ (idG⊓ , φ⊓1) ○ pr2 = µ⊓ = φ⊓0 ○ pr1 ,

co potwierdza identyfikacjȩ φ⊓1 jako operacji brania przeciwności.
Na koniec wreszcie indukujemy na zrekonstruowanej powyżej grupie przemiennej strukturȩ mod-

ułu nad pierścieniem R ze struktur składowych. W tym celu z każdego z działań

`(λ) ∶ R ×Gλ Ð→ Gλ

budujemy odwzorowanie

`(λ) ○ (idR × prλ) ∶ R ×G⊓ Ð→ Gλ ,

co daje nam jedyne odwzorowanie

`⊓ ∶ R ×G⊓ Ð→ G⊓

o własności

prλ ○ `⊓ = `(λ) ○ (idR × prλ) .
Z tej ostatniej odczytujemy definicjȩ `⊓ jako „działania po współrzȩdnych”. W żmudnym, lecz
poza tym absolutnie trywialnym rachunku przekonujemy siȩ, że tak zdefiniowane odwzorowanie
spełnia aksjomaty działania, i tym samym zamykamy kanoniczna̧ konstrukcjȩ modułu na produkcie
kartezjańskim G⊓.

O ile konstrukcja produktu modułów postȩpuje automatycznie po dokonaniu narzucaja̧cego
siȩ wyboru nośnika G⊓, o tyle konstrukcja koproduktu, który bȩdziemy w dalszej czȩści kursu
nazywać suma̧ prosta̧ modułów, wymaga pewnej dozy inwencji oraz rozlicznych sprawdzeń (jed-
noznaczności konstrukcji). Zaznaczamy zawczasu, że poniższa konstrukcja stosuje siȩ wyła̧cznie
do grup przemiennych, co bȩdziemy podkreślać pisza̧c eλ w notacji addytywnej jako 0λ.
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Definicja 9. Przyjmijmy zapis Def. 7 i 8. Suma prosta modułów z rodziny G⋅ to para

(M ⊔,{λ}λ∈Λ) , M⊕ ∶= ((⊕
λ∈Λ

Gλ, φ
⊓
2 , φ

⊓
1 , φ

⊓
0) , `⊓) ,

w której M⊕ jest podmodułem produktu modułów M ⊓ z rodziny G⋅ o nośniku

⊕
λ∈Λ

Gλ ∶= { g ∈ G⊓ ∣ ∣{ λ ∈ Λ ∣ prλ(g) ≠ 0λ }∣ <∞ }(6)

(czyli prλ(g) jest elementem neutralnym dla prawie wszystkich indeksów) i w której λ ∶ Gλ Ð→
G⊓ sa̧ injekcjami kanonicznymi spełniaja̧cymi warunki

∀λ,µ∈Λ ∀gµ∈Gµ ∶ prλ ○ µ(gµ) ∶= { gµ dla λ = µ
0λ dla λ ≠ µ .(7)

Pokażemy najpierw, że odwzorowania λ sa̧ homomorfizmami oraz że maja̧ cechȩ uniwersalności.
Na pocza̧tku ustalmy (dowolnie) indeks µ ∈ Λ i obliczmy – dla dowolnych gµ, hµ ∈ Gµ –

prλ ○ φ⊓2 ○ (µ × µ)(gµ, hµ) = φ
(λ)
2 ○ (prλ × prλ) ○ (µ × µ)(gµ, hµ)

= φ
(λ)
2 ○ ((prλ ○ µ) × (prλ ○ µ)) (gµ, hµ)

= { φ
(µ)
2 (gµ, hµ) dla λ = µ

φ
(λ)
2 (0λ,0λ) = 0λ dla λ ≠ µ

}

= prλ ○ µ ○ φ
(µ)
2 (gµ, hµ) ,

dowodza̧c tym samym równości dwóch rodzin odwzorowań

Gµ ×Gµ
φ⊓2○(µ×µ) //

µ○φ(µ)2

// G⊓ prλ // Gλ

identycznych z ψλ ∶ (gµ, hµ)z→ { φ
(µ)
2 (gµ, hµ) dla λ = µ

0λ dla λ ≠ µ . W konsekwencji terminalności pary

(G⊓,{prλ}λ∈Λ) równość ta implikuje istnienie jedynej rodziny odwzorowań

αµ ∶ Gµ ×Gµ Ð→ G⊓ , µ ∈ Λ

o własności

∀λ∈Λ ∶ prλ ○ αµ = ψλ .
Na tej podstawie wnioskujemy o równości

φ⊓2 ○ (µ × µ) = µ ○ φ
(µ)
2 ,

która wyraża homomorficzny charakter µ. Dowód uniwersalności λ wymaga, iżbyśmy z dowolna̧
rodzina̧ homomorfizmów grup (przemiennych)

χλ ∶ Gλ Ð→ Y , λ ∈ Λ

określona̧ dla dowolnej grupy przemiennej Y potrafili stowarzyszyć odwzorowanie

H ∶ ⊕
λ∈Λ

Gλ Ð→ Y

spełniaja̧ce relacje

∀λ∈Λ ∶ H ○ λ = χλ(8)

oraz udowodnić, że odwzorowanie o tej własności jest dane jednoznacznie. Postulujemy, dla dowol-
nego g ∈⊕λ∈Λ Gλ,

H(g) ∶= ∑
λ∈Λ

χλ ○ prλ(g) .
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Zauważmy, że suma w powyższej definicji jest skończona, por. (6), zatem definicja ma sens.
Sprawdzamy też bez trudu relacjȩ (8), wybrawszy dowolnie gλ ∈ Gλ,

H ○ λ(gλ) = ∑
µ∈Λ

χµ ○ prµ ○ λ(gλ)

≡ χλ ○ prλ ○ λ(gλ) +Y ∑
µ∈Λ∖{λ}

χµ ○ prµ ○ λ(gλ)

= χλ(gλ) +Y ∑
µ∈Λ∖{λ}

χµ(0µ) = χλ(gλ) .

Dowodzimy nastȩpnie jedyności H. Niechaj H̃ ∶ ⊕λ∈Λ Gλ Ð→ Y bȩdzie dowolnym innym takim
odwzorowaniem, a wtedy różnica odwzorowań

H − H̃ ∶ ⊕
λ∈Λ

Gλ Ð→ Y ∶ g z→H(g) +Y PY ○ H̃(g) ,

bȩda̧ca homomorfizmem grup przemiennych (przypomnijmy, że rzuty kanoniczne sa̧ homomorfiz-
mami grup przemiennych), spełnia tożsamości

(H − H̃) ○ λ(gλ) = H ○ λ(gλ) +Y PY (H̃ ○ λ(gλ)) = χλ(gλ) +Y PY (χλ(gλ))

= 0Y .

Możemy sta̧d wycia̧gna̧ć prosty wniosek:

⋃
λ∈Λ

λ(Gλ) ⊂ Ker (H − H̃) .

Jednakowoż Ker (H − H̃) jest podgrupa̧ ⊕λ∈ΛGλ, tj. podzbiorem domkniȩtym ze wzglȩdu na
operacjȩ brania skończonych sum jego elementów, każdy zaś element g ∈ ⊕λ∈ΛGλ jest taka̧ właśnie
suma̧ skończona̧ elementów z różnych λ(Gλ). Ażeby siȩ o tym przekonać, rozważmy odwzorowanie

ι⊕ ∶ ⊕
λ∈Λ

Gλ↺ ∶ g z→ ∑
λ∈Λ

λ ○ prλ(g) ,

które jest dobrze określone z tych samych powodów co H i które wobec homomorficzności rzutów
kanonicznych spełnia tożsamości

prλ ○ ι⊕(g) ≡ prλ ○ ∑
µ∈Λ

µ ○ prµ(g) = ∑
µ∈Λ

(prλ ○ µ) (prµ(g)) = prλ(g) .

Te ostatnie – jak w poprzednio dyskutowanych przypadkach (tj. w konsekwencji terminalności
produktu kartezjańskiego) – prowadza̧ do równości

ι⊕ = id⊕λ∈Λ Gλ ,(9)

zadaja̧cej rzeczony rozkład g na skończona̧ sumȩ

g = ∑
λ∈Λ

λ ○ prλ(g) .(10)

Wracaja̧c do zasadniczego wywodu, stwierdzamy, że jedynym podzbiorem ⊕λ∈Λ Gλ zawieraja̧cym
⋃λ∈Λ λ(Gλ) i domkniȩtym wzglȩdem operacji brania sum skończonych jest cały zbiór ⊕λ∈Λ Gλ,

Ker (H − H̃) = ⊕
λ∈Λ

Gλ ,

czyli też ostatecznie

H = H̃ .

Należy podkreślić, że nigdzie w dotychczasowej dyskusji koproduktu nie braliśmy pod uwagȩ
dodatkowej struktury R-modułu na nośniku grupy przemiennej, możemy przeto podsumować tȩ
jej czȩść stwierdzeniem, że oto czwórka

(⊕
λ∈Λ

Gλ, φ
⊓
2 , φ

⊓
1 , φ

⊓
0)

stanowi spójna̧ definicjȩ sumy prostej grup przemiennych. Jako że działanie pierścienia R w jawny
sposób zachowuje podgrupȩ ⊕λ∈Λ Gλ ⊂ G⊓, dla naszych celów wystarczy jeszcze tylko upewnić
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siȩ, że zarówno injekcje kanoniczne λ, jak też jedyny homomorfizm grup H sa̧ odwzorowani-
ami R-liniowymi. W tym drugim przypadku własność ta jest bezpośrednim nastȩpstwem R-
liniowości rzutów kanonicznych prλ oraz odwzorowań χ(λ). W przypadku pierwszym R-liniowości
stwierdzamy na gruncie terminalności produktu kartezjańskiego oraz dowiedzionych własności
odwzorowań `⊓ i `(λ), stosuja̧c sprawdzona̧ strategiȩ rozważań wcześniejszych. Punktem wyjścia
jest obserwacja (wysłowiona dla dowolnych λ,µ ∈ Λ oraz (r, gµ) ∈ R ×Gµ)

prλ ○ `⊓ ○ (idR × µ)(r, gµ) = `(λ) ○ (idR × prλ) ○ (idR × µ)(r, gµ)

≡ `(λ) ○ (idR × prλ ○ µ)(r, gµ) = (prλ ○ µ) ○ `(µ)(r, gµ) ,
wskazuja̧ca na równość dwóch rodzin odwzorowań

R ×Gµ
`⊓○(idR×µ) //

µ○`(µ)
// ⊕ν∈Λ Gν

prλ // Gλ ,

identycznych z rλ ∶ (r, gµ) z→ { `(µ)(r, gµ) dla λ = µ
0λ dla λ ≠ µ . Terminalność pary (G⊓,{prλ}λ∈Λ)

przesa̧dza w tej sytuacji o istnieniu jedynej rodziny odwzorowań

ρµ ∶ R ×Gµ Ð→⊕
ν∈Λ

Gν ⊂ G⊓

o własności

∀λ∈Λ ∶ prλ ○ ρµ = rλ .
Sta̧d ostatecznie wyprowadzamy poża̧dana̧ równość

λ ○ `(λ) = `⊓ ○ (idR × λ)
wyrażaja̧ca̧ R-liniowość injekcji kanonicznych.
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