
METODY ALGEBRY WYŻSZEJ W FIZYCE I
W CZASACH ZARAZY
5. WYKŁAD ZDALNY

Uzbrojeni w pojȩcia i konstrukcje przedstawione na dotychczasowych wykładach, możemy
wreszcie przejść do wprowadzenia obiektu podstawowego dla niniejszego kursu, czyli algebry Clif-
forda, i dyskusji jego własności.

1. Algebra Clifforda przestrzeni kwadratowej – funktor Cliff

Zaczynamy od

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (((V,+V ,PV , ● z→ 0V ), `V ),Q) bȩdzie
przestrzenia̧ kwadratowa̧1 nad ciałem K, A zaś –K-algebra̧ unitalna̧. Odwzorowanie ϕ ∈ HomK(V,A)
określimy mianem odwzorowania Clifforda, jeśli spełnia warunek

∀v∈V ∶ ϕ(v) ⋅A ϕ(v) = Q(v) ⊳ 1A .

Odwzorowania Clifforda określone na ustalonej przestrzeni kwadratowej tworza̧ kategoriȩ C(V,Q),
której obiektami sa̧ pary (A, ϕ) złożone z A ∈ ObuAlgK i odwzorowania Clifforda ϕ ∈ HomK(V,A),
morfizmami zaś – dla ustalonych obiektów (Aα, ϕα), α ∈ {1,2}, utworzonych przez Aα ∈ ObuAlgK
i odwzorowania Clifforda ϕα ∶ V Ð→ Aα – odwzorowania

HomC(V,Q)((A1, ϕ1), (A2, ϕ2)) = { χ ∈ HomuAlgK(A1,A2) ∣ ϕ2 = χ ○ ϕ1 } .
Ta pozwala nam sformułować fundamentalna̧

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def. 1. Algebra Clifforda przestrzeni kwadratowej (((V,+V ,
PV , ● z→ 0V ), `V ),Q) to struktura inicjalna

(Cliff(V,Q), CV )
dla warunku

P(V,Q);F1,F2
((A, ϕ)) = „ϕ ∶ V Ð→ A jest odwzorowaniem Clifforda”

na ObuAlgK × MorVectK, w którego zapisie F1 ∶ ◻VectK Ð→ VectK oraz F2 ∶ uAlgK Ð→
VectK to funktory zapominania. Składowe tej struktury to K-algebra Cliff(V,Q) z jednościa̧
eC ≡ 1Cliff(V,Q) oraz odwzorowanie Clifforda

CV ∶ V Ð→ Cliff(V,Q)
które bȩdziemy określać mianem kanonicznego odwzorowania Clifforda.

Uwaga 1. W dalszej czȩści wykładu bȩdziemy używać pojȩcia „algebra Clifforda” w odniesieniu
do unitalnej K-algebry Cliff(V,Q), o której mówi powyższa definicja. Ponadto, o ile nie bȩdzie
to prowadzić do nieporozumień, mnożenie i dodawanie w algebrze Clifforda bȩdziemy oznaczać
symbolami pozbawionymi indeksów: . i +, odpowiednio.
W analogii do konstrukcji iloczynu tensorowego możemy sformułować wygodne

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2. Poniższe zdania logiczne sa̧ równoważne.

1Zakładamy znajomość tego pojȩcia z kursu algebry liniowej, ale na wszelki przypadek przypominamy:
Przestrzeń kwadratowa to para złożona z przestrzeni wektorowej V nad ciałem K (o charK ≠ 2) oraz formy
kwadratowej Q ∶ V Ð→ K, tj. odwzorowania jednorodnego stopnia 2 o tej własności, że odwzorowanie zdefi-
niowane przez formułȩ polaryzacyjna̧ ΦQ ∶ V ×2 Ð→ K ∶ (v,w) z→ 2−1K ⋅ (Q(u +V v) − Q(u) − Q(v)) jest
(symetryczna̧) forma̧ dwuliniowa̧ na V . Przestrzenie kwadratowe wraz z izometriami, czyli odwzorowaniami lin-
iowymi χ ∈ HomK(V1, V2) miȩdzy nośnikami struktury kwadratowej (Vi,Qi), i ∈ {1,2} o własności Q2 ○ χ = Q1,
tworza̧ kategoriȩ przestrzeni kwadratowych, która̧ bȩdziemy oznaczać symbolem ◻VectK

1



2 METODY ALGEBRY WYŻSZEJ W FIZYCE I W CZASACH ZARAZY 5. WYKŁAD ZDALNY

(i) ((Cliff(V,Q), CV ), CV ) jest algebra̧ Clifforda przestrzeni kwadratowej
(((V,+V ,PV , ● z→ 0V ), `V ),Q).

(ii) Cliff(V,Q) jest generowana (jako K-algebra) przez elementy Image CV , tj.

Cliff(V,Q) = ⟨Image CV ⟩K ,
a ponadto dla każdej pary (A, ϕ) ∈ ObC(V,Q) jest określone odwzorowanie ϕ̃ ∈
HomC(V,Q)((C, CV ), (A, ϕ)), tj. takie, które czyni przemiennym diagram

A

V

ϕ

;;

CV

// Cliff(V,Q)

ϕ̃

OO

.

Dowód: W pełni analogiczny do dowodu Stw. 3.1. �

Prawdziwe jest nastȩpuja̧ce

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2. Algebra Clifforda dowolnej przestrzeni kwadratowej nad
dowolnym ciałem K istnieje i jest określona jednoznacznie z dokładnościa̧ do jedynego unitalnego
izomorfizmu K-algebr.

Dowód: W algebrze tensorowej ⊗K V przestrzeni kwadratowej (V,Q) nad ciałem K definiujemy
ideał obustronny

IQ ∶= ⟨v ⊗K v −Q(v) ⊳ 1K ∣ v ∈ V ⟩
⊗K V

,

co pozwala nam określić – na gruncie Stw. 4.4 – algebrȩ ilorazowa̧

Cliff(V,Q) ∶= ⊗K V /IQ(1)

wraz z odwzorowaniem K-liniowym (opuszczamy indeks ⊗K gwoli przejrzystości)

CV ≡ π⊗K V /IQ ○ 1 ∶ V Ð→ Cliff(V,Q) ∶ v z→ 1(v) + IQ ≡ v + IQ .

Zauważmy, że dla dowolnego wektora v ∈ V spełniona jest – wobec obustronności IQ – tożsamość

CV (v)2 ≡ (v + IQ) ⊗K (v + IQ) = v ⊗K v + v ⊗K IQ + IQ ⊗K v + IQ ⊗K IQ

= v ⊗K v + IQ = Q(v) ⊳ 1K + (v ⊗K v −Q(v) ⊳ 1K) + IQ = Q(v) ⊳ 1K + IQ

≡ Q(v) ⊳ 1⊗K V /IQ ,

czyli CV jest odwzorowaniem Clifforda, a ponieważ algebra ⊗K V jest generowana (jakoK-algebra)
przez 1(V ) ⊂ ⊗K V i rzut kanoniczny π⊗K V /IQ jest epimorfizmem, przeto CV (V ) generuje
Cliff(V,Q) (jako K-algebrȩ). Dla zakończenia dowodu musimy jeszcze stowarzyszyć unitalny ho-
momorfizm K-algebr ϕ̃ ∶ Cliff(V,Q) Ð→ A z dowolnym odwzorowaniem Clifforda ϕ ∶ V Ð→ A.
W tym celu stwierdzamy najpierw, że to ostatnie definiuje – w świetle Tw. 4.1 – (jedyny) unitalny
homomorfizm K-algebr

ϕ̂ ∶ ⊗K V Ð→ A

o własności

∀vi∈V , i∈1,N , N∈N ∶ ϕ̂(v1 ⊗K v2 ⊗K ⋯⊗K vN) = ϕ(v1) ⋅A ϕ(v2) ⋅A ⋯ ⋅A ϕ(vN) ,
a ten spełnia – dla dowolnego v ∈ V – tożsamość

ϕ̂(v ⊗K v −Q(v) ⊳ 1K) = ϕ(v)2 −Q(v) ⊳ ϕ̂(1K) = Q(v) ⊳ 1A −Q(v) ⊳ 1A = 0A ,

ska̧d wniosek, że

IQ ⊂ ker ϕ̂ ,
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zatem ϕ̂ kanonicznie indukuje unitalny homomorfizm K-algebr

ϕ̂ ∶ ⊗K V /IQ Ð→ A ∶ τ + IQ z→ ϕ̂(τ) .

Przy tym – dla dowolnego v ∈ V –

ϕ̂ ○ CV (v) = ϕ̂(1(v) + IQ) = ϕ̂ ○ 1(v) = ϕ(v) ,

możemy przeto położyć

ϕ̃ ∶= ϕ̂ .

�

Na marginesie dotychczasowej dyskusji poczynimy nastȩpuja̧ca̧ przydatna̧ obserwacjȩ.

Lemat 1. Przyjmijmy zapis użyty w dowodzie Tw. 1 (zakładaja̧c przy tym, w szczególności, że
charK ≠ 2), i zdefiniujmy

IΦQ ∶= ⟨v ⊗K w +w ⊗K v − 2ΦQ(v,w) ⊳ 1K ∣ v,w ∈ V ⟩
⊗K V

,

a wówczas zachodzi tożsamość

IΦQ = IQ .

Dowód: Z jednej strony – dla dowolnych v,w ∈ V , a wobec definicji formy kwadratowej – zachodzi
równość

v ⊗K w +w ⊗K v − 2ΦQ(v,w) ⊳ 1K = (v +V w) ⊗K (v +V w) −Q(v +V w) ⊳ 1K

−(v ⊗K v −Q(v) ⊳ 1K) − (w ⊗K w −Q(w) ⊳ 1K) ∈ IQ ,

wiȩc

IΦQ ⊂ IQ ,

z drugiej zaś trywialnie

v ⊗K v −Q(v) ⊳ 1K ≡ 2−1
K ⊳ (v ⊗K v + v ⊗K v − 2ΦQ(v, v) ⊳ 1K) ∈ IΦQ ,

wiȩc

IQ ⊂ IΦQ .

�

Konstrukcja algebr Clifforda jest osadzona w kategorii przestrzeni wektorowych z dodatkowa̧
struktura̧, jaka̧ jest forma kwadratowa. Naturalnym wiȩc jest oczekiwać, że homomorfizmy prze-
strzeni kwadratowych podnosza̧ siȩ do (unitalnych) homomorfizmów algebr Clifforda (choć nie
ma powodów uważać, że sa̧ to jedyne (unitalne) homomorfizmy K-algebr pomiȩdzy algebrami
Clifforda). O tym, że tak jest w istocie, mówi

Twierdzenie 2. Przyporza̧dkowanie algebr Clifforda przestrzeniom kwadratowym nad danym
ciałem ma charakter funktorialny, tj. istnieje funktor kowariantny

Cliff ∶ ◻VectK Ð→ uAssAlgK .

Dowód: Wobec wcześniejszych naszych ustaleń pozostaje wykazać, że dla dowolnych (((Vα,+α,Pα,
● z→ 0α), `α),Qα) ∈ Ob ◻VectK, α ∈ {1,2,3} każda izometria χ ∶ V1 Ð→ V2 indukuje unitalny
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homomorfizm K-algebr Cliff(χ) o własności wyrażonej przez diagram przemienny

Cliff(V1,Q1)
Cliff(χ) // Cliff(V2,Q2)

V1 χ
//

Cliff

OO

V2

Cliff

OO

,(2)

w szczególności zaś

Cliff(idV ) = idCliff(V,Q) ,(3)

a nadto że dla dowolnych dwóch izometrii χα ∶ Vα Ð→ Vα+1, α ∈ {1,2} zachodzi tożsamość

Cliff(χ2 ○ χ1) = Cliff(χ2) ○Cliff(χ1) .
W tym celu rozważmy odwzorowanie K-liniowe

χ̂ ∶= CV2
○ χ ∶ V1 Ð→ Cliff(V2,Q2) .

Łatwo widać, że spełnia ono warunek Clifforda, a to z racji cliffordowskości odwzorowania kano-
nicznego CV2

oraz izometrycznego charakteru χ,

∀v1∈V1 ∶ χ̂(v1)2 ≡ CV2
(χ(v))2 = Q2(χ(v)) ⊳ eC

2 = Q1(v) ⊳ eC
2 .

Uniwersalność algebry Clifforda przesa̧dza zatem o istnieniu jedynego unitalnego homomorfizmu
K-algebr

Cliff(χ) ∶ Cliff(V1,Q1) Ð→ Cliff(V2,Q2)
o własności

Cliff(χ) ○ CV1
= χ̂ ≡ CV2

○ χ ,
ta ostatnia jednak wyraża właśnie przemienność Diag. (2). Zauważmy przy tym, że odwzorowanie
Cliff(χ) jest określone jednoznacznie, oto bowiem dowolne dwa podniesienia Cliff(χ)1 i Cliff(χ)2

pokrywaja̧ siȩ wprost na mocy założenia na zbiorze Image CV1
generuja̧cym ich dziedzinȩ,

Cliff(χ)2 ○ CV1
= CV2

○ χ = Cliff(χ)1 ○ CV1
.

Dokonuja̧c konkatenacji diagramów przemiennych odpowiadaja̧cych podniesieniom Cliff(χα) izometrii
χα, α ∈ {1,2},

Cliff(V1,Q1)
Cliff(χ1) // Cliff(V2,Q2)

Cliff(χ2) // Cliff(V3,Q3)

V1 χ1

//

Cliff

OO

V2 χ2

//

Cliff

OO

V3

Cliff

OO

,

otrzymujemy diagram przemienny

Cliff(V1,Q1)
Cliff(χ2)○Cliff(χ1) // Cliff(V3,Q3)

V1 χ2○χ1

//

Cliff

OO

V3

Cliff

OO

.

Zważywszy jednoznaczność podniesienia, stwierdzamy zatem, że superpozycja podniesień Cliff(χ2)○
Cliff(χ1) jest jedynym podniesieniem superpozycji izometrii χ2○χ1, co jest wnioskiem poża̧danym.
Ten sam argument pozwala zidentyfikować funktorialny obraz izometrii identycznościowej idV
zgodnie z Równ. (3). �
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Konstruktywny dowód istnienia algebry Clifforda daje nam do rȩki prosty algorytm budowania
jej modelu w bezpiecznym środowisku algebry tensorowej. Ażeby przekonać siȩ o jego prak-
tyczności i zarazem wyprowadzić modele algebr Clifforda o fundamentalnym znaczeniu w klasy-
fikacji wszystkich rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda, z która̧ zmierzymy siȩ już wkrótce,
prześledzimy ów algorytm skrupulatnie w odniesieniu do kilku wybranych przestrzeni kwadra-
towych o szczególnie prostej postaci formy kwadratowej.

Przykłady 1. (Struktury)
(1) Algebra Clifforda przestrzeni R1,0. Zacznijmy od wypisania algebry tensorowej przestrzeni

R, korzystaja̧c przy tym ze Stw. 3.6,

⊗
R

R = R⊕R⊕
∞

⊕
n=2

R⊗Rn ≅ R⊕R⊕
∞

⊕
n=2

R .

Wyodrȩbnione z powyższej sumy prostej pierwsze dwa jej składniki R to – odpowied-
nio – ciało bazowe R oraz sama przestrzeń R-liniowa R, pozostałe natomiast to kolejne
potȩgi tensorowe tej ostatniej, które po redukcji z użyciem kanonicznych izomorfizmów
także sprowadzaja̧ siȩ do R. Ażeby odróżnić od siebie dwa pierwsze kanonicznie składniki,
wprowadzimy indeksy:

⊗
R

R = R(0) ⊕R(1) ⊕
∞

⊕
n=2

R⊗Rn .(4)

Przy zejściu do algebry ilorazowej dokonujemy nastȩpuja̧cych utożsamień (na bazie):

R⊗R2 ∋ 1(1) ⊗R 1(1) ∼ δ
(1,0)
E (1(1)) ⊳(0) 1(0) = 1 ⋅ 1(0) ≡ 1(0) ∈ R(0) ,

R⊗R3 ∋ 1(1) ⊗R 1(1) ⊗R 1(1) ∼ δ
(1,0)
E (1(1)) ⊳(0) 1(0) ⊗R 1(1) = 1(0) ⊗R 1(1)

= κ−1
(1)(1 ⊳(1) 1(1)) ≡ κ−1

(1)(1(1)) ∈ R(0) ⊗R R(1)

≅ÐÐ→
κ(1)

R(1) ,

R⊗R4 ∋ 1(1) ⊗R 1(1) ⊗R 1(1) ⊗R 1(1) ∼ δ
(1,0)
E (1(1)) ⊳(0) 1(0) ⊗R δ

(1,0)
E (1(1)) ⊳(0) 1(0) = 1(0) ⊗R 1(0)

= κ−1
(0)(1 ⊳(0) 1(0)) ≡ κ−1

(0)(1(0)) ∈ R(0) ⊗R R(0)

≅ÐÐ→
κ(0)

R(0) itd. ,

tak że koniec końców dostajemy, dla dowolnego k ∈ N,
R⊗R2k ∼ R(0) , R⊗R2k+1 ∼ R(1) ,

ska̧d też

⊗
R

R/I
δ
(1,0)
E

≅ R(0) ⊕R(1) .

Pozostaje w tym momencie ustalić postać iloczynu elementów przestrzeni ilorazowej – tu
wystarczy uwzglȩdniaja̧cy dwuliniowość tegoż iloczynu rachunek na reprezentantach klas
(modulo I

δ
(1,0)
E

) w algebrze tensorowej, w której mnożenie sprowadza siȩ do tensorowania, a
nastȩpnie narzucenie wskazanych wyżej utożsamień. Oto wiȩc dla dowolnych par (x1, y1),
(x2, y2) ∈ R(0) ⊕R(1) ≡ R×2 obliczamy

(x1, y1) ⋅⊗R R (x2, y2) ≡ (x1, y1) ⊗R (x2, y2)

= x1 ⊳(0) 1R(0) ⊗R x2 ⊳(0) 1R(0) + x1 ⊳(0) 1R(0) ⊗R y2 ⊳(1) 1R(1)

+y1 ⊳(1) 1R(1) ⊗R x2 ⊳(0) 1R(0) + y1 ⊳(1) 1R(1) ⊗R y2 ⊳(1) 1R(1)

= (x1 ⋅ x2) ⊳ (1R(0) ⊗R 1R(0)) + (x1 ⋅ y2) ⊳ (1R(0) ⊗R 1R(1))
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+(y1 ⋅ x2) ⊳ (1R(1) ⊗R 1R(0)) + (y1 ⋅ y2) ⊳ (1R(1) ⊗R 1R(1))

∼ (x1 ⋅ x2) ⊳ (1R(0) ⊗R 1R(0)) + (x1 ⋅ y2) ⊳ (1R(0) ⊗R 1R(1))

+(y1 ⋅ x2) ⊳ (1R(1) ⊗R 1R(0)) + (y1 ⋅ y2) ⋅ δ(1,0)E (1) ⊳(0) 1R(0)

= (x1 ⋅ x2) ⊳ κ−1
(0)(1 ⋅ 1R(0)) + (x1 ⋅ y2) ⊳ κ−1

(1)(1 ⋅ 1R(1))

+(y1 ⋅ x2) ⊳ (1)κ−1(1R(1) ⋅ 1) + (y1 ⋅ y2) ⊳(0) 1R(0)

i na tej podstawie wyprowadzamy

mR×2((x1, y1), (x2, y2)) = (x1 ⋅ x2 + y1 ⋅ y2, x1 ⋅ y2 + y1 ⋅ x2) .
Określmy izomorfizm przestrzeni R-liniowych

C ∶ R×2 Ð→ R⊕R ∶ (x, y) z→ (x + y, x − y) .
Łatwo sprawdzamy, że obrazem powyższego „egzotycznego” mnożenia wzglȩdem tego izomor-
fizmu,

mR⊕R ∶= C ○mR×2 ○ (C−1 ×C−1) ∶ (R⊕R)×2 Ð→ R⊕R ,
jest standardowe mnożenie w sumie prostej algebr R,

mR⊕R((x1, y1), (x2, y2)) = C( 1
2
⊳ (x1 + y1, x1 − y1) ⋅R×2 1

2
⊳ (x2 + y2, x2 − y2))

≡ 1
4
⊳ C((x1 + y1) ⋅ (x2 + y2) + (x1 − y1) ⋅ (x2 − y2),

(x1 + y1) ⋅ (x2 − y2) + (x1 − y1) ⋅ (x2 + y2))

= 1
2
⊳ C(x1 ⋅ x2 + y1 ⋅ y2, x1 ⋅ x2 − y1 ⋅ y2) = (x1 ⋅ x2, y1 ⋅ y2) .

Ostatecznie wiȩc możemy zapisać

Cliff(R1,0) ≅ R⊕R ,
domyślnie maja̧c na uwadzȩ standardowa̧ strukturȩ sumy prostej R-algebr na R⊕R.

(2) Algebra Clifforda przestrzeni R0,1. Tym razem przejście od rozkładu (4) do struktury
ilorazowej wymaga utożsamień

R⊗R2 ∋ 1(1) ⊗R 1(1) ∼ δ
(0,1)
E (1(1)) ⊳(0) 1(0) = −1 ⋅ 1(0) ≡ −1(0) ∈ R(0) ,

R⊗R3 ∋ 1(1) ⊗R 1(1) ⊗R 1(1) ∼ δ
(0,1)
E (1(1)) ⊳(0) 1(0) ⊗R 1(1) = −1(0) ⊗R 1(1)

= κ−1
(1)(−1 ⊳(1) 1(1)) ≡ κ−1

(1)(−1(1)) ∈ R(0) ⊗R R(1)

≅ÐÐ→
κ(1)

R(1) ,

R⊗R4 ∋ 1(1) ⊗R 1(1) ⊗R 1(1) ⊗R 1(1) ∼ δ
(0,1)
E (1(1)) ⊳(0) 1(0) ⊗R δ

(0,1)
E (1(1)) ⊳(0) 1(0) = 1(0) ⊗R 1(0)

= κ−1
(0)(1 ⊳(0) 1(0)) ≡ κ−1

(0)(1(0)) ∈ R(0) ⊗R R(0)

≅ÐÐ→
κ(0)

R(0) itd. ,

tak samo wiȩc jak w poprzednim przypadku dostajemy, dla dowolnego k ∈ N,
R⊗R2k ∼ R(0) , R⊗R2k+1 ∼ R(1) ,

a dalej

⊗
R

R/I
δ
(0,1)
E

≅ R(0) ⊕R(1) .
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Postać iloczynu w otrzymanej tu algebrze odczytujemy z rachunku (którego pocza̧tek jest
identyczny jak poprzednio)

(x1, y1) ⋅⊗R R (x2, y2) = (x1 ⋅ x2) ⊳ (1R(0) ⊗R 1R(0)) + (x1 ⋅ y2) ⊳ (1R(0) ⊗R 1R(1))

+(y1 ⋅ x2) ⊳ (1R(1) ⊗R 1R(0)) + (y1 ⋅ y2) ⊳ (1R(1) ⊗R 1R(1))

∼ (x1 ⋅ x2) ⊳ (1R(0) ⊗R 1R(0)) + (x1 ⋅ y2) ⊳ (1R(0) ⊗R 1R(1))

+(y1 ⋅ x2) ⊳ (1R(1) ⊗R 1R(0)) + (y1 ⋅ y2) ⋅ δ(0,1)E (1) ⊳(0) 1R(0)

= (x1 ⋅ x2) ⊳ κ−1
(0)(1 ⋅ 1R(0)) + (x1 ⋅ y2) ⊳ κ−1

(1)(1 ⋅ 1R(1))

+(y1 ⋅ x2) ⊳ (1)κ−1(1R(1) ⋅ 1) − (y1 ⋅ y2) ⊳(0) 1R(0) ,

który prowadzi do łatwo rozpoznawalnej struktury

(x1, y1) ⋅R×2 (x2, y2) = (x1 ⋅ x2 − y1 ⋅ y2, x1 ⋅ y2 + y1 ⋅ x2) .
Tym sposobem identyfikujemy

Cliff(R0,1) ≅ C .

(3) Algebra Clifforda przestrzeni R2,0. W algebrze tensorowej tej przestrzeni

⊗
R

R2,0 = R(0) ⊕R×2 ⊕
∞

⊕
n=2

(R×2)⊗Rn(5)

utożsamiamy (na bazie):

(R×2)⊗R2 ∋ (1,0) ⊗R (1,0) ∼ δ
(2,0)
E (1,0) ⊳(0) 1(0) = 1 ⋅ 1(0) ≡ 1(0) ∈ R(0) ,

(R×2)⊗R2 ∋ (0,1) ⊗R (0,1) ∼ δ
(2,0)
E (0,1) ⊳(0) 1(0) = 1 ⋅ 1(0) ≡ 1(0) ∈ R(0) ,

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (1,0) ⊗R (1,0) ∼ δ
(2,0)
E (1,0) ⊳(0) 1(0) ⊗R (1,0) = 1(0) ⊗R (1,0)

= κ−1
(1)(1 ⊳(1) (1,0)) ≡ κ−1

(1)(1,0) ∈ R(0) ⊗R R×2

≅ÐÐ→
κ(1)

R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (1,0) ⊗R (0,1) ∼ δ
(2,0)
E (1,0) ⊳(0) 1(0) ⊗R (0,1) = 1(0) ⊗R (0,1)

= κ−1
(1)(1 ⊳(1) (0,1)) ≡ κ−1

(1)(0,1) ∈ R(0) ⊗R R×2

≅ÐÐ→
κ(1)

R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (1,0) ⊗R (1,0) ∼ (0,1) ⊗R δ
(2,0)
E (1,0) ⊳(0) 1(0) = (0,1) ⊗R 1(0)

= (1)κ
−1((0,1) ⊲(1) 1) ≡ (1)κ−1(0,1) ∈ R×2 ⊗R R(0)

≅ÐÐ→
(1)κ

R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (0,1) ⊗R (0,1) ∼ δ
(2,0)
E (0,1) ⊳(0) 1(0) ⊗R (0,1) = 1(0) ⊗R (0,1)

= κ−1
(1)(1 ⊳(1) (0,1)) ≡ κ−1

(1)(0,1) ∈ R(0) ⊗R R×2

≅ÐÐ→
κ(1)

R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (0,1) ⊗R (1,0) ∼ δ
(2,0)
E (0,1) ⊳(0) 1(0) ⊗R (1,0) = 1(0) ⊗R (1,0)
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= κ−1
(1)(1 ⊳(1) (1,0)) ≡ κ−1

(1)(1,0) ∈ R(0) ⊗R R×2

≅ÐÐ→
κ(1)

R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (0,1) ⊗R (0,1) ∼ (1,0) ⊗R δ
(2,0)
E (0,1) ⊳(0) 1(0) = (1,2) ⊗R 1(0)

= (1)κ
−1((1,0) ⊲(1) 1) ≡ (1)κ−1(1,0) ∈ R×2 ⊗R R(0)

≅ÐÐ→
(1)κ

R×2 itd. ,

a ponieważ także

(1,1) ⊗R (1,1) = (1,0) ⊗R (1,0) + (0,1) ⊗R (0,1) + (1,0) ⊗R (0,1) + (0,1) ⊗R (1,0) ,
wiȩc dalej utożsamiamy

(1,0) ⊗R (0,1) = (1,1) ⊗R (1,1) − (1,0) ⊗R (1,0) − (0,1) ⊗R (0,1) − (0,1) ⊗R (1,0)

∼ δ(2,0)E (1,1) ⊳(0) 1(0) − δ(2,0)E (1,0) ⊳(0) 1(0) − δ(2,0)E (0,1) ⊳(0) 1(0) − (0,1) ⊗R (1,0)

= (2 − 1 − 1) ⊳(0) 1(0) − (0,1) ⊗R (1,0) = −(0,1) ⊗R (1,0)
oraz

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (0,1) ⊗R (1,0) ∼ −(0,1) ⊗R (1,0) ⊗R (1,0)

∼ −(0,1) ⊗R δ
(2,0)
E (1,0) ⊳(0) 1(0)

= −(0,1) ⊗R 1(0) = −(1)κ−1((0,1) ⊲(1) 1)

≡ −(1)κ−1(0,1) ∈ R×2 ⊗R R(0) ≅ÐÐ→
(1)κ

R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (1,0) ⊗R (0,1) ∼ −(1,0) ⊗R (0,1) ⊗R (0,1)

∼ −(1,0) ⊗R δ
(2,0)
E (0,1) ⊳(0) 1(0)

= −(1,0) ⊗R 1(0) = −(1)κ−1((1,0) ⊲(1) 1)

≡ −(1)κ−1(1,0) ∈ R×2 ⊗R R(0) ≅ÐÐ→
(1)κ

R×2 itd.

Biora̧c to wszystko pod uwagȩ, stwierdzamy, że dla dowolnego k ∈ N
R⊗R2k ∼ R(0) ⊕R(1) , R⊗R2k+1 ∼ R×2 ,

gdzie

R(1) = ⟨(1,0) ⊗R (0,1)⟩R ,
a zatem ostatecznie

⊗
R

R/I
δ
(2,0)
E

≅ R(0) ⊕R×2 ⊕R(1) .

Przy tym z tożsamości

(a1 ⊳ 1 + a2 ⊳ (1,0) + a3 ⊳ (0,1) + a4 ⊳ (1,0) ⊗R (0,1))

⋅⊗R R×2(b1 ⊳ 1 + b2 ⊳ (1,0) + b3 ⊳ (0,1) + b4 ⊳ (1,0) ⊗R (0,1))

∼ (a1 ⋅ b1 + a2 ⋅ b2 + a3 ⋅ b3 − a4 ⋅ b4) ⊳ 1 + (a1 ⋅ b2 + a2 ⋅ b1 − a3 ⋅ b4 + a4 ⋅ b3) ⊳ (1,0)
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+(a1 ⋅ b3 + a2 ⋅ b4 + a3 ⋅ b1 − a4 ⋅ b2) ⊳ (0,1)

+(a1 ⋅ b4 + a2 ⋅ b3 − a3 ⋅ b2 + a4 ⋅ b1) ⊳ (1,0) ⊗R (0,1) ,
wyznaczonych w odwołaniu do powyższych relacji, wyprowadzamy izomorfizm

Cliff(R2,0) ≅ R(2) ,
który na bazie przybiera postać

(1, (1,0), (0,1), (1,0) ⊗R (0,1)) z→ (( 1 0
0 1 ), ( 1 0

0 −1 ), ( 0 1
1 0 ), ( 0 1

−1 0 )) .
Istotnie, mamy

( a1+a2 a3+a4a3−a4 a1−a2 ) ⊙ ( b1+b2 b3+b4b3−b4 b1−b2
) = ( (a1+a2)⋅(b1+b2)+(a3+a4)⋅(b3−b4) (a1+a2)⋅(b3+b4)+(a3+a4)⋅(b1−b2)

(a3−a4)⋅(b1+b2)+(a1−a2)⋅(b3−b4) (a3−a4)⋅(b3+b4)+(a1−a2)⋅(b1−b2)
)

≡ ( (a1⋅b1+a2⋅b2+a3⋅b3−a4⋅b4)+(a1⋅b2+a2⋅b1−a3⋅b4+a4⋅b3) (a1⋅b3+a2⋅b4+a3⋅b1−a4⋅b2)+(a1⋅b4+a2⋅b3−a3⋅b2+a4⋅b1)
(a1⋅b3+a2⋅b4+a3⋅b1−a4⋅b2)−(a1⋅b4+a2⋅b3−a3⋅b2+a4⋅b1) (a1⋅b1+a2⋅b2+a3⋅b3−a4⋅b4)+(a1⋅b2+a2⋅b1−a3⋅b4+a4⋅b3)

) .

(4) Algebra Clifforda przestrzeni R0,2. W tym przypadku przejście od algebry tensorowej (5)
do stosownej algebry ilorazowej realizuja̧ utożsamienia (na bazie):

(R×2)⊗R2 ∋ (1,0) ⊗R (1,0) ∼ −1(0) ∈ R(0) ,

(R×2)⊗R2 ∋ (0,1) ⊗R (0,1) ∼ −1(0) ∈ R(0) ,

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (1,0) ⊗R (1,0) ∼ −κ−1
(1)(1,0) ∈ R(0) ⊗R R×2 ≅ÐÐ→

κ(1)
R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (1,0) ⊗R (0,1) ∼ −κ−1
(1)(0,1) ∈ R(0) ⊗R R×2 ≅ÐÐ→

κ(1)
R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (1,0) ⊗R (1,0) ∼ −(1)κ−1(0,1) ∈ R×2 ⊗R R(0) ≅ÐÐ→
(1)κ

R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (0,1) ⊗R (0,1) ∼ −κ−1
(1)(0,1) ∈ R(0) ⊗R R×2 ≅ÐÐ→

κ(1)
R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (0,1) ⊗R (1,0) ∼ −κ−1
(1)(1,0) ∈ R(0) ⊗R R×2 ≅ÐÐ→

κ(1)
R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (0,1) ⊗R (0,1) ∼ −(1)κ−1(1,0) ∈ R×2 ⊗R R(0) ≅ÐÐ→
(1)κ

R×2 itd. ,

a nadto

(1,0) ⊗R (0,1) ∼ δ(0,2)E (1,1) ⊳(0) 1(0) − δ(0,2)E (1,0) ⊳(0) 1(0) − δ(0,2)E (0,1) ⊳(0) 1(0) − (0,1) ⊗R (1,0)

= (−2 + 1 + 1) ⊳(0) 1(0) − (0,1) ⊗R (1,0) = −(0,1) ⊗R (1,0)
oraz

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (0,1) ⊗R (1,0) ∼ (1)κ
−1(0,1) ∈ R×2 ⊗R R(0) ≅ÐÐ→

(1)κ
R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (1,0) ⊗R (0,1) ∼ (1)κ
−1(1,0) ∈ R×2 ⊗R R(0) ≅ÐÐ→

(1)κ
R×2 itd.

Jak poprzednio, wyłania siȩ rozkład

⊗
R

R/I
δ
(0,2)
E

≅ R(0) ⊕R×2 ⊕R(1)

ze struktura̧ iloczynu wyznaczona̧ z rachunku

(a1 ⊳ 1 + a2 ⊳ (1,0) + a3 ⊳ (0,1) + a4 ⊳ (1,0) ⊗R (0,1))

⋅⊗R R×2(b1 ⊳ 1 + b2 ⊳ (1,0) + b3 ⊳ (0,1) + b4 ⊳ (1,0) ⊗R (0,1))

∼ (a1 ⋅ b1 − a2 ⋅ b2 − a3 ⋅ b3 − a4 ⋅ b4) ⊳ 1 + (a1 ⋅ b2 + a2 ⋅ b1 + a3 ⋅ b4 − a4 ⋅ b3) ⊳ (1,0)

+(a1 ⋅ b3 − a2 ⋅ b4 + a3 ⋅ b1 + a4 ⋅ b2) ⊳ (0,1)
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+(a1 ⋅ b4 + a2 ⋅ b3 − a3 ⋅ b2 + a4 ⋅ b1) ⊳ (1,0) ⊗R (0,1) ,
w której rozpoznajemy bez trudu obraz iloczynu Hamiltona z Przykł. 4.1(4) wzglȩdem
izomorfizmu

Cliff(R0,2) ≅ H ,
przybieraja̧cego na bazie postać

(1, (1,0), (0,1), (1,0) ⊗R (0,1)) z→ (1, i, j, k) .
(5) Algebra Clifforda przestrzeni R1,1. Konstrukcja algebry ilorazowej prowadzi poprzez utożsamienia

(na bazie):

(R×2)⊗R2 ∋ (1,0) ⊗R (1,0) ∼ 1(0) ∈ R(0) ,

(R×2)⊗R2 ∋ (0,1) ⊗R (0,1) ∼ −1(0) ∈ R(0) ,

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (1,0) ⊗R (1,0) ∼ κ−1
(1)(1,0) ∈ R(0) ⊗R R×2 ≅ÐÐ→

κ(1)
R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (1,0) ⊗R (0,1) ∼ κ−1
(1)(0,1) ∈ R(0) ⊗R R×2 ≅ÐÐ→

κ(1)
R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (1,0) ⊗R (1,0) ∼ (1)κ
−1(0,1) ∈ R×2 ⊗R R(0) ≅ÐÐ→

(1)κ
R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (0,1) ⊗R (0,1) ∼ −κ−1
(1)(0,1) ∈ R(0) ⊗R R×2 ≅ÐÐ→

κ(1)
R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (0,1) ⊗R (1,0) ∼ −κ−1
(1)(1,0) ∈ R(0) ⊗R R×2 ≅ÐÐ→

κ(1)
R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (0,1) ⊗R (0,1) ∼ −(1)κ−1(1,0) ∈ R×2 ⊗R R(0) ≅ÐÐ→
(1)κ

R×2 itd. ,

a nadto

(1,0) ⊗R (0,1) ∼ −δ(1,1)E (1,1) ⊳(0) 1(0) + δ(1,1)E (1,0) ⊳(0) 1(0) + δ(1,1)E (0,1) ⊳(0) 1(0) − (0,1) ⊗R (1,0)

= (−0 + 1 − 1) ⊳(0) 1(0) − (0,1) ⊗R (1,0) = −(0,1) ⊗R (1,0)
oraz

(R×2)⊗R3 ∋ (1,0) ⊗R (0,1) ⊗R (1,0) ∼ −(1)κ−1(0,1) ∈ R×2 ⊗R R(0) ≅ÐÐ→
(1)κ

R×2 ,

(R×2)⊗R3 ∋ (0,1) ⊗R (1,0) ⊗R (0,1) ∼ (1)κ
−1(1,0) ∈ R×2 ⊗R R(0) ≅ÐÐ→

(1)κ
R×2 itd.

I tym razem uzyskujemy rozkład

⊗
R

R/I
δ
(1,1)
E

≅ R(0) ⊕R×2 ⊕R(1)

ze struktura̧ iloczynu określana̧ przez utożsamienie

(a1 ⊳ 1 + a2 ⊳ (1,0) + a3 ⊳ (0,1) + a4 ⊳ (1,0) ⊗R (0,1))

⋅⊗R R×2(b1 ⊳ 1 + b2 ⊳ (1,0) + b3 ⊳ (0,1) + b4 ⊳ (1,0) ⊗R (0,1))

∼ (a1 ⋅ b1 + a2 ⋅ b2 − a3 ⋅ b3 + a4 ⋅ b4) ⊳ 1 + (a1 ⋅ b2 + a2 ⋅ b1 + a3 ⋅ b4 − a4 ⋅ b3) ⊳ (1,0)

+(a1 ⋅ b3 + a2 ⋅ b4 + a3 ⋅ b1 − a4 ⋅ b2) ⊳ (0,1)

+(a1 ⋅ b4 + a2 ⋅ b3 − a3 ⋅ b2 + a4 ⋅ b1) ⊳ (1,0) ⊗R (0,1) ,
z której odczytujemy izomorfizm

Cliff(R1,1) ≅ R(2) ,
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przybieraja̧cy na bazie postać

(1, (1,0), (0,1), (1,0) ⊗R (0,1)) z→ (( 1 0
0 1 ), ( 1 0

0 −1 ), ( 0 1
−1 0 ), ( 0 1

1 0 )) ,
która̧ bez trudu potwierdzamy w rachunku analogicznym do tego z punktu (3).

(6) Algebra Clifforda przestrzeni (C, δE), gdzie δE ∶ C Ð→ C ∶ z z→ z2 jest euklidesowa̧
forma̧ kwadratowa̧. Postȩpuja̧c identycznie jak w punkcie (1), odkrywamy izomorfizm

Cliff(C, δE) ≅ C⊕C .

Jakkolwiek argumenty przedstawione w szczegółowej dyskusji poszczególnych przypadków sa̧ cał-
kowicie przekonywaja̧ce, to jednak nie stanowia̧ formalnego dowodu istnienia wskazanych izomor-
fizmów. Traktuja̧c je jako strukturalna̧ wskazówkȩ, bez trudu dowodzimy poniższego

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Istnieja̧ kanoniczne unitalne izomorfizmy K-
algebr

(i) Cliff(R1,0) ≅ R⊕R (K = R);
(ii) Cliff(R0,1) ≅ C (K = R);
(iii) Cliff(R2,0) ≅ R(2) (K = R);
(iv) Cliff(R0,2) ≅ H (K = R);
(v) Cliff(R1,1) ≅ R(2) (K = R);
(vi) Cliff(C, δE) ≅ C⊕C (K = C).

Dowód: Weryfikacjȩ słuszności tezy stwierdzenia opieramy na Stw. 1.
Ad (i) Przywołuja̧c postać zanurzenia wyjściowej przestrzeni wektorowej R ≡ R(1) w module

ilorazowym z Przykł. 1 (1), rozważamy odwzorowanie R-liniowe
R ∶ RÐ→ R⊕R ∶ r z→ (r,−r) ,

którego obraz generuje przeciwdziedzinȩ jako R-algebrȩ,
R⊕R = ⟨Image R⟩R .

Istotnie,

∀r,s∈R ∶ (r, s) = 1
2
(r + s) ⊳ R(1)2 + 1

2
(r − s) ⊳ R(1) .

Niechaj teraz ϕ ∶ R Ð→ A bȩdzie odwzorowaniem Clifforda przestrzeni R w dowolna̧
unitalna̧ R-algebrȩ A. Jako odwzorowanie R-liniowe jest ono jednoznacznie określone przez
wartość przyjmowana̧ na wektorze 1 ∈ R,

ϕ(r) ≡ ϕ(r ⊳ 1) = r ⊳A ϕ(1) ,
przy czym element

a ∶= ϕ(1) ∈ A
spełnia warunek

a2 ≡ ϕ(1) ⋅A ϕ(1) = δ(1,0)E (1) ⊳A 1A = 1A .

Możemy zatem zdefiniować odwzorowanie jawnie R-liniowe
ϕ̃ ∶ R⊕RÐ→ A ∶ (r, s) z→ 1

2
(r + s) ⊳A 1A +A

1
2
(r − s) ⊳A a ,

o poża̧danych własnościach

ϕ̃(1R⊕R) ≡ ϕ̃(1,1) = 1A ,

∀r∈R ∶ ϕ̃ ○ R(r) = ϕ̃(r,−r) = r ⊳A a ≡ r ⊳A ϕ(1) = ϕ(r) .
Na podstawie rachunków z Przykł. 1 (1) stwierdzamy, że jest to w istocie homomorfizm
R-algebr
ϕ̃((x1, y1) ⋅R⊕R (x2, y2)) = 1

2
(x1 ⋅ x2 + y1 ⋅ y2) ⊳A 1A +A

1
2
(x1 ⋅ x2 − y1 ⋅ y2) ⊳A a

= 1
2
⊳ ((x1 + y1) ⊳A 1A +A (x1 − y1) ⊳A a)
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⋅A 1
2
⊳ ((x2 + y2) ⊳A 1A +A (x2 − y2) ⊳A a)

≡ ϕ̃(x1, y1) ⋅A ϕ̃(x2, y2) .
Ad (ii) Rozumuja̧c analogicznie jak w punkcie poprzednim, określamy odwzorowanie R-liniowe

R ∶ RÐ→ C ∶ r z→ (0, r)
o własności

C = ⟨Image R⟩R ,
wynikaja̧cej z prostej obserwacji:

∀x,y∈R ∶ (x, y) = (−x) ⊳ R(1) ⋅C R(1) + y ⊳ R(1) .
Dla dowolnego ϕ ∶ RÐ→ A jak poprzednio definiujemy element

a ∶= ϕ(1) ∈ A ,
spełniaja̧cy warunek

a2 ≡ ϕ(1) ⋅A ϕ(1) = δ(0,1)E (1) ⊳A 1A = −1A ,

a nastȩpnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe

ϕ̃ ∶ CÐ→ A ∶ (x, y) z→ x ⊳A 1A +A y ⊳A a ,
o poża̧danych własnościach

ϕ̃(1,0) = 1A ,

∀r∈R ∶ ϕ̃ ○ R(r) = ϕ̃(0, r) = r ⊳A a = ϕ(r) .
Na podstawie rachunków z Przykł. 1 (1) stwierdzamy, że jest to w istocie homomorfizm
R-algebr

ϕ̃((x1, y1) ⋅C (x2, y2)) = (x1 ⋅ x2 − y1 ⋅ y2) ⊳A 1A +A (x1 ⋅ y2 + y1 ⋅ x2) ⊳A a

= (x1 ⊳A 1A +A y1 ⊳A a) ⋅A (x2 ⊳A 1A +A y2 ⊳A a)

≡ ϕ̃(x1, y1) ⋅A ϕ̃(x2, y2) .
Ad (iii) Tym razem bierzemy pod uwagȩ odwzorowanie R-liniowe

R×2 ∶ R×2 Ð→ R(2) ∶ (r, s) z→ ( r s
s −r )

o własności

R(2) = ⟨Image R×2⟩R ,
udokumentowanej, jak nastȩpuje:

∀a,b,c,d∈R ∶ ( a bc d ) = a+d
2

⊳ R×2(1,0)2 + a−d
2

⊳ R×2(1,0) + b+c
2

⊳ R×2(0,1)

+ b−c
2

⊳ R×2(1,0) ⊙ R×2(0,1) .
Dla dowolnego odwzorowania Clifforda ϕ ∶ R×2 Ð→ A definiujemy elementy

(A,B) ∶= (ϕ(1,0), ϕ(0,1)) ∈ A ×A ,

poddane wiȩzom

A2 ≡ ϕ(1,0)2 = δ(2,0)E (1,0) ⊳A 1A = 1A , B2 ≡ ϕ(0,1)2 = δ(2,0)E (0,1) ⊳A 1A = 1A ,

B ⋅A A = (A +A B) ⋅A (A +A B) +A (−A2) +A (−B2) +A (−A ⋅A B)

= δ
(2,0)
E (1,1) ⊳A 1A +A (−1A) +A (−1A) +A (−A ⋅A B) = −A ⋅A B .
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a nastȩpnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe

ϕ̃ ∶ R(2) Ð→ A

∶ ( a bc d ) z→ a+d
2

⊳A 1A +A
a−d

2
⊳A A +A

b+c
2

⊳A B +A
b−c
2

⊳A A ⋅A B ,
o oczekiwanych własnościach

ϕ̃(12) = 1A ,

ϕ̃ ○ R(r, s) = ϕ̃( r s
s −r ) = r ⊳A A +A s ⊳A B ≡ ϕ(r, s) .

W mozolnym, lecz poza tym całkowicie trywialnym rachunku bezpośrednim przekonujemy
siȩ, że jest to w istocie homomorfizm R-algebr.

Ad (iv) Określamy odwzorowanie R-liniowe

R×2 ∶ R×2 Ð→ H ∶ (r, s) z→ ri + sj
o własności

H = ⟨Image R×2⟩R ,
widocznej w stwierdzeniu

∀a,b,c,d∈R ∶ a + bi + cj + dk = −a ⊳ R×2(1,0)2 + R×2(b, c) + d ⊳ R×2(1,0) ⊙ R×2(0,1) .
Dla dowolnego odwzorowania Clifforda ϕ ∶ R×2 Ð→ A definiujemy elementy

(A,B) ∶= (ϕ(1,0), ϕ(0,1)) ∈ A ×A ,

poddane wiȩzom

A2 ≡ ϕ(1,0)2 = δ(0,2)E (1,0) ⊳A 1A = −1A , B2 ≡ ϕ(0,1)2 = δ(0,2)E (0,1) ⊳A 1A = −1A ,

B ⋅A A = (A +A B) ⋅A (A +A B) +A (−A2) +A (−B2) +A (−A ⋅A B)

= δ
(0,2)
E (1,1) ⊳A 1A +A 1A +A 1A +A (−A ⋅A B) = −A ⋅A B .

a nastȩpnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe

ϕ̃ ∶ HÐ→ A

∶ a + bi + cj + dkz→ a ⊳A 1A +A b ⊳A A +A c ⊳A B +A d ⊳A A ⋅A B ,
o oczekiwanych własnościach

ϕ̃(1) = 1A ,

ϕ̃ ○ R(r, s) = ϕ̃(ri + sj) = r ⊳A A +A s ⊳A B ≡ ϕ(r, s) .
Łatwo widać, że jest to w istocie homomorfizm R-algebr.

Ad (v) Punktem wyjścia jest odwzorowanie R-liniowe

R×2 ∶ R×2 Ð→ R(2) ∶ (r, s) z→ ( r s
−s −r )

o własności

R(2) = ⟨Image R×2⟩R ,
udokumentowanej, jak nastȩpuje:

∀a,b,c,d∈R ∶ ( a bc d ) = a+d
2

⊳ R×2(1,0)2 + a−d
2

⊳ R×2(1,0) + b−c
2

⊳ R×2(0,1)

+ b+c
2

⊳ R×2(1,0) ⊙ R×2(0,1) .
Dla dowolnego odwzorowania Clifforda ϕ ∶ R×2 Ð→ A definiujemy elementy

(A,B) ∶= (ϕ(1,0), ϕ(0,1)) ∈ A ×A ,
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poddane wiȩzom

A2 ≡ ϕ(1,0)2 = δ(1,1)E (1,0) ⊳A 1A = 1A , B2 ≡ ϕ(0,1)2 = δ(1,1)E (0,1) ⊳A 1A = −1A ,

B ⋅A A = (A +A B) ⋅A (A +A B) +A (−A2) +A (−B2) +A (−A ⋅A B)

= δ
(1,1)
E (1,1) ⊳A 1A +A (−1A) +A 1A +A (−A ⋅A B) = −A ⋅A B .

a nastȩpnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe

ϕ̃ ∶ R(2) Ð→ A

∶ ( a bc d ) z→ a+d
2

⊳A 1A +A
a−d

2
⊳A A +A

b−c
2

⊳A B +A
b+c
2

⊳A A ⋅A B ,
o oczekiwanych własnościach

ϕ̃(12) = 1A ,

ϕ̃ ○ R(r, s) = ϕ̃( r s
−s −r ) = r ⊳A A +A s ⊳A B ≡ ϕ(r, s) .

Także i to odwzorowanie okazuje siȩ być homomorfizmem R-algebr.
Ad (vi) Dowód przebiega identycznie jak w punkcie (i).

�

2. Algebra zewnȩtrzna jako algebra Clifforda

Model algebry Clifforda stowarzyszonej z dana̧ przestrzenia̧ kwadratowa̧ (V,Q) wypracowa-
ny w dowodzie Tw. 1 pozwala nam postrzegać owa̧ algebrȩ jako wysoce nietrywialne uogólnie-
nie, parametryzowane przez nierównoważne struktury kwadratowe Q na V , pewnej kanonicznej
konstrukcji ilorazowej zwia̧zanej z sama̧ przestrzenia̧ K-liniowa̧ V , która̧ obecnie opiszemy, a
która odgrywa istotna̧ rolȩ osobna̧ w modelowaniu zjawisk fizykalnych. Rzeczona konstrukcja
stanowi specjalizacjȩ konstrukcji ilorazowej (1) do przypadku zwyrodniałej przestrzeni kwadra-
towej (V,Q = 0) i daje nam

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, w szczególności – dowodu Tw. 1. Algebra ze-
wnȩtrzna przestrzeni K-liniowej V to przestrzeń ilorazowa

⋀● V ∶= ⊗K V /I0 , I0 = ⟨v ⊗K v ∣ v ∈ V ⟩
⊗K V

,

z mnożeniem

∧ ≡m⊗K V /I0
∶ ⋀● V ×⋀● V Ð→⋀● V

∶ (α + I0, β + I0) z→ α⊗K β + I0 ≡ (α + I0) ∧ (β + I0) ,
zwanym iloczynem zewnȩtrznym. Zapiszemy wiȩc

Cliff(V,0) ≡ ⋀● V .

Zachodzi oczywiste

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj {vi}i∈1,N bȩdzie dowolna̧ baza̧ prze-
strzeni K-liniowej V . Algebra zewnȩtrzna tej ostatniej jest algebra̧ z Z-gradacja̧

⋀● V = K⊕
∞

⊕
n=1

⋀n V

o składowych jednorodnych

⋀n V ∶= ⊕
1≤k1<k2<...<kn≤N

⟨vk1 ∧ vk2 ∧⋯ ∧ vkn⟩K
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rozpiȩtych na klasach tensorów

vk1 ∧ vk2 ∧⋯ ∧ vkn ∶=
1

n!
∑

σ∈S1,n

sign(σ) vkσ(1) ⊗K vkσ(2) ⊗K ⋯⊗K vkσ(n) + I0 .

W szczególności wiȩc

∀n>N ∶ ⋀n V = I0 ,

czyli w istocie

⋀● V = K⊕
N

⊕
n=1

⋀n V ,

przy czym

dimK ⋀n V = (N
n
) .

Dowód: Prosty wniosek z procedury rzutowania na moduł ilorazowy. �

W nastȩpnej kolejności zajmiemy siȩ szczegółowym opisem struktury algebry endomorfizmów al-
gebry zewnȩtrznej, z którego przyjdzie nam skorzystać niebawem.

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Algebra endomorfizmów EndK(⋀● V ) jest
generowana przez endomorfizmy

µv ∶ ⋀● V ↺ ∶ ω z→ v ∧ ω , v ∈ V

oraz (jedyne) K-liniowe rozszerzenia

ıϕ ≡ ⊕n∈N ı
(n)
ϕ ∶ ⋀● V ↺ , ϕ ∈ V ∗ ,

ı
(0)
ϕ ≡ 0 ∶ ⋀0 V Ð→ {0K} , ı

(n)
ϕ ∶ ⋀n V Ð→ ⋀n−1 V

przyporza̧dkowań określonych na elementach prostych wzorami

ιϕ(v1 ∧ v2 ∧⋯ ∧ vn) ∶=
n

∑
k=1

(−1)k−1 ϕ(vk) ⊳ v1 ∧ v2 ∧ ⋯̂
k
∧ vn .

Dowód: Wobec skończoności wymiaru V istnieje kanoniczny izomorfizm przestrzeni K-liniowych

(⋀● V )∗ ≅ ⋀● V ∗ ,

stanowia̧cy stosownie rozszerzona̧ zantysymetryzowana̧ wersjȩ udowodnionego wcześniej izomor-
fizmu (14). W świetle Równ. (11) istnieje zatem kanoniczny izomorfizm

TV ∶ ⋀● V ∗ ⊗K⋀● V
≅ÐÐ→ (⋀● V )∗ ⊗K⋀● V

≅ÐÐ→ EndK(⋀● V ) ,

który przybiera konkretna̧ postać (na tensorach prostych, tj. dla dowolnych ω ∈ ⋀● V ∗ oraz v ∈
⋀● V )

TV (ω ⊗K v) ∶ ⋀● V ↺ ∶ w z→ ⟨ω,w⟩ ⊳ v ,

gdzie ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ ⋀● V ∗ × ⋀● V Ð→ K jest dwoistościa̧ stanowia̧ca̧ dwuliniowe rozszerzenie przy-
porza̧dkowania określonego na elementach jednorodnych w postaci

⟨k, l⟩ ∶= k ⋅K l , k, l ∈ K ,

⟨k, v1 ∧ v2 ∧⋯ ∧ vn⟩ ∶= 0K ,

⟨ϕ1 ∧ ϕ2 ∧⋯ ∧ ϕm, l⟩ ∶= 0K ,

⟨ϕ1 ∧ ϕ2 ∧⋯ ∧ ϕm, v1 ∧ v2 ∧⋯ ∧ vn⟩ ∶= δKm,n det(n) (ϕi(vj))i,j∈1,n ,
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zapisanej dla dowolnych k, l ∈ K , vj ∈ V , j ∈ 1, n , n ∈ N∖{0} oraz ϕi ∈ V ∗ , i ∈ 1,m , m ∈ N∖{0}.
Zauważmy, że izomorfizmy te ograniczaja̧ siȩ do składowych jednorodnych według schematu

TV ↾⋀p V ∗⊗K⋀● V ∶ ⋀p V ∗ ⊗K⋀● V
≅ÐÐ→ HomK(⋀p V,⋀● V ) ,

przy czym wyrażaja̧ siȩ formułami

TV (ω ⊗K v) ≡ µ̃v ○ ı̃ω , (ω, v) ∈ ⋀p V ∗ ×⋀● V ,

w których ı̃⋅ jest (jedynym) homomorficznym rozszerzeniem do Cliff(V ∗,0) ≡ ⋀● V ∗ odwzorowa-
nia Clifforda

ı⋅ ∶ V ∗ Ð→ EndK(⋀● V ) ∶ ϕz→ ıϕ

opisanego w treści dowodzonego twierdzenia, µ̃⋅ zaś jest (jedynym) homomorficznym rozszerze-
niem do Cliff(V,0) ≡ ⋀● V odwzorowania Clifforda

µ⋅ ∶ V Ð→ EndK(⋀● V ) ∶ v z→ µv

zdefiniowanego tamże. O cliffordowskości obu odwzorowań przekonujemy siȩ w bezpośrednim
rachunku – oto wiȩc

ı2ϕ(v1 ∧ v2 ∧⋯ ∧ vn) = ıϕ(
n

∑
k=1

(−1)k−1 ϕ(vk) ⊳ v1 ∧ v2 ∧ ⋯̂
k
∧ vn)

=
n

∑
k=1

(−1)k−1 (
n

∑
l=1
l<k

(−1)l−1 +
n

∑
l=1
l>k

(−1)l−2)ϕ(vk) ⋅K ϕ(vl) ⊳ v1 ∧ v2 ∧ ⋯̂
k,l
∧ vn

≡ (
n

∑
k=1

n

∑
l=1
l<k

−
n

∑
l=1

n

∑
k=1
l>k

) (−1)k+l ϕ(vk) ⋅K ϕ(vl) ⊳ v1 ∧ v2 ∧ ⋯̂
k,l
∧ vn = 0⋀● V ,

a nadto

µ2
v(v1 ∧ v2 ∧⋯ ∧ vn) = v ∧ v ∧ v1 ∧ v2 ∧⋯ ∧ vn ≡ 0⋀● V .

Przy tym w konsekwencji homomorficzności obu rozszerzeń spełnione sa̧ – dla dowolnych ϕi i vj
jak wyżej – tożsamości

ı̃ϕ1∧ϕ2∧⋯∧ϕm = ıϕ1 ○ ıϕ2 ○ ⋯ ○ ıϕm ,

µ̃v1∧v2∧⋯∧vn = µv1 ○ µv2 ○ ⋯ ○ µvn .

Skoro jednak – na mocy Cor. 1 oraz Równ. (10), a w konwencji ⋀0 V ≡ K – istnieje kanoniczny
izomorfizm przestrzeni K-liniowych

EndK(⋀● V ) ≡ HomK(⋀● V,⋀● V ) ≡ HomK(
N

⊕
n=0

⋀n V,⋀● V )

≅
N

⊕
n=0

HomK(⋀n V,⋀● V ) ,

a każdy ze składników prostych ostatniej sumy jest – jak pokazaliśmy wcześniej – generowany
(jako K-algebra) przez endomorfizmy wymienione w tezie dowodzonego stwierdzenia, to także
każdy element K-algebry EndK(⋀● V ) jest skończona̧ kombinacja̧ K-liniowa̧ skończonych kombi-
nacji K-liniowych skończonych iloczynów takowych generatorów, co dowodzi słuszności tezy. �

3. Podstawowe własności strukturalne algebry Clifforda

Oswoiwszy siȩ nieco z konstrukcja̧ modelu algebry Clifforda, możemy obecnie przysta̧pić do
omówienia elementarnych jej własności bȩda̧cych konsekwencja̧ definicji. Zaczniemy od
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Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def. 2. Kanoniczne odwzorowanie Clifforda

CV ∶ V Ð→ Cliff(V,Q)
jest monomorfizmem przestrzeni K-liniowych.

Dowód: Zacznijmy od prostej obserwacji ogólnej: jeśli CV ma poża̧dana̧ własność w konkretnym
modelu Cliff(V,Q) (o kanonicznym odwzorowaniu Clifforda CV ) algebry Clifforda przestrzeni
kwadratowej (V,Q), to ma ja̧ w dowolnym innym modelu C̃liff(V,Q) (o kanonicznym odwzorowa-
niu Clifforda ̃CV ), a to wobec przemienności diagramu

C̃liff(V,Q)

V

̃CV

<<

CV

// Cliff(V,Q)

ι

OO

,

na którym ι jest jedynym izomorfizmem modeli opisanym w Def. 2. Istotnie, diagram ten pozwala
stwierdzić, że ̃CV jest monomorfizmem wtedy i tyko wtedy, gdy jest nim CV . Ta konstatacja poz-
woli nam sprowadzić nasze rozważania do prostego modelu wyprowadzonego w konstruktywnym
dowodzie Tw. 1.

Zacznijmy od rozważenia sytuacji zwyrodniałej, w której rkQ = 0, czyli jest Q = 0. W tym
przypadku mamy model omówiony w Def. 3, tj.

Cliff(V,0) =⊗K V / ⟨v ⊗K v ∣ v ∈ V ⟩
⊗K V

wraz z odwzorowaniem kanonicznym

CV ∶ V

V ⊗K 1

↣ ⊗K V
π⊗K V /I0↠ ⊗K V / ⟨v ⊗K v ∣ v ∈ V ⟩

⊗K V
.

Niech teraz – dla pewnych v1, v2 ∈ V –

CV (v2) = CV (v1) ,
a wówczas

v2 − v1 ∈ ⟨v ⊗K v ∣ v ∈ V ⟩
⊗K V

,

to jednak oznacza, że tensor stopnia deg (v2 − v1) = 1 jest kombinacja̧ K-liniowa̧ tensorów stopnia
co najmniej 2, co wobec jednoznaczności rozkładu na składowe jednorodne w ⊗K V = ⊕n∈N V

⊗K n

oznacza2, że

v2 − v1 = 0V ,

ska̧d wniosek:

ker CV = {0V } .(6)

Niechaj teraz rkQ = dimK V , a wtedy v ∈ ker CV implikuje

Q(v) ⊳ 1K = CV (v)2 = 0 ,

czyli v = 0V , zatem i tym razem zachodzi równość (6).
Pozostaje rozpatrzeć przypadek pośredni: 0 < rkQ < dimK V , w którym możemy dokonać

rozkładu Q-ortogonalnego

V = V0 Q V≠0

na podprzestrzenie: zerowa̧ V0 o własności Q↾V0
= 0 oraz niezwyrodniała̧ V≠0, przy czym z

rozkładem tym jest stowarzyszona zupełna para komplementarnych rzutów (Q-ortogonalnych)

2W przypadku Q ≠ 0 powyższe proste rozumowanie przestaje być w równie oczywisty sposób słuszne, gdyż
obecnośc członu Q(v) ⊳ 1K prowadzi do mieszania stopni.
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π0, π≠0 o własności V(≠)0 = Imageπ(≠)0. W świetle wcześniejszych naszych rozważań odwzorowanie
kanoniczne

CV≠0 ∶ V≠0 Ð→ Cliff(V≠0,Q≠0) , Q≠0 ≡ Q↾V≠0
jest monomorfizmem przestrzeni K-liniowych. Możemy go użyć do skonstruowania odwzorowania
K-liniowego

ϕ≠0 ∶= CV≠0 ○ π≠0 ∶ V Ð→ Cliff(V≠0,Q≠0) ≡ C≠0 ,

które spełnia warunek Clifforda (zapisany poniżej dla dowolnego v = v0 +v≠0 ∈ V0 Q V≠0 ≡ V oraz
eC
≠0 ≡ 1Cliff(V≠0,Q≠0))

ϕ≠0(v)2 = CV≠0(v≠0)2 = Q(v≠0) ⊳ eC
≠0 ≡ ΦQ(v≠0, v≠0) ⊳ eC

≠0 = ΦQ(v − v0, v − v0) ⊳ eC
≠0

= ΦQ(v, v) ⊳ eC
≠0 ≡ Q(v) ⊳ eC

≠0

i z tej racji określa (jedyny) unitalny homomorfizm K-algebr

ϕ̃≠0 ∶ Cliff(V,Q) Ð→ C≠0

o własności

ϕ̃≠0 ○ CV≠0 = ϕ≠0 .

Ten ostatni wykorzystujemy w definicji odwzorowania K-liniowego

ϕ ∶ V Ð→⋀● V0 ⊗̂KC≠0 ∶ v z→ π0(v) ⊗K e
C
≠0 + 1K ⊗K ϕ≠0(v) .

Bez trudu sprawdzamy, że także ono spełnia warunek Clifforda (uzwglȩdniaja̧c w rachunku stopnie
jednorodnych czynników tensorowych),

ϕ(v)2 ≡ (π0(v) ⊗K e
C
≠0 + 1K ⊗K ϕ≠0(v))

2

= (π0(v) ⊗K e
C
≠0)̂⋅(π0(v) ⊗K e

C
≠0 + (π0(v) ⊗K e

C
≠0)̂⋅(1K ⊗K ϕ≠0(v))

+(1K ⊗K ϕ≠0(v))̂⋅(π0(v) ⊗K e
C
≠0) + (1K ⊗K ϕ≠0(v))̂⋅(1K ⊗K ϕ≠0(v))

= (−1)0⋅1 π0(v) ∧ π0(v) ⊗K e
C
≠0 ⋅C≠0 eC

≠0 + (−1)0⋅0 π0(v) ∧ 1K ⊗K e
C
≠0 ⋅C≠0 ϕ≠0(v)

+(−1)1⋅1 1K ∧ π0(v) ⊗K ϕ≠0(v) ⋅C≠0 eC
≠0 + (−1)1⋅0 1K ∧ 1K ⊗K ϕ≠0(v) ⋅C≠0 ϕ≠0(v)

= 0⊗K e
C
≠0 + π0(v) ⊗K ϕ≠0(v) − π0(v) ⊗K ϕ≠0(v) + 1K ⊗K Q(v) ⊳ eC

≠0

= Q(v) ⊳ (1K ⊗K e
C
≠0) ≡ Q(v) ⊳ 1⋀● V0⊗̂KC≠0 .

Istnieje zatem unitalny homomorfizm K-algebr

ϕ̃ ∶ Cliff(V,Q) Ð→⋀● V0 ⊗̂KC≠0

o własności

ϕ̃ ○ CV = ϕ ,(7)

a ponieważ ϕ jest injektywny, co dokumentuje poniższe wnioskowanie:

v ∈ kerϕ ⇐⇒ { π0(v) = 0V
ϕ≠0(v) = 0C≠0

} ⇐⇒ { v = v≠0

0C≠0 = ϕ≠0(v) ≡ ϕ≠0(v≠0) = CV≠0(v≠0)
}

⇐⇒ v = v≠0 = 0V ,

przeto także CV jest injekcja̧, oto bowiem zachodzi – na mocy Równ. (7) –

ker CV ⊂ kerϕ = {0V } .
�



METODY ALGEBRY WYŻSZEJ W FIZYCE I W CZASACH ZARAZY 5. WYKŁAD ZDALNY 19

Uwaga 2. Injektywność kanonicznego odwzorowania Clifforda pozwala dokonać utożsamienia

CV (V ) ≅ V ,
co też bȩdziemy czynić w dalszej czȩści wykładu, pisza̧c – konsekwentnie – relacje definiuja̧ce
algebrȩ Clifforda w powszechnie spotykanej postaci

∀v,w∈V ∶ {v,w} = 2ΦQ(v,w) ⊳ eC .

W dalszej czȩści dyskusji algebr Clifforda, w szczególności zaś w ich klasyfikacji oraz w kon-
strukcji ich reprezentacji centralna̧ rolȩ odegraja̧ pewne ich (anty-)automorfizmy, których omówie-
nie wymaga od nas powrotu do analizy algebry tensorowej stanowia̧cej podstawȩ przedstawionego
wcześniej modelu algebry Clifforda. Wprowadzamy zatem

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj

⊗K V = V 0
⊗ ⊕ V 1

⊗ , V l⊗ ∶= ⊕
k∈N

V ⊗K 2k+l , l ∈ {0,1}

bȩdzie naturalna̧ Z/2Z-gradacja̧ K-algebry ⊗K V , indukuja̧ca̧ Z/2Z-gradacjȩ algebry Clifforda

Cliff(V,Q) = Cliff(V,Q)0 ⊕Cliff(V,Q)1 .(8)

Ponadto niech – dla ustalonego (dowolnie) n ∈ N ∖ {0} –

τ̃n ∶ V ⊗K n↺
bȩdzie (jedynym) odwzorowaniem K-liniowym indukowanym przez odwzorowanie (wielo-)śród-K-
liniowe (w rozumieniu Def. 3.4)

τn ∶ V ×n Ð→ V ⊗K n ∶ (v1, v2, . . . , vn) z→ vn ⊗K vn−1 ⊗K ⋯⊗K v1 .

Inwolucja główna (albo inaczej kanoniczna) algebry Clifforda Cliff(V,Q) to automorfizm
Z/2Z-gradowany

JV ∶= idCliff(V,Q)0 ⊕ (−idCliff(V,Q)1) ,
o (oczywistej) własności

J2
V = idCliff(V,Q) .

Antyinwolucja główna (albo inaczej kanoniczna) algebry Clifforda Cliff(V,Q) to antymulty-
plikatywny automorfizm przestrzeni K-liniowej Cliff(V,Q)

TV ∶ Cliff(V,Q) ↺
indukowany przez takież odwzorowanie

τ̃V ∶= idK ⊕ ⊕
k∈N∖{0}

τ̃n ∶ K⊕⊕
n∈N

V ⊗K n ≡⊗K V ↺ ,

o (oczywistej) własności

τ̃2
V = id⊗K V ,

który możemy traktować jako (multyplikatywny) izomorfizm K-algebr ⊗K V
≅ÐÐ→ (⊗K V )opp

.

Uwaga 3. Podkreślmy, że składowe powyższej definicji maja̧ sens, oto bowiem
● ideał IQ, bȩda̧c generowanym przez elementy Z/2Z-jednorodne podalgebry V 0

⊗ (tj. stopnia
[0]2), jest ideałem Z/2Z-gradowanym,

IQ = (IQ ∩ V 0
⊗) ⊕ (IQ ∩ V 1

⊗) ≡ I0
Q ⊕ I1

Q ,

ska̧d też rozkład

⊗K V /IQ = (V 0
⊗ ⊕ V 1

⊗)/(I0
Q ⊕ I1

Q) = V 0
⊗ /I0

Q ⊕ V 1
⊗ /I1

Q

który jest właśnie indukowana̧ Z/2Z-gradacja̧ Cliff(V,Q) wykorzystana̧ w pierwszej czȩści
definicji;
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● istnienie homomorfizmów τ̃n, n ∈ N ∖ {0}, przyjmuja̧cych na tensorach prostych postać

τ̃n(v1 ⊗K v2 ⊗K ⋯⊗K vn) = vn ⊗K vn−1 ⊗K ⋯⊗K v1 ,

jest zagwarantowane przez uniwersalność (wielokrotnego) iloczynu tensorowego, bez trudu
sprawdzamy też tożsamość

∀τ1,τ2∈⊗K V ∶ τ̃V (τ1 ⋅⊗K V τ2) ≡ τ̃V (τ1 ⊗K τ2) = τ̃V (τ2) ⊗K τ̃V (τ1)

≡ τ̃V (τ2) ⋅⊗K V τ̃V (τ1) ,
która dowodzi antymultyplikatywnego charakteru jawnie K-liniowego i bijektywnego odw-
zorowania τ̃V , a ponieważ ponadto

τ̃V (IQ) = IQ ,

co jest nastȩpstwem zachowywania generatorów ideału przez τ̃V , przeto ten ostatni kanon-
icznie indukuje antyautomorfizm algebry ilorazowej ⊗K V /IQ wedle schematu

[τ̃V ] ∶ ⊗K V /IQ↺ ∶ τ + IQ z→ τ̃V (τ) + IQ .

Tytułem oswojenia nowowprowadzonych obiektów wysłowimy najpierw oczywiste

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def. 4. PodprzestrzenieK-liniowe Cliff(V,Q)k ⊂ Cliff(V,Q), k ∈
{0,1} możemy przedstawić w postaci

Cliff(V,Q)0 = K⊕ ⟨v1 ⋅ v2 ⋅ ⋯ ⋅ v2k ∣ vi ∈ CV (V ) , i ∈ 1,2k k ∈ N ∖ {0}⟩K ,

Cliff(V,Q)1 = ⟨v1 ⋅ v2 ⋅ ⋯ ⋅ v2k+1 ∣ vj ∈ CV (V ) , j ∈ 1,2k + 1 k ∈ N⟩K .
Spełnione sa̧ przy tym relacje

Cliff(V,Q)0.Cliff(V,Q)0 ⊂ Cliff(V,Q)0 ,

Cliff(V,Q)0.Cliff(V,Q)1 ⊂ Cliff(V,Q)1 ,

Cliff(V,Q)1.Cliff(V,Q)0 ⊂ Cliff(V,Q)1 ,

Cliff(V,Q)1.Cliff(V,Q)1 ⊂ Cliff(V,Q)0 ,

w szczególności wiȩc Cliff(V,Q)0 jest podalgebra̧. Inwolucja główna jest funktorialnym obrazem
izometrii PV ∶ V ↺ ∶ v z→ −v,

JV = Cliff(PV ) ,
i spełnia relacje

Cliff(V,Q)0 = kerP + , Cliff(V,Q)1 = kerP − ,

P ± ∶= 2−1
K ⊳ (idCliff(V,Q) ∓ JV ) .

Dowód: Trywialny. �

Przyjdzie nam z czasem odwołać siȩ także do

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def. 4. Dowolna podprzestrzeń K-liniowa U ⊂ Cliff(V,Q)
zachowywana przez JV jest podprzestrzenia̧ Z/2Z-gradowana̧ w rozumieniu Def. 4.5.

Dowód: Oznaczmy

Uk ∶= U ∩Cliff(V,Q)k , k ∈ {0,1} .
Dowolny element u ∈ U możemy rozłożyć, jak nastȩpuje:

u ≡ P +(u) + P −(u) ,
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przy czym na mocy założenia JV (U) ⊂ U jest P ±(u) ∈ U , ale też P +(u) ∈ Cliff(V,Q)0 i
P −(u) ∈ Cliff(V,Q)1, zatem wypisany rozkład jest w istocie rozkładem prostym na składowe
u z Uk. �

Pierwszym istotnym wynikiem strukturalnym, określaja̧cym wzglȩdna̧ relacjȩ miȩdzy funktorem
Cliff i struktura̧ inicjalna̧, jaka̧ jest suma prosta przestrzeni kwadratowych, jest kluczowe dla
przyszłych naszych rozważań klasyfikacyjnych

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (((Vα,+α, Pα, ● z→ 0α), `α),Qα), α ∈
{1,2} bȩda̧ przestrzeniami kwadratowymi nad ciałem K. Istnieje kanoniczny izomorfizm K-algebr
unitalnych z Z/2Z-gradacja̧

Cliff(V1 ⊕ V2,Q1 ⊕Q2) ≅ Cliff(V1,Q2)⊗̂KCliff(V2,Q2) .

Dowód: Wprowadźmy oznaczenia

Cα ∶= Cliff(Vα,Qα) , α ∈ {1,2} C⊕ ∶= Cliff(V1 ⊕ V2,Q1 ⊕Q2) .
Zauważmy, że wobec funktorialności Cliff izometryczne monomorfizmy

Vα ∶ Vα ↣ V1 ⊕ V2 , α ∈ {1,2}
indukuja̧ unitalne homomorfizmy K-algebr

̃α ≡ Cliff(Vα) ∶ Cα Ð→ C⊕ ,

co pozwala nam zdefiniować odwzorowanie K-liniowe

χ ∶=mC⊕ ○ (̃1 ⊗ ̃2) ∶ C1⊗̂KC2 Ð→ C⊕ .(9)

Sprawdzamy, że χ jest unitalnym homomorfizmem K-algebr. W tym celu ustalmy (dowolnie)
liczby p1, p2, q1, q2 ∈ N i rozważmy elementy jednorodne τ (1)α ∶= vα1 .vα2 .⋯ .vαpα ∈ C1, v

α
k ∈ CV1

(V1), k ∈
1, pα, α ∈ {1,2} oraz τ

(2)
β ∶= wβ1 .w

β
2 .⋯.wβqβ ∈ C2, w

β
l ∈ CV2

(V2), l ∈ 1, qβ , β ∈ {1,2}, z których
tworzymy tensory proste

τ12
1 ∶= τ (1)1 ⊗K τ

(2)
1 , τ12

2 ∶= τ (1)2 ⊗K τ
(2)
2 .

Możemy nastȩpnie zapisać równość (stosuja̧c ten sam symbol . dla oznaczenia mnożenia w każdej
z trzech wystȩpuja̧cych tu algebr Clifforda oraz utożsamiaja̧c CV1⊕V2

(V1 ⊕ V2) z V1 ⊕ V2)

χ(τ12
1 ⋅̂τ12

2 ) = (−1)q1⋅p2 χ(τ (1)1 .τ
(1)
2 ⊗K τ

(2)
1 .τ

(2)
2 )

= (−1)q1⋅p2 ̃1(τ (1)1 .τ
(1)
2 ).̃2(τ (2)1 .τ

(2)
2 )

= (−1)q1⋅p2 ̃1(τ (1)1 ).̃1(τ (1)2 ).̃2(τ (2)1 ).̃2(τ (2)2 )

= (−1)q1⋅p2 V1(v1
1).V1(v1

2).⋯.V1(v1
p1).V1(v2

1).V1(v2
2).⋯.V1(v2

p2)

.V2(w1
1).V2(w1

2).⋯.V2(w1
q1).V2(w2

1).V2(w2
2).⋯.V2(w2

q2) ,
która wobec tożsamości

V1(v2
k).V2(w1

l ) + V2(w1
l ).V1(v2

k) = (v2
k ⊕ 02).(01 ⊕w1

l ) + (01 ⊕w1
l ).(v2

k ⊕ 02)

= 2ΦQ1⊕Q2(v2
k ⊕ 02,01 ⊕w1

l ) ⊳ 1C⊕ ≡ 2(ΦQ1(v2
k,01) +ΦQ2(02,w

1
l )) ⊳ 1C⊕ = 0C⊕

przepisuje siȩ w oczekiwanej postaci

χ(τ12
1 ⋅̂τ12

2 ) = (−1)2q1⋅p2 V1(v1
1).V1(v1

2).⋯.V1(v1
p1).V2(w1

1).V2(w1
2).⋯.V2(w1

q1)

.V1(v2
1).V1(v2

2).⋯.V1(v2
p2).V2(w2

1).V2(w2
2).⋯.V2(w2

q2)

= ̃1(τ (1)1 ).̃2(τ (2)1 ).̃1(τ (1)2 ).̃2(τ (2)2 ) ≡ χ(τ12
1 ).χ(τ12

2 ) .
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W świetle (wielo-)K-liniowości wszystkich napotkanych powyżej odwzorowań i operacji nasze rozu-
mowanie uogólnia siȩ na przypadek (super)iloczynu dowolnych elementów skośnego iloczynu ten-
sorowego algebr C1 i C2. Mamy też równość

χ(1C1 ⊗K 1C2) =mC⊕(1C⊕ ⊗K 1C⊕) = 1C⊕ ,

pozostaje zatem pokazać, że χ jest izomorfizmem, co uczynimy konstruuja̧c homomorfizm doń
odwrotny. Rozważmy odwzorowanie K-liniowe

η ∶ V1 ⊕ V2 Ð→ C1⊗̂KC2 ∶ (v,w) z→ v ⊗K 1C2 + 1C2 ⊗K w .

Spełnia ono warunek Clifforda,

η(v,w)2 = (v ⊗K 1C2 + 1C2 ⊗K w)̂⋅(v ⊗K 1C2 + 1C2 ⊗K w) = (−1)0⋅1 v2 ⊗K 12
C2

+(−1)0⋅0 v.1C2 ⊗K 1C2 .w + (−1)1⋅1 1C2 .v ⊗K w.1C2 + (−1)1⋅0 12
C2

⊗K w
2

= Q1(v) ⊳ 1C1 ⊗K 1C2 + v ⊗K w − v ⊗K w + 1C1 ⊗K Q2(w) ⊳ 1C2

= (Q1(v) +Q2(w)) ⊳ (1C1 ⊗K 1C2) ≡ (Q1 ⊕Q2)(v,w) ⊳ 1C1⊗̂KC2
,

a zatem rozszerza siȩ do unitalnego homomorfizmu K-algebr

η̃ ∶ C⊕ Ð→ C1⊗̂KC2 ,

przy czym – dla dowolnego v ∈ V1 –

η̃ ○ χ(v ⊗K 1C2) = η̃(̃1(v).̃2(1C2)) = η̃(1(v).1C⊕) = η̃(v,02) = v ⊗K 1C2

i – dla dowolnego w ∈ V2 –

η̃ ○ χ(1C1 ⊗K w) = η̃(̃1(1C1).̃2(w)) = η̃(1C⊕ .2(w)) = η̃(01,w) = 1C1 ⊗K w ,

a nadto

η̃ ○ χ(1C1 ⊗K 1C2) = η̃(̃1(1C1).̃2(1C2)) = η̃(12
C⊕

) = 1C1⊗̂KC2
≡ 1C1 ⊗K 1C2 ,

co w poła̧czeniu z obserwacja̧ (rozumiana̧ jako stwierdzenie dotycza̧ce K-algebr)

C1⊗̂KC2 = ⟨v ⊗K 1C2 ,1C1 ⊗K w,1C1 ⊗K 1C2 ∣ (v,w) ∈ V1 × V2⟩K ,

a wobec homomorficznego charakteru χ i η̃, daje nam poża̧dany wniosek:

η̃ ○ χ = idC1⊗̂KC2
.

Z drugiej strony otrzymujemy

χ ○ η̃(v,w) = χ(v ⊗K 1C2 + 1C2 ⊗K w) = χ(v ⊗K 1C2) + χ(1C2 ⊗K w)

= 1(v).1C⊕ + 1C⊕ .2(w) = 1(v) + 2(w) = (v,02) + (01,w) = (v,w)

oraz

χ ○ η̃(1C⊕) = χ(1C1⊗̂KC2
) = 1C⊕ ,

co wobec tożsamości (rozumianej jako równość K-algebr)

C⊕ = ⟨(v,w),1C⊕ ∣ (v,w) ∈ V1 × V2⟩K
daje nam relacjȩ komplementarna̧ wobec poprzedniej,

χ ○ η̃ = idC⊕ .

�

Jako proste, a przydatne corollarium powyższego znajdujemy
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Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Tw. 2. Obrazem wzglȩdem funktora Cliff injektywnej izo-
metrii przestrzeni kwadratowych o niezwyrodniałej dziedzinie jest (unitalny) monomorfizm ich
algebr Clifforda. Takimż obrazem surjektywnej izometrii przestrzeni kwadratowych jest (uni-
talny) epimorfizm ich algebr Clifforda. Wreszcie też obrazem bijektywnej izometrii jest (unitalny)
izomorfizm ich algebr Clifforda.

Dowód: Ostatnia czȩść tezy powyższego stwierdzenia, dotycza̧ca obrazu izomorfizmu przestrzeni
kwadratowych, jest bezpośrednia̧ konsekwencja̧ funktorialnej natury Cliff, która implikuje, że
funktorialny obraz odwrotności tegoż izomorfizmu jest odwrotnościa̧ obrazu samego izomorfizmu.
Zajmiemy siȩ wiȩc dwiema pierwszymi składowymi tej tezy. Niechaj (((Vα,+α,Pα, ● z→ 0α), `α),
Qα), α ∈ {1,2} bȩda̧ przestrzeniami kwadratowymi nad ciałem K i niech ϕ ∶ V1 Ð→ V2 bȩdzie
izometrycznym monomorfizmem. Ten określa kanonicznie (na gruncie Pierwszego twierdzenia o
izomorfizmie modułów nad pierścieniem) izometryczny izomorfizm

λϕ ∶ V1
≅ÐÐ→ Imageϕ ,

jeśli zatem napiszemy – przy założeniu niezwyrodnienia Q2 –

V2 = Imageϕ Q2 Imageϕ⊥Q2 ,

to na podstawie Tw. 3 dostaniemy diagram przemienny

Cliff(V1,Q1)
Cliff(ϕ) //

��

Cliff(λϕ)

����

Cliff(V2,Q2) ≡ Cliff(Imageϕ Q2
Imageϕ⊥Q2 ,Q2)

Cliff(Imageϕ,Q2↾Imageϕ) // ι1
// Cliff(Imageϕ,Q2↾Imageϕ)⊗̂KCliff(Imageϕ⊥Q2 ,Q2↾Imageϕ

⊥Q2
)

OO

χ

OOOO

,

w którym Cliff(λϕ) jest izomorfizmem na podstawie obronionej wcześniej ostatniej składowej tezy
stwierdzenia, ι1 zaś jest monomorfizmem

ι1 ∶ Cliff(Imageϕ,Q2↾Imageϕ) Ð→ Cliff(Imageϕ,Q2↾Imageϕ)⊗̂KCliff(Imageϕ⊥Q2 ,Q2↾Imageϕ
⊥Q2

)

∶ γ z→ γ ⊗K 1Cliff(Imageϕ
⊥Q2 ,Q2↾

Imageϕ
⊥Q2

)
.

Przemienność diagramu sprawdzamy na generatorach Cliff(V1,Q1):
χ ○ ι1 ○Cliff(λϕ)(1C1) = 1C2 = Cliff(ϕ)(1C1) ,

χ ○ ι1 ○Cliff(λϕ)(v) = χ ○ ι1 ○ ϕ(v) = χ(ϕ(v) ⊗K 1Cliff(Imageϕ
⊥Q2 ,Q2↾

Imageϕ
⊥Q2

)
)

= ̃1 ○ ϕ(v).1C2 ≡ Cliff(ϕ)(v) ,
przy czym pierwsza tożsamość wynika sta̧d, że wszystkie wystȩpuja̧ce w niej odwzorowania sa̧
unitalnymi homomorfizmami K-algebr. Ostatecznie otrzymujemy zatem przedstawienie

Cliff(ϕ) = χ ○ ι1 ○Cliff(λϕ)
rozpatrywanego homomorfizmu Cliff(ϕ) w postaci złożenia monomorfizmów.

Na koniec zajmiemy siȩ przypadkiem izometrii surjektywnej, która̧ bȩdziemy oznaczać dotych-
czasowym symbolem ϕ. Zauważmy, że obraz wzglȩdem Cliff(ϕ) układu generuja̧cego Cliff(V1,Q1)
(jako K-algebrȩ) to

{1C2} ∪ CV2
(Imageϕ) ≡ {1C2} ∪ CV2

(V2)
(wszak ϕ jest surjekcja̧), czyli układ generuja̧cy Cliff(V2,Q2), skoro jednak Cliff(ϕ) jest unital-
nym homomorfizmem K-algebr, to zachodzi

Cliff(ϕ)(C1) ≡ Cliff(ϕ)(⟨1C1 , v ∣ v ∈ V1⟩K) = ⟨Cliff(ϕ)(1C1),Cliff(ϕ)(v) ∣ v ∈ V1⟩K

≡ ⟨1C2 , ϕ(v) ∣ v ∈ V1⟩K = ⟨1C2 ,w ∣w ∈ V2⟩K ≡ C2 .
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�

Na nastȩpnym wykładzie bȩdziemy kontynuować nasze badania anatomii algebr Clifforda. . .

Appendix A. Dodatkowe własności sumy prostej

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj G bȩdzie dowolnym R-modułem
lewostronnym. Homomorfizmy

HomR(,G) ∶ HomR (⊕
λ∈Λ

Gλ,G) Ð→ ⊓
λ∈Λ

HomR(Gλ,G) ∶ χz→ χ ○  ,

χ ○  ∶ ΛÐ→ ⋃
λ∈Λ

HomR(Gλ,G) ∶ λz→ χ ○ λ

oraz

HomR(G,pr) ∶ HomR (G, ⊓
λ∈Λ

Gλ) Ð→ ⊓
λ∈Λ

HomR(G,Gλ) ∶ χz→ pr ○ χ ,

pr ○ χ ∶ ΛÐ→ ⋃
λ∈Λ

HomR(G,Gλ) ∶ λz→ prλ ○ χ ,

indukowane – odpowiednio – przez rzuty kanoniczne na moduły składowe i ich włożenia kanoniczne,
sa̧ izomorfizmami grup przemiennych. Określamy je mianem izomorfizmów kanonicznych.

Dowód: O istnieniu homomorfizmów odwrotnych do wypisanych przesa̧dzaja̧ definicje odnośnych
struktur uniwersalnych. I tak, np., rodzinie {χ(λ)}λ∈Λ odwzorowań R-liniowych χ(λ) ∶ Gλ Ð→ G

przypisane jest jedyne odwzorowanie R-liniowe χ ∶ ⊕λ∈Λ Gλ Ð→ G o własności χ ○ λ = χ(λ),
któremu homomorfizm HomR(,G) przyporza̧dkowuje na powrót wyjściowa̧ rodzinȩ odwzoro-
wań. �

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis Stw. 9 i niechaj {GAλA}λA∈ΛA , A ∈ {1,2} bȩda̧ dwiema rodz-
inami R-modułów o sumach prostych, odpowiednio, GA⊕ ∶= ⊕λA∈ΛA GAλA . Odwzorowanie

M ∶ HomR(G1⊕,G2⊕) Ð→ ⊓
(λ2,λ1)∈Λ2×Λ1

HomR(G1λ1 ,G2λ2)

∶ χz→ pr ○ χ ○  ,

pr ○ χ ○  ∶ Λ2 ×Λ1 Ð→ ⋃
(λ2,λ1)∈Λ2×Λ1

HomR(G1λ1 ,G2λ2)

∶ (λ2, λ1) z→ prλ2
○ χ ○ λ1

jest monomorfizmem grup przemiennych. Ilekroć zbiór indeksów Λ2 jest skończony, M jest
izomorfizmem.

Dowód: Wprost z konstrukcji sumy prostej modułów wynika, że G2⊕ ⊂
⊓λ2∈Λ2

G2λ2 , a zatem każde odwzorowanie R-liniowe χ ∶ G Ð→ G2⊕ jest zarazem elementem
HomR(G,⊓λ2∈Λ2

G2λ2). Przy tym zawieranie przechodzi w równość dla skończonego zbioru in-
deksów. Teza jest wiȩc nastȩpstwem Stw. 9. �
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Appendix B. Dodatkowe własności iloczynu tensorowego

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj G1 ∈ ObModR1 , G2 ∈ ObMod(R1,R
opp
2 ),

G3 ∈ ObModR2 . Istnieje kanoniczny homomorfizm grup przemiennych

ε ∶ HomR1
(G1,G2) ⊗R2 G3 Ð→ HomR1

(G1,G2 ⊗R2 G3) ,
który na tensorach prostych przyjmuje postać

∀(χ,g3,g1)∈HomR1
(G1,G2)×G3×G1

∶ ε(χ⊗R2 g3)(g1) = χ(g1) ⊗R2 g3 .

Jeśli moduł G3 jest wolny, to homomorfizm ten jest monomorfizmem. Jeżeli zaś moduł G1

lub moduł G3 jest wolny i skończenie generowany, to homomorfizm ten jest izomorfizmem, co
implikuje – w szczególności – istnienie, w tym przypadku i dla R1 = R2 =∶ R, kanonicznego
izomorfizmu

G∗
1 ⊗R G3 ≅ HomR(G1,G3) ,(10)

w tym także – dla G1 = G3 =∶ G –

θG ≡ ε ∶ G∗ ⊗R G
≅ÐÐ→ EndR(G,G) .(11)

Dowód: Zauważmy przede wszystkim, że teza dowodzonego twierdzenia ma sens formalny w świe-
tle Stw. 3.5. Z kolei istnienie homomorfizmu ε jest konsekwencja̧ oczywistej śród-R2-liniowości
odwzorowania

ϕ ∶ HomR1
(G1,G2) ×G3 Ð→ HomR1

(G1,G2 ⊗R2 G3)

∶ (χ, g3) z→ χ(⋅) ⊗R2 g3 .

Dowód zaczniemy od rozważenia przypadku, kiedy G3 ma bazȩ {g(3)λ }λ∈Λ. W świetle Stw. 3.9
dowolny tensor z dziedziny ε możemy wówczas przedstawić w postaci (danej jednoznacznie)

τ = ∑
λ∈Λ

χλ ⊗R2 g
(3)
λ , χλ ∈ HomR1

(G1,G2) .

Niech ε(τ) = 0, albo równoważnie

∀g1∈G1 ∶ 0G2⊗R2
G3 = ε(τ)(g1) ≡ ∑

λ∈Λ

χλ(g1) ⊗R2 g
(3)
λ .

Przywoławszy tezȩ Stw. 3.9 raz jeszcze, konstatujemy, iż 0G2⊗R2
G3 ma jednoznaczny rozkład wy-

pisanej postaci, wiȩc koniecznie

∀g1∈G1 ∀λ∈Λ ∶ χλ(g1) = 0(2) ,

a sta̧d

∀λ∈Λ ∶ χλ = 0 .

Stwierdzamy zatem na koniec, że τ = 0, co dowodzi injektywności ε w rozpatrywanym przypadku.
Niech teraz dodatkowo N ∶= ∣Λ∣ < ∞. Na mocy Tw. 3.5 oraz Stw. 3.6 (i wcześniejszych naszych

rozważań, w tym Stw. 3.4) wnioskujemy o istnieniu (niekanonicznych) izomorfizmów grup prze-
miennych:

ι1 ∶ HomR1
(G1,G2) ⊗R2 G3 ≅ HomR1

(G1,G2) ⊗R2

N

⊕
n=1

R2

≅
N

⊕
n=1

(HomR1
(G1,G2) ⊗R2 R2)

≅
N

⊕
n=1

HomR1
(G1,G2)

oraz

ι2 ∶ HomR1
(G1,G2 ⊗R2 G3) ≅ HomR1

(G1,G2 ⊗R2

N

⊕
n=1

R2)
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≅ HomR1
(G1,

N

⊕
n=1

(G2 ⊗R2 R2))

≅ HomR1
(G1,

N

⊕
n=1

G2)

≅
N

⊕
n=1

HomR1
(G1,G2) ,

przy czym w ostatnim przejściu wykorzystaliśmy Cor. 1. Obłożywszy injektywny homomorfizm
ε z obu stron stosownymi izomorfizmami, otrzymujemy nowy monomorfizm: ι2 ○ ε ○ ι−1

1 , którego
strukturȩ możemy bez trudu zanalizować wobec tożsamości jego dziedziny i przeciwdziedziny. Tym
sposobem bez trudu przekonujemy siȩ, że w obrazie rzeczonego złożenia monomorfizm ε jawi siȩ
odwzorowaniem identycznościowym (w przyjȩtej notacji ι2 ○ε○ ι−1

1 przeprowadza na siebie wektor
odwzorowań R1-liniowych (χ1, χ2, . . . , χN), gdzie przyjȩliśmy dla ustalenia uwagi, że Λ ≡ 1,N),
przeto i sam ε jest nieodzownie izomorfizmem.

Zajmiemy siȩ wreszcie przypadkiem, kiedy to G1 jest modułem o skończonej bazie {g(1)k }k∈1,N .
Dowolny element χ ∈ HomR1

(G1,G2 ⊗R2 G3) jest teraz jednoznacznie określony przez wynik
ewaluacji na owej bazie – niech to bȩdzie (w notacji Równ. (3.7))

χ(g(1)k ) = ∑
(g,h)∈G2×G3

νk(g, h) ⊳ (g ⊗R2 h) , k ∈ 1,N .(12)

Zdefiniujmy odwzorowania χ(k,g) ∈ HomR1
(G1,G2) indeksowane elementami zbioru 1,N ×G2 ∋

(k, g) i bȩda̧ce jedynymi R1-liniowymi rozszerzeniami przyporza̧dkowań

∀l∈1,N ∶ χ(k,g)(g(1)l ) ∶= δZl,k ⊳ g .

Oznaczmy ponadto, dla dowolnego ustalonego rozkładu tensora χ(g(1)k ) (pamiȩtajmy, że tensory
proste w ogólności nie stanowia̧ układu bazowego, a jedynie układ generuja̧cy)

∀
(k,g,h)∈1,N×G2×G3

∶ ν(χ(k,g), h) ∶= νk(g, h) .
Bez trudu przekonujemy siȩ, że obrazem tensora

γ(χ) ∶= ∑
(k,g,h)∈1,N×G2×G3

ν(χ(k,g), h) ⊳ (χ(k,g) ⊗R2 h)(13)

(suma w jego definicji jest skończona w konsekwencji skończoności N oraz nośnika νk) wzglȩdem
homomorfizmu ε jest homomorfizm χ określony w Równ. (12), oto bowiem

ε(γ(χ))(g(1)k ) ∶= ∑
(l,g,h)∈1,N×G2×G3

ν(χ(l,g), h) ⊳ (χ(l,g)(g(1)k ) ⊗R2 h)

= ∑
(l,g,h)∈1,N×G2×G3

ν(χ(l,g), h) ⊳ (δZl,k ⊳ g ⊗R2 h)

= ∑
(g,h)∈G2×G3

ν(χ(k,g), h) ⊳ (g ⊗R2 h) ≡ χ(g
(1)
k ) .

Jest przeto ε epimorfizmem, a ponieważ istnieja̧ (niekanoniczne) izomorfizmy:

HomR1
(G1,G2) ⊗R2 G3 ≅ HomR1

(
N

⊕
n=1

R1,G2) ⊗R2 G3

≅
N

⊕
n=1

HomR1
(R1,G2) ⊗R2 G3

≅
N

⊕
n=1

G2 ⊗R2 G3

oraz

HomR1
(G1,G2 ⊗R2 G3) ≅ HomR1

(
N

⊕
n=1

R1,G2 ⊗R2 G3)
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≅
N

⊕
n=1

HomR1
(R1,G2 ⊗R2 G3)

≅
N

⊕
n=1

G2 ⊗R2 G3 ,

wiȩc też nieodzownie ε ma trywialne ja̧dro, czyli jest izomorfizmem. �

Uwaga 4. W szczególnym przypadku R1 = R2 =∶ R, a dla G2 = R i G1 wolnego odwrotność
kanonicznego izomorfizmu R-modułów z tezy powyższego twierdzenia daje siȩ wypisać wprost w
zwartej postaci

ε−1 ∶ HomR(G1,G3)
≅ÐÐ→ G∗

1 ⊗R G3 ∶ χz→
N

∑
k=1

γ
(1)
k ⊗R χ(g(1)k )

przy użyciu bazy {γ(1)k }k∈1,N modułu G∗
1 dwoistej wzgl. {g(1)k }k∈1,N , por.:

Równ. (13). Jeśli ponadto G1 = G3 ≡ G, to izomorfizm θG dostarcza nam powszechnie spotykanej
reprezentacji endomorfizmu identycznościowego (w konwencji γ(1)k ≡ e∗k, g

(1)
k ≡ ek)

θ−1
G (idG) =

N

∑
k=1

e∗k ⊗R ek .

Powyższe rozważania prowadza̧ wprost do jakże użytecznej

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Tw. 4, zakładaja̧c w szczególności, że pierścień R jest przemienny,
R-moduł G zaś – wolny i skończenie generowany. Wówczas kanoniczny homomorfizm R-modułów

τ ∶ G∗ ⊗R GÐ→ R

o własności

∀(ϕ,g)∈G∗×G ∶ τ(ϕ⊗R g) = ϕ(g)

określa kanoniczna̧ formȩ R-liniowa̧

trG ∶= τ ○ θ−1
G ∶ EndR(G) Ð→ R

zwana̧ śladem endomorfizmu po module G.

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i załóżmy, że R jest pierścieniem przemien-
nym. Istnieje kanoniczny homomorfizm R-modułów

ı ∶ HomR(G1,H1) ⊗R HomR(G2,H2) Ð→ HomR(G1 ⊗R G2,H1 ⊗R H2)

o własności

ı(χ1 ⊗R χ2) = χ1 ⊗ χ2 .

Ilekroć moduły w którejś z par (G1,H1), (G2,H2) lub (G1,G2) sa̧ wolne i skończenie generowane,
homomorfizm ten jest izomorfizmem. W szczególności wiȩc dla H1 = R =H2 stwierdzamy, że jeżeli
jeden z modułów Gα, α ∈ {1,2} jest wolny i skończenie generowany, istnieje kanoniczny izomorfizm
R-modułów

(G1 ⊗R G2)
∗ ≅ G∗

1 ⊗R G∗
2 .(14)

Dowód: Dowód pierwszej czȩści stwierdzenia stanowi prosta̧ wariacjȩ na temat (dowodu) Stw. 3.3.
Przejdziemy wiȩc od razu do dowodu czȩści drugiej, przy czym wobec symetrii (jakościowej niezmi-
enniczości) zagadnienia wzglȩdem transpozycji indeksów (1,2) z→ (2,1) wystarczy rozpatrzeć
niezależnie przypadek, w którym moduły pary (G1,H1) sa̧ wolne i skończenie generowane, oraz
ten, w którym moduły pary (G1,G2) maja̧ tȩ cechȩ. Zaczniemy od tego pierwszego. Niechaj
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{g(1)k }k∈1,M1
bȩdzie baza̧ R-modułu G1, a {h(1)l }l∈1,N1

baza̧ R-modułu H1. Wówczas baza̧ R-
modułu HomR(G1,H1) jest – w świetle Tw. 4 (patrz: Równ. (10)) – rodzina odwzorowań R-
liniowych

τ
(1)
k,l ∶= ε(g

(1)
k

∗ ⊗R h(1)l ) , (k, l) ∈ 1,M1 × 1,N1 .

Na mocy Stw. 3.9 dowolny tensor τ ∈ HomR(G1,H1)⊗RHomR(G2,H2) można zatem przedstawić
(jednoznacznie) w postaci

τ = ∑
(k,l)∈1,M1×1,N1

τ
(1)
k,l ⊗R χ

k,l , χk,l ∈ HomR(G2,H2) ,

warunek ı(τ) = 0 jest wiȩc równoważny układowi tożsamości

∀m∈1,M1
∀g∈G2 ∶ 0H1⊗RH2 = ∑

(k,l)∈1,M1×1,N1

τ
(1)
k,l (g

(1)
m ) ⊗R χk,l(g)

= ∑
l∈1,N1

h
(1)
l ⊗R χm,l(g) ,

z których na podstawie tegoż Stw. 3.9 odczytujemy warunki

∀
(m,l)∈1,M1×1,N1

∀g∈G2 ∶ χm,l(g) = 0H2 .

Z nich wycia̧gamy wniosek

∀
(m,l)∈1,M1×1,N1

∶ χm,l = 0 ,

a dalej

τ = 0 ,

co dowodzi injektywności ı w rozważanym przypadku. Na obecnym etapie wystarczy upewnić siȩ
o istnieniu stosownego (niekanonicznego) izomorfizmu miȩdzy dziedzina̧ i przeciwdziedzina̧ ı, aby
móc zanalizować bezpośrednio ten monomorfizm, podobnie jak w dowodzie Tw. 4. Czynimy to w
rachunku wykorzystuja̧cym Tw. 3.5 oraz Stw. 3.6 (i wcześniejsze nasze rozważania, w tym Stw. 3.4)
– oto wiȩc z jednej strony

ι1 ∶ HomR(G1,H1) ⊗R HomR(G2,H2)

≅ HomR(
M1

⊕
k=1

R,
N1

⊕
l=1

R) ⊗R HomR(G2,H2)

≅ ⊕
(k,l)∈1,M1×1,N1

HomR(R,R) ⊗R HomR(G2,H2)

≅ ⊕
(k,l)∈1,M1×1,N1

R⊗R HomR(G2,H2)

≅ ⊕
(k,l)∈1,M1×1,N1

(R⊗R HomR(G2,H2)) ≅ ⊕
(k,l)∈1,M1×1,N1

HomR(G2,H2) ,

a z drugiej

HomR(G1 ⊗R G2,H1 ⊗R H2) ≅ HomR(
M1

⊕
k=1

R⊗R G2,
N1

⊕
l=1

R⊗R H2)

≅ HomR(
M1

⊕
k=1

(R⊗R G2),
N1

⊕
l=1

(R⊗R H2))

≅ HomR(
M1

⊕
k=1

G2,
N1

⊕
l=1

H2)

≅ ⊕
(k,l)∈1,M1×1,N1

HomR(G2,H2) .

Jak łatwo widać, monomorfizm ι2 ○ ı ○ ι−1
1 jest odwzorowaniem identycznościowym (w przyjȩtej

notacji przeprowadza na siebie macierz odwzorowań R-liniowych (χk,l)
(k,l)∈1,M1×1,N1

), wiȩc też i
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ı jest izomorfizmem. Zauważmy, że dowiedziona czȩść tezy twierdzenia uzasadnia (w poła̧czeniu
z Tw. 3.3) Równ. (14).

Na koniec zajmiemy siȩ przypadkiem, kiedy to moduły Gα, α ∈ {1,2} sa̧ wolne i skończenie
generowane. Wybierzmy w G1 bazȩ jak w poprzedniej czȩści dowodu, a w G2 bazȩ {g(2)l }l∈1,N2

.
Pokażemy najpierw, że homomorfizm ı jest surjektywny. W tym celu rozważmy odwzorowanie
R-liniowe χ ∈ HomR(G1 ⊗R G2,H1 ⊗R H2), które na bazie {g(1)k ⊗R g(2)l }

(k,l)∈1,N1×1,N2
dziedziny

przyjmuje postać

χ(g(1)k ⊗R g(2)l ) = ∑
(h1,h2)∈H1×H2

rkl(h1, h2) ⊳⊗ (h1 ⊗R h2)(15)

dla pewnych rkl(⋅, ⋅) ∈ R0(R;H1×H2). Postȩpuja̧c analogicznie jak w dowodzie Tw. 4, zdefiniujmy
odwzorowania χ(k,hα) ∈ HomR(Gα,Hα) indeksowane elementami zbioru 1,Nα ×Hα ∋ (k, hα) i
bȩda̧ce jedynymi R-liniowymi rozszerzeniami przyporza̧dkowań

∀l∈1,Nα ∶ χ(k,hα)(g
(A)
l ) ∶= δZl,k ⊳ hα .

Ustaliwszy dowolnie rozkład tensora χ(g(1)k ⊗R g(2)l ), wprowadźmy oznaczenia

∀
(k,l,h1,h1)∈1,N1×1,N2×H1×H2

∶ r(χ(k,h1), χ(l,h2)) ∶= rkl(h1, h2) .
Łatwo widać, że obrazem tensora

γ(χ) ∶= ∑
(k,l,h1,h1)∈1,N1×1,N2×H1×H2

r(χ(k,h1), χ(l,h2)) ⊳⊗ (χ(k,h1) ⊗R χ(l,h2))

(suma w jego definicji jest skończona w konsekwencji skończoności NA oraz nośnika rkl(⋅, ⋅))
wzglȩdem homomorfizmu ı jest homomorfizm χ określony w Równ. (15). Konstatujemy wiȩc,
że ı jest epimorfizmem, a ponieważ na mocy Równ. (14) i Tw. 3.4 oraz innych przywoływanych
wcześniej (s)twierdzeń (w tym Tw. 3.3) istnieje (kanoniczny) izomorfizm

HomR(G1,H1) ⊗R HomR(G2,H2) ≅ (G∗
1 ⊗R H1) ⊗R (G∗

2 ⊗R H2)

≅ (G∗
1 ⊗R G∗

2) ⊗R (H1 ⊗R H2)

≅ (G1 ⊗R G2)
∗ ⊗R (H1 ⊗R H2)

≅ HomR(G1 ⊗R G2,H1 ⊗R H2) ,
przeto z cała̧ pewnościa̧ ı jest izomorfizmem. �


