METODY ALGEBRY WYZSZEJ W FIZYCE I
W CZASACH ZARAZY
5. WYKLAD ZDALNY

Uzbrojeni w pojecia i konstrukcje przedstawione na dotychczasowych wyktadach, mozemy
wreszcie przejsé do wprowadzenia obiektu podstawowego dla niniejszego kursu, czyli algebry Clif-
forda, i dyskusji jego wlasnosci.

1. ALGEBRA CLIFFORDA PRZESTRZENI KWADRATOWEJ — FUNKTOR Cliff

Zaczynamy od

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (((V7 +v,Py, o — Ov),év), Q) bedzie
przestrzenia kwadratowa! nad cialem K, 2 za$ — K-algebra unitalna. Odwzorowanie ¢ € Homy (V,21)
okreslimy mianem odwzorowania Clifforda, jesli spetnia warunek

Voer = (v) 2 p(v) = Q(v) > 1g.
Odwzorowania Clifforda okreslone na ustalonej przestrzeni kwadratowej tworza kategorie Cy,q),
ktorej obiektami sg pary (2, ¢) zlozone z 2 € ObuAlgy i odwzorowania Clifforda ¢ € Homg (V,21),
morfizmami za$ — dla ustalonych obiektow (24, @q), « € {1,2}, utworzonych przez 2, € ObuAlgy
i odwzorowania Clifforda ¢, : V — 2, — odwzorowania

Homc, o, (21, ¢1), (Az,92)) = { x € Homuang, (A1,A2) | w2=x0¢1 }.
Ta pozwala nam sformutowaé¢ fundamentalna

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def. 1. Algebra Clifforda przestrzeni kwadratowej (((V7 +v,
Py,e—s Ov),ﬁv), Q) to struktura inicjalna

(ClLff(V, @), v)
dla warunku
Pv,0y:r,,m ((Ql, go)) =,  V—2 jest odwzorowaniem Clifforda”

na ObuAlgk x Mor Vectk, w ktorego zapisie Fy : OVectx — Vectg oraz Fy : uAlggy —
Vectg to funktory zapominania. Skladowe tej struktury to K-algebra Cliff(V,Q) z jednosciag
eC = lcig(v,Q) oraz odwzorowanie Clifforda

v V— Clff(V,Q)
ktore bedziemy okresla¢ mianem kanonicznego odwzorowania Clifforda.

Uwaga 1. W dalszej czesci wykladu bedziemy uzywaé pojecia ,algebra Clifforda” w odniesieniu
do unitalnej K-algebry Cliff(V,Q), o ktorej mowi powyzsza definicja. Ponadto, o ile nie bedzie
to prowadzi¢ do nieporozumieri, mnozenie i dodawanie w algebrze Clifforda bedziemy oznaczaé
symbolami pozbawionymi indekséw: . i +, odpowiednio.

W analogii do konstrukcji iloczynu tensorowego mozemy sformutowaé wygodne

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2. Ponizsze zdania logiczne sg rownowazne.

1Zak1adamy znajomo$¢ tego pojecia z kursu algebry liniowej, ale na wszelki przypadek przypominamy:
Przestrzenn kwadratowa to para zlozona z przestrzeni wektorowej V' nad cialem K (o charK # 2) oraz formy
kwadratowej @ : V — K, tj. odwzorowania jednorodnego stopnia 2 o tej wlasnosci, ze odwzorowanie zdefi-
niowane przez formule polaryzacyjna &g : V2 S5 K (v,w) — ZH’gl (Qu+y v) = Q(u) — Q(v)) jest
(symetryczna) formg dwuliniowg na V. Przestrzenie kwadratowe wraz z izometriami, czyli odwzorowaniami lin-
iowymi x € Homg(Vi,V2) miedzy nosnikami struktury kwadratowej (Vi, Q;), 7 € {1,2} o wlasnosci Q20 x = Q1,
tworza kategorie przestrzeni kwadratowych, ktéra bedziemy oznaczaé¢ symbolem OVecty
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(i) ((CLfE(V,Q),4%).55) jest algebra Clifforda przestrzeni kwadratowej

(((V,+v,Py, e — 0v), lv), Q).
(ii) CUff(V,Q) jest generowana (jako K-algebra) przez elementy Image ]‘C}, tj.

Cliff (V, Q) = (Image 5/ ),,

a ponadto dla kazdej pary (2,¢) € ObC(y,g) jest okreslone odwzorowanie § e
Home,, o, ((C7 jg)7 (A, go)), tj. takie, ktore czyni przemiennym diagram

2

ﬁt

Ve Cliff(V, Q)

Dowdd: W pelni analogiczny do dowodu Stw. 3.1. O

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2. Algebra Clifforda dowolnej przestrzeni kwadratowej nad
dowolnym cialem K istnieje i jest okreslona jednoznacznie z doktadnoscia do jedynego unitalnego
izomorfizmu K-algebr.

Dowdd: W algebrze tensorowej Qg V' przestrzeni kwadratowej (V, @) nad cialem K definiujemy
ideat obustronny

Joi=(vexv-Qv) > lklveV)g v,
co pozwala nam okresli¢ — na gruncie Stw. 4.4 — algebre ilorazowa
(1) CEE(V, Q) = @ Vg
wraz z odwzorowaniem K-liniowym (opuszczamy indeks Qg gwoli przejrzystosei)
W ETeeviagon @V —Clff(V,Q) : v—n(v)+Jg=v+Tq.

Zauwazmy, ze dla dowolnego wektora v € V' spelniona jest — wobec obustronnosci Jg — tozsamosé

j‘C/J(v)2 = (U+3Q)®K(U+3Q):U®K’U+’U®K3Q+3Q®K’U+3Q®K3Q

veKV+To=QV) > Ik + (vegv-Qv) > 1g) +Tg = Q(v) > 1k + Tg

Q) > 1g, v/g

czyli ]‘C, jest odwzorowaniem Clifforda, a poniewaz algebra ®g V' jest generowana (jako K-algebra)
przez 71(V) ¢ ®xV i rzut kanoniczny 7g, v/3, jest epimorfizmem, przeto 35 (V) generuje
Cliff (V,Q) (jako K-algebre). Dla zakoriczenia dowodu musimy jeszcze stowarzyszy¢ unitalny ho-
momorfizm K-algebr @ : Cliff (V,Q) — 2 z dowolnym odwzorowaniem Clifforda ¢ : V — 2.
W tym celu stwierdzamy najpierw, ze to ostatnie definiuje — w $wietle Tw. 4.1 — (jedyny) unitalny
homomorfizm K-algebr

P ®]K V—2
o wlasnosci
Voev . i, Ny © P01 ®k 02 @k - @k vN) = p(v1) -a p(v2) 2+ p(vn),
a ten speklia — dla dowolnego v € V — tozsamosé
Pvexv-Q(v) > 1x) = p(v)* - Q(v) > P(1k) = Q(v) > 1o = Q(v) > Lo = Oy,
skad wniosek, ze

Jg ckerd,
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zatem @ kanonicznie indukuje unitalny homomorfizm K-algebr
P QeV/ig—A: 7+3g+— (7).
Przy tym — dla dowolnego veV —
2ogv(v) = (5 (v) +3@) = Pon(v) = p(v),

mozemy przeto polozyé

«
I
)

Na marginesie dotychczasowej dyskusji poczynimy nastepujaca przydatna obserwacje.

Lemat 1. Przyjmijmy zapis uzyty w dowodzie Tw. 1 (zakladajac przy tym, w szczegdlnosci, ze
charK # 2), i zdefiniujmy

Ja, = (VO w+w Ok v - 2P (v,w) > 1x |v,w € V)®KV ,
a wowczas zachodzi tozsamosé
Jo, =7q-
Dowdd: 7 jednej strony — dla dowolnych v, w € V| a wobec definicji formy kwadratowej — zachodzi
ro6wnosé
VR W+ WK v —2Pg(v,w) > 1k = (v+y w) @k (v+y w) - Q(v+y w) > 1k

—(’U®KU—Q(U) > 1K)—(w®Kw—Q(w) > 1K) €Jg,
wiec
Jo, cJg,
z drugiej zas trywialnie
vegv-Q(v) > 1K5211_<1 > (U®KU+U®KU—2<I>Q(U,U) > 1K) €Ja,
wiec

jQ qu:;Q .

Konstrukcja algebr Clifforda jest osadzona w kategorii przestrzeni wektorowych z dodatkowa
struktura, jaka jest forma kwadratowa. Naturalnym wiec jest oczekiwaé, ze homomorfizmy prze-
strzeni kwadratowych podnoszg si¢ do (unitalnych) homomorfizméw algebr Clifforda (cho¢ nie
ma powodow uwazaé, ze sg to jedyne (unitalne) homomorfizmy K-algebr pomiedzy algebrami
Clifforda). O tym, ze tak jest w istocie, mowi

Twierdzenie 2. Przyporzadkowanie algebr Clifforda przestrzeniom kwadratowym nad danym
cialem ma charakter funktorialny, tj. istnieje funktor kowariantny

Cliff : OVectg — uAssAlgy .

Dowdd: Wobec weze$niejszych naszych ustalenl pozostaje wykazaé, ze dla dowolnych (((Va, +a, Pa,
°— OQ),EQ),QQ) € Ob O Vectyk, a€{1,2,3} kazda izometria x : V3 — V5 indukuje unitalny
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homomorfizm K-algebr Cliff(y) o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny

CUE(Vr, Q1) — ) Cliff (Va, Q)
(2) Cliff clff
4 - V)

w szczegdlnosci zas
(3) Cliff (idv ) = idcug(v,Q) »
a nadto ze dla dowolnych dwoch izometrii x, : Vo — Vi1, a€{1,2} zachodzi tozsamosé
Cliff (x2 o x1) = Cliff (x2) o Cliff (x1) .
W tym celu rozwazmy odwzorowanie K-liniowe
X= gy, 0x ¢ Vi — Cliff V2, Qs).

Latwo widaé¢, ze spelnia ono warunek Clifforda, a to z racji cliffordowskosci odwzorowania kano-
nicznego j% oraz izometrycznego charakteru Yy,

Vorey, 55(1)1)2 = J\% (X(U))2 = QZ(X(U)) > eg =Q1(v) > eg.

Uniwersalnosé¢ algebry Clifforda przesadza zatem o istnieniu jedynego unitalnego homomorfizmu
K-algebr

Cliff(x) : ClLff(V1,Q1) — Cliff(V2, Q2)

o wlasnosci
CLff(x) © 4, =X =%, o X

ta ostatnia jednak wyraza wlasnie przemienno$é¢ Diag. (2). Zauwazmy przy tym, ze odwzorowanie
Cliff () jest okreslone jednoznacznie, oto bowiem dowolne dwa podniesienia Clff (x); i Clff ()2
pokrywaja si¢ wprost na mocy zalozenia na zbiorze Image j% generujacym ich dziedzine,

CIiff (x)2 © 3v; = v, © X = CLfF ()1 © 7y, -
Dokonujac konkatenacji diagramoéw przemiennych odpowiadajgcych podniesieniom Cliff (x, ) izometrii
Xay & € {17 2}u

Cliff (x1) Cliff (x2)
_— _—

Cliﬂ“T [Cliﬂr TCliff )

Vi Vs Vs

X1
otrzymujemy diagram przemienny

Cliff (x2)oCliff (x1)

Cliff (V1, Q1) Cliff (Vs, Q3)

CIiHT ]Cliff

Vi V3

X20X1

Zwazywszy jednoznacznos$é podniesienia, stwierdzamy zatem, ze superpozycja podniesienn Cliff (x3)o
Cliff (x1) jest jedynym podniesieniem superpozycji izometrii y20x1, co jest wnioskiem pozadanym.
Ten sam argument pozwala zidentyfikowa¢ funktorialny obraz izometrii identycznosciowej idy
zgodnie z Rown. (3). O
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Konstruktywny dowod istnienia algebry Clifforda daje nam do reki prosty algorytm budowania
jej modelu w bezpiecznym srodowisku algebry tensorowej. Azeby przekonaé sie o jego prak-
tycznosci i zarazem wyprowadzi¢ modele algebr Clifforda o fundamentalnym znaczeniu w klasy-
fikacji wszystkich rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda, z ktora zmierzymy si¢ juz wkrotce,
przesledzimy 6w algorytm skrupulatnie w odniesieniu do kilku wybranych przestrzeni kwadra-
towych o szczegdlnie prostej postaci formy kwadratowej.

Przyklady 1. (Struktury)
(1) Algebra Clifforda przestrzeni R1°. Zacznijmy od wypisania algebry tensorowej przestrzeni
R, korzystajac przy tym ze Stw. 3.6,
RR=RoRo@P R*"2RoRa P R.
R n=2 n=2
Wyodrebnione z powyzszej sumy prostej pierwsze dwa jej sktadniki R to — odpowied-
nio — cialo bazowe R oraz sama przestrzenn R-liniowa R, pozostale natomiast to kolejne
potegi tensorowe tej ostatniej, ktére po redukcji z uzyciem kanonicznych izomorfizméw

takze sprowadzaja sie do R. Azeby odrozni¢ od siebie dwa pierwsze kanonicznie sktadniki,
wprowadzimy indeksy:

(4) R R=RY o RM ¢ @ R®*".
R n=2

Przy zejsciu do algebry ilorazowej dokonujemy nastepujacych utozsamien (na bazie):
R 310 8x 1y ~ O (1) 2o Loy =110 = Loy € R,
R 510y @r 1y @z 1oy ~ 3" (1)) Po) Loy ®= Ly = Loy @& Ly
= K}le)(]. l>(1) 1(1)) = K:le)(]-(l)) € R(O) ®R R(l)
=, R(l),

K1)
R 510y @ 1) 8= 1y ®= 1) ~ 0" (1) b0y L) @2 35 (1)) () L(o) = Loy @2 L(0)
= KZ&)(]. >(0) 1(0)) = KZ&)(].(O)) € R(O) ®r R(O)
=S RO itd.,
£(0)
tak ze koniec konicow dostajemy, dla dowolnego k € N,

R®R2k ~ R(O) ) R®R2k+1 ~ R(l) ,
skad tez
Q R/T;00 2RO e RM.
R E

Pozostaje w tym momencie ustali¢ postaé¢ iloczynu elementéw przestrzeni ilorazowej — tu

wystarczy uwzgledniajacy dwuliniowosé tegoz iloczynu rachunek na reprezentantach klas

(modulo J 5(1,(») w algebrze tensorowej, w ktérej mnozenie sprowadza sie do tensorowania, a
E

nastepnie narzucenie wskazanych wyzej utozsamien. Oto wiec dla dowolnych par (z1,y1),
(72,y2) e RO @ RM) = R*2 obliczamy

(71,91) ‘@ & (72,92) (r1,91) ®r (72,92)

= 71 >(0) lro ®r T2 (o) L) + 71 >(0) 1r) ®r Y2 (1) lp)
+y1 >(1) lpo) ®r T2 B0y 1ro + Y1 >1) lra) ®r Y2 >(1) 1o

= (21-22) > (1g ®r 1) + (z1-y2) > (g r 1))
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+(y1-22) > (Igay Or g ) + (y1-y2) > (1ga) ®r 1ga))
~ (1 22) B (1) ®R 1)) + (21 ¥2) > (1g©) ®r 1g())

+(y1 - 22) > (Ipo ®r L) + (w1 -y2) - 05 (1) >(0) 1)
= (1-22) >Ry (1-1z0) + (21 92) > K (1- 1ro)

+(y1-22) > yh~ (Lgay - 1) + (1 92) B0 Lpo
i na tej podstawie wyprowadzamy
mRX?((Ihyl)a (Iz,yz)) = (21 T2+ Y1 Y2, %1 Y2 + Y1 T2).
Okreslmy izomorfizm przestrzeni R-liniowych
C:R?—=ReR : (z,9)— (z+y,z-7).

Latwo sprawdzamy, ze obrazem powyzszego ,egzotycznego’ mnozenia wzgledem tego izomor-
fizmu,

mpreRr = C o mpx2 o(C’_1 XC_I) : (RGB]R)XZ —ReR,

jest standardowe mnozenie w sumie prostej algebr R,

mR@R((%,yl), ($27y2)) O(% > (21 + Y1, 21— Y1) R2 % > (T2 + Y2, T2 —y2))

i > C((T/l +y1) - (wa +y2) + (21 —y1) - (22— ¥2),
(x1+y1) - (2= y2) + (1 - y1) - (22 +y2))

= % > C(x1 T2 +y1-y2,T1 T2~ Y1 Y2) = (T1°T2,Y1Y2) -
Ostatecznie wigc mozemy zapisac
Clif(R"*)2R@R,

domyslnie majac na uwadze standardowa strukture sumy prostej R-algebr na R @ R.
(2) Algebra Clifforda przestrzeni R%!. Tym razem przejécie od rozktadu (4) do struktury
ilorazowej wymaga utozsamieri

0,1 —
R 1merlay ~ 8 (1) b Loy = -1 1) =1 ¢R?,
R 510 8r 10y ®r 1y~ 05" (1) (o) Loy @ Ly = ~Lo) @ Ly
=k (-1oa) 1)) = 60 (-1y) e RO @p RW)

= R
k(1)

R 510y 0= 1oy @k 1y O 1oy~ 35" (1)) B0y Loy @& 35 (1)) B(0) Loy = 1(0) ®= Loy
= 5y (1(0) L0)) = K0y (L0y) e R @ RO

ZLROtd,
K(0)

tak samo wiec jak w poprzednim przypadku dostajemy, dla dowolnego k € N,
R®R2k ~ R(O) , R®R2k+1 ~ R(l) ,

a dalej
Q R/Js0n 2RO o RM.
R E
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Posta¢ iloczynu w otrzymanej tu algebrze odczytujemy z rachunku (ktoérego poczatek jest

identyczny jak poprzednio)

(zlayl)'@)RR(x%yQ)

(:E1 . :L‘Q) > (1R(0) ®Rr IR(O)) + (1‘1 ~y2) > (1R(U> RRr 1]1{{(1))

+(y1 - 22) > (Igey ®r 1g ) + (y1 - 42) > (1gew ®r 1ra))

~ (x1-22) > (g ®r 1g) + (21 - 92) > (1ro) ®r 1pa))

+(y1 - x2) > (Ig) ®r 1g ) + (Y1 - ¥2) '5](50’1)(1) >0y lr

= (w1-m2) > Ry (1 Tr@) + (21 -92) & K1) (1 1z

+(y1-m2) > ik (Igay - 1) = (41 92) >(0) Lz »

ktory prowadzi do tatwo rozpoznawalnej struktury

(z1,y1) 're2 (T2,y2) = (T1- T2 — Y1 - Y2,%1 - Y2 + Y1 - T2) -

Tym sposobem identyfikujemy

Cliff(R*') = C.

(3) Algebra Clifforda przestrzeni R%°. W algebrze tensorowej tej przestrzeni

(5) QR =R® ¢ R & ) (R*?)*"
R

utozsamiamy (na bazie):

(R?)** 5 (1,0) & (1,0)
(R?)*** 5 (0,1) &5 (0,1)

(R**)**5 (1,0) @z (1,0) @ (1,0)

(R*)** 5 (1,0) @z (1,0) @ (0,1)

(R**)®*% 5 (0,1) &g (1,0) @z (1,0)

(R**)**5 (0,1) @z (0,1) ® (0,1)

(R*2)*** 5 (0,1) &g (0,1) @z (1,0)

n=2

(2,0) _ _ 0

6E (1,0) >(0) 1(0) =1 1(0) = 1(0) € R( ),
(2,0) _ _ 0

5E (0,1) \>(0) 1(0) =1- 1(0) = 1(0) € R( ) s

s@&01 0 1 1,0)=1 1,0
B (1,0) >0y 1(0) ®r (1,0) = 1(oy ®r (1,0)

k(1) (1,0)) = £y (1,0) e RO @p R*
= RXQ,

(1)

PICRIEN) 1 0,1)=1 0,1
e (1 )D(o) (0)®]R( ;1) (O)®R( ,1)

kih(1oa) (0,1)) = 571 (0,1) e RO o R
= RXQ,

K(1)

(0,1) @ 65" (1,0) b0y 1(0y = (0,1) ®x 1(q)

W H((0,1) 91y 1) = (1) 1(0,1) e R*? @ R
= RXQ’

%

§s@0 0.1 1 0,1)=1 0,1
5 (0,1) >0y 1) ®r (0,1) = 10y ®& (0,1)

s (1o (0,1)) =k (0,1) e RO @5 R*
= RXQ,

(1)

529(0,1) 0y L0y ®= (1,0) = 1) ® (1,0)
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= ray(Ie (1,0) = £}y (1,0) e RO @ R*?
= RXQ,
A1)

X 3 )
(R*2)®* 5 (1,0) @ (0,1) ® (0,1) (1,0) @& 65°7(0,1) b0y 10 = (1,2) ®& 1(g)

2

= wr ((1,0) 9y 1) = @y (1,0) e R @ R

SLR? td,
(DF
a poniewaz takze
(1,1)®gr (1,1) = (1,0) ®& (1,0) + (0,1) ®& (0,1) + (1,0) ®& (0,1) + (0,1) ®& (1,0),
wigc dalej utozsamiamy

(LO) ®Rr (07 1) = (17 1) ®Rr (17 1) - (170) ®Rr (170) - (07 1) ®Rr (07 1) - (07 1) ®Rr (170)
~ (51(32’0)(]., 1) l>(0) 1(0) - (5](32’0)(1,0) l>(0) 1(0) - 5](52’0)(0, 1) l>(0) 1(0) - (0, 1) ®r (].,0)

= (2 -1- 1) >(0) 1(O) - (Ov 1) ®Rr (170) = _(07 1) ®r (170)
oraz

(R*)** 5 (1,0) @z (0,1) @ (1,0)

2

_(07 1) ®R (170) ®R (170)

~~(0,1) ® 657 (1,0) b0y L(o)

_(Ov 1) ®r 1(0) = _(1)/%_1((0’ 1) (1) 1)

—r 1(0,1) e R? @p RO 5 R¥2
(1F

(R*)** 5 (0,1) @5 (1,0) @ (0,1)

2

_(170) ®r (07 1) Or (07 1)

~=(1,0) ®& 637(0,1) >(0) 1(0)

_(170) ®r 1(0) = _(1)/%_1((1’0) (1) 1)

~r 1(1,0) eR?@p RO S5 R td.
(DF

Biorac to wszystko pod uwage, stwierdzamy, ze dla dowolnego k ¢ N
R&K% N R(O) ® R(l) , R®R2k+1 N RXQ ,
gdzie
R™ = ((1,0) @ (0,1))g ,
a zatem ostatecznie

Q R/I;e0 2RO e R0 RM.
R E

Przy tym z tozsamosci

(a1 >1+ax> (1,0) +az > (0,1) +as > (1,0) ®r (0,1))
‘@s e2(b1 > 1+by > (1,0) + by > (0,1) + by & (1,0) ®& (0,1))

~(al«bl+a2-b2+a3-b3—a4'b4)l>1+(a1~b2+a2~b1—a3«b4+a4'b3)l>(1,0)
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+(a1 -b3+a2-b4+a3-b1 —a4‘b2) > (0,1)

+(a1-bg+ag-b3—asz-by+ag-by)>(1,0)®r (0,1),
wyznaczonych w odwolaniu do powyzszych relacji, wyprowadzamy izomorfizm
Cliff(R*Y) = R(2),
ktoéry na bazie przybiera postaé
(1,(1,0),(0,1), (1,0) &= (0,1)) — ((59), (5 4):(76). (% 8))-

Istotnie, mamy

(a1+a2 az+ay ) ® (b1+b2 b3+b4) _ ((a1+a2)'(b1+b2)+(a3+a4)'(b3*b4) (a1+a2)»(b3+b4)+(a3+a4)-(b17b2))
az—a4 a1—a2 b3—b4 b1—b2 (a3—a4)-(b1+b2)+(a1—ag)-(b3—b4) (a3—a4)~(b3+b4)+(a1—a2)-(b1—b2)

( (a1-bi+az-ba+az-bz—as-bs)+(ai-ba+az-bi—az-bs+as-bz) (a1-bg+az-bs+az-bi—as-ba)+(ai-bs+azbsz—azba+asby) )
(a1-b3+a2-b4+a3-b1—a4-b2)—(a1-b4+a2-b3—a3-b2+a4»b1) (a1~b1+a2-b2+a3-b3—a4-b4)+(a1-b2+a2-b1—a3-b4+a4-b3) :

(4) Algebra Clifforda przestrzeni R%2. W tym przypadku przejscie od algebry tensorowej (5)
do stosownej algebry ilorazowej realizuja utozsamienia (na bazie):

(RX2)®R2 E) (1,0) Rr (1,0) ~ _1(0) c R(O) ,

(Rx2)®m2 3(0,1)®r (0,1) ~ -1(¢ R© ’

(R2)* 5 (1,0) ®g (1,0) ®g (1,0) ~ -r()(1,0) ¢ RO o R*2 K’ R*?

(R*2)** 5 (1,0) ®g (1,0) ® (0,1) ~ -r(}(0,1) e RO o R*2 % R*?,

(R*)®* 5 (0,1) @ (1,0) @& (1,0) ~ -y '(0,1) e R*? @ RO J’ R*2.

(R*)* 5 (0,1) @z (0,1) ®= (0,1) ~ —r(}(0,1) e RO @ R*? =R,

(B2)*%5 (0,1) @ (0,1) @ (1,0) ~ ~}y(1,0) ¢ RO @ R =0 2,

(R**)** 5 (1,0) @5 (0,1) @& (0,1) ~ -y '(1,0) e R*2 @ RO ﬁ» R*?  itd.,
a nadto

(1,0) ®r (0,1) ~ 51(30’2)(17 1) >0y Loy - 5(E0’2)(1,0) >0) Leoy - 51(30’2)(07 1) >0y 10y = (0,1) ®r (1,0)

= (—2 +1+ 1) >(0) 1(0) - (O7 1) ®r (1,0) = —(0, 1) ®Rr (1,0)

oraz
(]RXQ)@RSB(1,0)®R(0,1)®R(1,0) ~ e H0,1) e R @ RO S5 R*2,
(DR
(R*?)®*5(0,1) & (1,0) @& (0,1) ~ @y '(1,0) eRZ @z RO LR itd.
()R

Jak poprzednio, wylania si¢ rozktad
Q R/T;0m 2R e R*? o RM
R E

ze struktura iloczynu wyznaczona z rachunku
(a1 >1+az> (1,0) +as > (0,1) +aqg > (1,0) ®g (0,1))

@y mx2 (b1 > L+ba > (1,0) + b3 > (0,1) + by > (1,0) @ (0,1))
~(al-bl—ag-bg—ag-bg—a4-b4)l>1+(a1-b2+a2~b1 +a3'b4—a4'b3)l>(1,0)

+(a1~bg—a2~b4+a3-b1 +a4'bg)l>(0,1)
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+(a1~b4+a2~b3—a3~bg+a4~bl)l>(170)®R(0,1),

w ktorej rozpoznajemy bez trudu obraz iloczynu Hamiltona z Przykt. 4.1(4) wzgledem
izomorfizmu

Cliff (R%?) = H,
przybierajacego na bazie postaé
(1,(1,0),(0,1),(1,0) ®= (0,1)) = (1,i,j, k).

(5) Algebra Clifforda przestrzeni R>!. Konstrukcja algebry ilorazowej prowadzi poprzez utozsamienia
(na bazie):

(RXZ)®R29(170) Rr (1,0) ~ 1(0) EIR(O)7
(RX2)®R2 5 (O7 1) Rr (O, 1) ~ _1(0) € R(O) ,

5(1,0) @ (1,0) 8k (1,0) ~ #(})(1,0) e RO @p R = R*?,

k()

5(1,0) ®g (1,0) ®g (0,1) ~ ﬁg})(o,neR(O)@RR“%R“,
(1)

5(0,1) ®r (1,0) ®& (1,0) ~ 1x '(0,1) e R*? @ R(Y — R*?

r

(R%)
(R%)
(R%)
(R2)% 5 (0,1) 85 (0,1) ©x (0,1) ~ —#7h(0,1) e RO g R* =5 R*?,
(R**)
(R*)

k)

5(0,1) @ (0,1) @k (1,0) ~ -ry(1,0) e R @ R*? — R*?,

k)

5(1,0) @ (0,1) @ (0,1) ~ - '(1,0) e R*? @ RO =S R*? td.,

(1
a nadto
(1,0) @ (0,1) ~ =65 (1,1) gy 1(0) + 65 (1,0) B0y Loy + 650, 1) b0y 10y = (0,1) @ (1,0)

= (—0 +1- 1) >(0) 1(0) - (0, 1) ®r (1,0) = —(0, 1) QR (1,0)

oraz
(RX2)®R33(1,0)®R(0,1)®R(1,0) ~ =yl H(0,1) e R @p RO 5 R*2
(D)<
(R*?)®*5(0,1) & (1,0) @& (0,1) ~ @y '(1,0) e R @z RO LR itd.
()R

I tym razem uzyskujemy rozktad

Q R/J,an 2R e R 0 R
R E

ze struktura iloczynu okreslang przez utozsamienie

(a1>1+as> (1,0) +az > (0,1) +as > (1,0) ®r (0,1))

@y Rz (b1 > 1 +ba > (1,0) + b3 & (0,1) + by > (1,0) @ (0,1))
~(ay-by+ag-by—ag-bz+as-by)>1+ (a1 -ba+az-by+az-by—aqs-bs)>(1,0)
+(ay-bg+as-by+az-by—ag-by)>(0,1)

+(ay by +az-bz—az-by+as-by) > (1,0)®r (0,1),
z ktorej odczytujemy izomorfizm
Cliff(R"1) 2 R(2),
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przybierajacy na bazie postaé

(17 (170)5 (0’ 1)? (1’0) ®]R (07 1)) — (((1) (1))7 ((1] —01 )7 (—01 6)7 (? (1))) 9
ktorg bez trudu potwierdzamy w rachunku analogicznym do tego z punktu (3).
(6) Algebra Clifforda przestrzeni (C,dg), gdzie dg : C — C : z —> 22 jest euklidesowa
forma kwadratowa. Postepujac identycznie jak w punkcie (1), odkrywamy izomorfizm

Cliff(C,0g)zCoC.
Jakkolwiek argumenty przedstawione w szczegdtowej dyskusji poszczegolnych przypadkéw sa cal-

kowicie przekonywajace, to jednak nie stanowia formalnego dowodu istnienia wskazanych izomor-
fizmow. Traktujac je jako strukturalna wskazowke, bez trudu dowodzimy ponizszego

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Istnieja kanoniczne unitalne izomorfizmy K-
algebr

) Clff(RY)=2ReR (K=R);

) Cliff(R%!) ~C (K=R);

) Cliff(R%%) 2 R(2) (K =R);
v) ClLff(R%?)2H (K =R);

) CLff(RYM) 2R(2) (K =R);

) Cliff(C,ép) 2CaC (K=C).

Dowdd: Weryfikacje stusznosci tezy stwierdzenia opieramy na Stw. 1.

Ad (i) Przywolujac posta¢ zanurzenia wyjsciowej przestrzeni wektorowej R = R w module
ilorazowym z Przykl. 1 (1), rozwazamy odwzorowanie R-liniowe

R :R—R&R : r—(r,-r),
ktorego obraz generuje przeciwdziedzine jako R-algebre,
R &R = (Image jr)p -
Istotnie,
Veser ¢ (r,8) = 2(r+s) > gr(1)? + s(r-s)>yr(1).
Niechaj teraz ¢ : R — 2 bedzie odwzorowaniem Clifforda przestrzeni R w dowolna

unitalng R-algebre 2. Jako odwzorowanie R-liniowe jest ono jednoznacznie okreslone przez
wartosé przyjmowana na wektorze 1¢R,

p(r)=p(rel) =reap(l),
przy czym element
a:=p(l)eA
spetnia warunek
a® = p(1) w p(1) = " (1) o La = L.
Mozemy zatem zdefiniowa¢ odwzorowanie jawnie R-liniowe
F:ROR—A : (r,s) — 3(r+s) vy Ly +o 5(r-s) by a,
o pozadanych wtasnosciach
P(1rer) = &(1,1) = 1a,

Ve @ Gogr(r) =3(r,-r) =rraa=rvyp(l)=p(r).
Na podstawie rachunkow z Przykt. 1 (1) stwierdzamy, Ze jest to w istocie homomorfizm
R-algebr

@((ﬁfl,yl) ‘RoR (33273/2)) %(331 “To+Y1-y2) Do Lo+ %(331 “To—Y1-Y2) P a

3P ((Zl +y1) Por Lo+ (21— 41) P a)
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m% > (22 +y2) b Lo +o (22— y2) Do @)

= B(@1,y1) o P22, 2) -
Ad (ii) Rozumujac analogicznie jak w punkcie poprzednim, okreslamy odwzorowanie R-liniowe

mrR:R—C:r—(0,7)

o wlasnosci
C = (Image jr)g
wynikajacej z prostej obserwacji:
Voyer © (2,9) = (-2) » gr(1) c jr(1) +y > gr(1) .
Dla dowolnego ¢ : R — 2 jak poprzednio definiujemy element
a:=¢(1) e,
spelniajacy warunek
a® = p(1) (1) = 05" (1) pay Lo = 1,
a nastepnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe
g:C—A: (zy)—avylataybaa,

o pozadanych wtasnosciach

@(170) = 1Q(a

Vieer @ @ogr(r) =3(0,7) =r >y a=p(r).
Na podstawie rachunkow z Przykl. 1 (1) stwierdzamy, Ze jest to w istocie homomorfizm
R-algebr

F((z1,31) ¢ (w2,52)) = (1 22— y1-y2) b Lo +o (1 Y2 + 41 32) P @

(z1 bo Lo +or Y1 P a) - (@2 Do Lo +2 Y2 Doy @)

P(x1,91) a0 P(x2,y2) -
Ad (iii) Tym razem bierzemy pod uwage odwzorowanie R-liniowe

g R —R(2) : (r,s) — (15)

o wlasnosci
R(2) = (Image g ) ,
udokumentowanej, jak nastepuje:
Vapear  (25) = 5Loape(l,0)?+ %5 e gpa(1,0) + 52 b gpea(0,1)
+2¢ 1 gpea(1,0) © Jre2 (0,1) .
Dla dowolnego odwzorowania Clifforda ¢ : R*? — 2 definiujemy elementy
(A,B) = ((1,0),(0,1)) e Ax A,
poddane wigzom

A = p(1,02=607(L,0) pa la = 1a,  B?=(0,1)?=05(0,1) bor 1o = 1,

By A (A+a B) o (A+a B) +a (-4%) +a (-B?) +a (-A-a B)

05 (1,1) o Lo o (<L) +au (1) +o (Ao B) = ~A o B.
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a nastepnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe
p : R(2)—U

be

ab a+d a=d
(25) — S v Lo +or 54 b A v 5

D) DQ[B+Q[%I>Q[A'QLB7

o oczekiwanych wlasnosciach

P(12) = 1y,

T S

QEOJR(T,S):@(S,T):TDQI A+g sy B=(r,s).

W mozolnym, lecz poza tym caltkowicie trywialnym rachunku bezposrednim przekonujemy
sie, ze jest to w istocie homomorfizm R-algebr.
Ad (iv) Okreslamy odwzorowanie R-liniowe

Jree t R2—H @ (r,8) —> i + 5
o wlasnosci
H = (Image jrx2 ) ,
widocznej w stwierdzeniu
Vapedr @ a+bi+cj+dk=-ad jp(1,0)% + g (b,c) +d > Jgx2(1,0) © gre2(0,1).
Dla dowolnego odwzorowania Clifforda ¢ : R*? — 2l definiujemy elementy
(A,B) = (¢(1,0),¢(0,1)) e Ax A,
poddane wigzom

A2 = (1,02 =60 (1,0) b 1o = —1a,  B®=0(0,1)2 =60 (0,1) by 1o = -1,

B-o A (A+a B) o (A+o B) +o (A%) +9 (-B?) +o (-A o B)

= 60P(1,1) bo Ly +or Loy +o Lo+ (~A-9 B) = —A 9 B.
a nastepnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe

g : H—%2

a+bi+cj+dk»—>al>g[ 1Q(+Q[b[>Q[A+Q[C[>Q[B+Q1d[>Q1 A'QlB,
o oczekiwanych wtasnosciach

(1) =1,

Pogr(r,s)=p(ri+sj)=rvy A+y s>y B=p(r,s).

Latwo wida¢, ze jest to w istocie homomorfizm R-algebr.
Ad (v) Punktem wyjscia jest odwzorowanie R-liniowe

e R —R(©2) : (r,s) — (5 5)
o wlasnosci
R(2) = (Image jg=2)p ,
udokumentowanej, jak nastepuje:

Vapedr @ (25) = %> gpea(1,0)? + 5% b grea(1,0) + 5 b gree (0,1)

#8525 gpea(1,0) © Jpea (0,1).
Dla dowolnego odwzorowania Clifforda ¢ : R*2 — 2 definiujemy elementy

(A,B) = ((1,0),(0,1)) e A=A,
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poddane wigzom

A2 = (1,002 =60 (1,0) b Lo = 1, B2=(0,1)% = 687(0,1) by 1o = 1,

B'Q(A (A+g( B)'Q[ (A+Q[ B) +9u (—AQ) +9( (_BQ)+91 (—AQ( B)

51(3171)(1, ].) Do Lo +9( (_].Q[) +or Lo +91 (—A 9 B) =-A-9 B.
a nastepnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe
P : R(2)—«A

+d -d b—c b+
(25)— 5% pa Lo +or %50 oy A vor 256 by Boro 2 b A B,

o oczekiwanych wlasnosciach

P(12) = 1y,

QZOJR(T,S):QZ(fsfr):TDQ{A+g[s|>ngzgo(r,s).

Takze i to odwzorowanie okazuje sie by¢ homomorfizmem R-algebr.
Ad (vi) Dowod przebiega identycznie jak w punkcie (i).

2. ALGEBRA ZEWNETRZNA JAKO ALGEBRA CLIFFORDA

Model algebry Clifforda stowarzyszonej z dang przestrzenig kwadratowa (V,Q) wypracowa-
ny w dowodzie Tw.1 pozwala nam postrzegaé¢ owa algebre jako wysoce nietrywialne uogolnie-
nie, parametryzowane przez nieréwnowazne struktury kwadratowe @ na V', pewnej kanonicznej
konstrukcji ilorazowej zwiazanej z sama przestrzenia K-liniowa V', ktéra obecnie opiszemy, a
ktora odgrywa istotna role osobna w modelowaniu zjawisk fizykalnych. Rzeczona konstrukcja
stanowi specjalizacje konstrukcji ilorazowej (1) do przypadku zwyrodnialej przestrzeni kwadra-
towej (V,Q =0) idaje nam

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, w szczegélnosci — dowodu Tw. 1. Algebra ze-
wnetrzna przestrzeni K-liniowej V' to przestrzen ilorazowa

AV =Rk V/3, Jo=(vexv|veV)g v,
Z mnozeniem
AEmgoviz, 2 NVXANV—AV
(a+T0,8+To) — a®g B+Tg=(a+To) A (B+T0),
zwanym iloczynem zewnetrznym. Zapiszemy wiec
Clff(v,0)= A\"V.
Zachodzi oczywiste

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj {v;}, ;7 bedzie dowolna baza prze-
strzeni K-liniowej V. Algebra zewnetrzna tej ostatniej jest algebra z Z-gradacja

NV=KedP \"V
n=1
o sktadowych jednorodnych

NV = & (Uky AUy A AR, g
1<k <ka<...<kp<N
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rozpietych na klasach tensoréow

-— 1 M ~
Uy N Uky N or AU, 1= ol Z sign(0) Uk, ;) ®K Vk, () ®K " @K Vk,(,, + Jo -

: USGLT
W szczegbdlnosci wiec

. n _~
Vosn + N\"V =00,

czyli w istocie

N
ANV=-KeP A"V,
n=1

przy czym
N
dimK /\n V= ( ) .
n
Dowdd: Prosty wniosek z procedury rzutowania na modul ilorazowy. O

W nastepnej kolejnosci zajmiemy sie szczegdlowym opisem struktury algebry endomorfizmoéow al-
gebry zewnetrznej, z ktorego przyjdzie nam skorzystaé¢ niebawem.

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Algebra endomorfizméw Endg(A®V) jest
generowana przez endomorfizmy

o NV O: w—vAw, veV
oraz (jedyne) K-liniowe rozszerzenia
ZapEQnEN Zg(an) : /\.V07 SDGV*a

ZL(pO)EO . /\OV_>{0]K}7 ZL(;L) . /\nv_)/\n—lv

przyporzadkowan okreslonych na elementach prostych wzorami
n
Lp(V1 AU A Ay = Z (—1)]“_1 ©(vg) DU AV A Ay
k=1 %

Dowdd: Wobec skoriczonosci wymiaru V' istnieje kanoniczny izomorfizm przestrzeni K-liniowych

(/\QV)* ;/\.Vﬁ-7
stanowiacy stosownie rozszerzona zantysymetryzowana wersje udowodnionego wczesniej izomor-
fizmu (14). W $wietle Rown. (11) istnieje zatem kanoniczny izomorfizm

Ty : NV er NV — (A°V) ex A"V — Endg (A° V),
ktory przybiera konkretng posta¢ (na tensorach prostych, tj. dla dowolnych w € A*V* oraz v ¢
AV)
Ty (wekv) : A°V O : wr— (w,w)> v,

gdzie (,-) @ A"V* x A°V — K jest dwoistoscia stanowigca dwuliniowe rozszerzenie przy-
porzadkowania okreslonego na elementach jednorodnych w postaci

kD) =kwl, klcK,
(k,v1 Avg A Ay ) =0k,
(01 A2 A A, L) =0k,

(1 A2 A A, U1 AV A Ay ) = 55% det () (@i(vj))i,jeﬁ’
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zapisanej dla dowolnych k,l €K, v; €V, jel,n, ne N {0} oraz p; e V*, iel,m, meNx{0}.
Zauwazmy, ze izomorfizmy te ograniczaja sie do sktadowych jednorodnych wedlug schematu

TV r/\p Vg AV : /\p V* RK /\. V i’ HOmK(/\p V, /\. V) 5
przy czym wyrazaja sie formutami
TV(W®KU)EﬁUOTwa (w7v)€/\pV*X/\.V,

w ktorych 7 jest (jedynym) homomorficznym rozszerzeniem do Cliff(V*,0) = A*V* odwzorowa-
nia Clifforda

©: V' —Endg(A°V) : or— 1,

opisanego w tresci dowodzonego twierdzenia, fi. za$ jest (jedynym) homomorficznym rozszerze-
niem do Cliff (V,0) = A®*V odwzorowania Clifforda

T V—>EndK(/\'V) DU Uy

zdefiniowanego tamze. O cliffordowskosci obu odwzorowan przekonujemy si¢ w bezposrednim
rachunku — oto wiec

Zi(’Ul/\’Ug/\ /\Un)_lcp(z( 1)k 14,9(vk)l>vl/\v2/\k/\vn)

k=1
n n
- 1)k1(2( 1)l1+2( 1)l 2) (%)'KW(W)DUU\UQ/\'E;I/\%
k:l =1 )
I<k l>k

Z) 1)k+l (vk) 'x p(v1) > V1 /\’UQ/\-E:l/\’Un:O/\.V7

3

M=
TTMS
Ms

ik
—
5
;_.
N?T‘

;y-,_.

a nadto
2 _
(V1 AV A= AUR) SVAVAVL AU A AUy = 0pe

Przy tym w konsekwencji homomorficznosci obu rozszerzen spetnione sa — dla dowolnych ¢; i v;
jak wyzej — tozsamosci

Yosnpannom T Uy Olpy OOy,

HoiAvon-rv, = Mg O oy O 00 Ly, -

Skoro jednak — na mocy Cor.1 oraz Réwn. (10), a w konwencji A°V = K - istnieje kanoniczny
izomorfizm przestrzeni K-liniowych

Endg (A°*V)

Home (A" VA V) = Home (@ A VAY)
é\f_% HomK(/\" V,\* V) ,

a kazdy ze skladnikéw prostych ostatniej sumy jest — jak pokazaliSmy wcze$niej — generowany
(jako K-algebra) przez endomorfizmy wymienione w tezie dowodzonego stwierdzenia, to takze
kazdy element K-algebry EndK( A° V) jest skoriczona kombinacja K-liniowa skoriczonych kombi-
nacji K-liniowych skoriczonych iloczynéw takowych generatoréw, co dowodzi stusznosci tezy. [

112

3. PODSTAWOWE WEASNOSCI STRUKTURALNE ALGEBRY CLIFFORDA

Oswoiwszy sie nieco z konstrukcja modelu algebry Clifforda, mozemy obecnie przystapi¢ do
omoéwienia elementarnych jej wtasnosci bedacych konsekwencja definicji. Zaczniemy od
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Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def. 2. Kanoniczne odwzorowanie Clifforda
50V — Clff(V,Q)

jest monomorfizmem przestrzeni K-liniowych.

Dowdd: Zacznijmy od prostej obserwacji ogolnej: jesli j‘(; ma pozadana wlasnosé w konkretnym
modelu Cliff(V,Q) (o kanonicznym odwzorowaniu Clifforda jg) algebry Clifforda przestrzeni
kwadratowej (V,Q), to ma ja w dowolnym innym modelu CLff(V, Q) (o kanonicznym odwzorowa-
niu Clifforda ’jg), a to wobec przemiennosci diagramu

CLift(V, Q)
A

|
| ¢
|
|

Ve CLff(V, Q)
\'%4

na ktorym ¢ jest jedynym izomorfizmem modeli opisanym w Def. 2. Istotnie, diagram ten pozwala
stwierdzié, ze 'j‘C/ jest monomorfizmem wtedy i tyko wtedy, gdy jest nim j‘C,. Ta konstatacja poz-
woli nam sprowadzié¢ nasze rozwazania do prostego modelu wyprowadzonego w konstruktywnym
dowodzie Tw. 1.

Zacznijmy od rozwazenia sytuacji zwyrodniatej, w ktorej rk@Q = 0, czyli jest @ = 0. W tym
przypadku mamy model oméwiony w Def. 3, tj.

Cliff(V,0) = Q@ V/{vexv|veV)g

wraz z odwzorowaniem kanonicznym

Jy®r 1 TR« V/J¢

AR KV > QeV/{vexv|veV)g -
Niech teraz — dla pewnych vy,v5 € V —
v (v2) = 35 (v1)
a wOwczas
vy-v1 €{vgv|veV)g 1,

to jednak oznacza, ze tensor stopnia deg (vy—wv1) =1 jest kombinacjg K-liniowg tensoréow stopnia
co najmniej 2, co wobec jednoznacznosci rozktadu na sktadowe jednorodne w Qg V = @y V™
oznaczaZ, ze

va —v1 =0y,
skad wniosek:
(6) ker 75 = {Oy} .
Niechaj teraz rk @ = dimg V', a wtedy v € ker j‘g implikuje
Q(v) > 1x = 5y (v)* = 0,
czyli v =0y, zatem i tym razem zachodzi rownosé (6).

Pozostaje rozpatrze¢ przypadek posredni: 0 < rk@ < dimg V', w ktéorym mozemy dokonaé
rozkladu Q-ortogonalnego

V=VoDg Vio
na podprzestrzenie: zerowa Vp o wiasnosci Qly, = 0 oraz niezwyrodniata Vi, przy czym z

rozkladem tym jest stowarzyszona zupelna para komplementarnych rzutéw (Q-ortogonalnych)

2w przypadku @ # 0 powyzsze proste rozumowanie przestaje by¢ w réwnie oczywisty sposéb stuszne, gdyz
obecnosc cztonu Q(v) > 1g prowadzi do mieszania stopni.



18 METODY ALGEBRY WYZSZEJ W FIZYCE I W CZASACH ZARAZY 5. WYKLAD ZDALNY

70, Tz0 O wlasnoSci V(4o = Imagem(,)g. W Swietle wezesniejszych naszych rozwazan odwzorowanie
kanoniczne

Mot Voo — Cliff(Vao, Q20),  Quo=Qlvs,
jest monomorfizmem przestrzeni K-liniowych. Mozemy go uzy¢ do skonstruowania odwzorowania
K-liniowego

=0 = J\%O oms @ V — Cliff (Vao, Qz0) = Cso,
ktore spetnia warunek Clifforda (zapisany ponizej dla dowolnego v = vg+v+9 € VoDg Vo =V oraz
€50 = 1Ol (Va0,Qx0))

e0(v)” = 0, (0:0)% = Q(vs0) B €5y = B (v20,v20) B sy = P (v —v0,v - v0) B €5

= Bo(v,v) > €S = Q) > 5
i z tej racji okresla (jedyny) unitalny homomorfizm K-algebr
Beo : Clff(V,Q) — Cug
o wlasnosci
200 ]\%0 = P20 -
Ten ostatni wykorzystujemy w definicji odwzorowania K-liniowego
0 V— A\"Vo®kCy : v—mo(v) ® Sy + 1x ®k @20(v).

Bez trudu sprawdzamy, ze takze ono spetnia warunek Clifforda (uzwgledniajac w rachunku stopnie
jednorodnych czynnikéow tensorowych),

o(v)?

(71'0(11) ®K ego + 1k ®x 90#0(“))2
= (mo(v) @k €55 ) (o (v) @k € + (0 (v) @k €50 1k ®x 20(v))
+(1x ®x @20(v) J[{mo(v) ®x €p) + (1% ®x @20(v) {1k ®x $20(v))
= (-1 mo(v) Amo(v) ®x €5 -0 €50 + (1) 0 (v) A 1k Bk €5 - P20(v)

+(=1)" g Ao (v) @k 0(v) .y €50 + (-1)"0 1k A 1k @K 920(V) up 20(V)

= 0®k efo +7o(v) ®k Y20(v) = (V) ®k Y20(v) + 1k ®x Q(v) > ego

= Q) > (lx ®x %) = Q) > Ly y,cny -
Istnieje zatem unitalny homomorfizm K-algebr
@ : Clff(V,Q) — A* Vo ®k Cxo
o wlasnosci
(7) Fosy =9,

a poniewaz ¢ jest injektywny, co dokumentuje ponizsze wnioskowanie:

mo(v) =0y v = v
e ki
vere = {%ow):o@o } <:){Ocio:%O(U)E%O(Uaeo):ﬁ%o(vaeo)}

< v =0y =0y )
przeto takze 7§ jest injekcja, oto bowiem zachodzi — na mocy Rown. (7) —

ker 5% c kerp = {0y} .
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Uwaga 2. Injektywnos¢ kanonicznego odwzorowania Clifforda pozwala dokonaé¢ utozsamienia
c ~
wV)yzv,
co tez bedziemy czyni¢ w dalszej czeSci wyktadu, piszac — konsekwentnie — relacje definiujace
algebre Clifforda w powszechnie spotykanej postaci
Vouwev & {v,w} =205 (v, w) > eC.

W dalszej czesci dyskusji algebr Clifforda, w szczegdlnosci zas w ich klasyfikacji oraz w kon-
strukcji ich reprezentacji centralng role odegraja pewne ich (anty-)automorfizmy, ktorych omowie-
nie wymaga od nas powrotu do analizy algebry tensorowej stanowiacej podstawe przedstawionego
wczesnie] modelu algebry Clifforda. Wprowadzamy zatem

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj

RV =VieVy:, VE= @ Ve e f0,1}
keN

bedzie naturalng Z/2Z-gradacja K-algebry ®k V, indukujaca Z/2Z-gradacje algebry Clifforda

(8) Cliff(V, Q) = Cliff(V,Q)° @ Cliff (V, Q)" .
Ponadto niech — dla ustalonego (dowolnie) n e N\ {0} —
F, 0 VO (3

bedzie (jedynym) odwzorowaniem K-liniowym indukowanym przez odwzorowanie (wielo-)srod-K-
liniowe (w rozumieniu Def. 3.4)

. Xn Qrn .
T 2 V' — VEET o (v1,09,...,0,) — Uy ®K Up_1 OK *** QK V1 -

Inwolucja gléwna (albo inaczej kanoniczna) algebry Clifforda Cliff(V,Q) to automorfizm
7./]2Z-gradowany

Jv = idcuav,0) @ (-idcurv,g)y )
o (oczywistej) wlasnosci
Jo = ideng(v,) -

Antyinwolucja gléwna (albo inaczej kanoniczna) algebry Clifforda Cliff(V, Q) to antymulty-
plikatywny automorfizm przestrzeni K-liniowej CLff(V, Q)

Ty : CUff(V,Q) O
indukowany przez takiez odwzorowanie

Tv=idgke P T Ke@PV*"=QxV O,

keNN{0} neN
o (oczywistej) wlasnosci
~2 id
Ty =ldgy V ,
opp

ktory mozemy traktowac jako (multyplikatywny) izomorfizm K-algebr Qx V' = (®K V)

Uwaga 3. Podkreslmy, ze sktadowe powyzszej definicji maja sens, oto bowiem
e ideal Jg, bedac generowanym przez elementy Z/2Z-jednorodne podalgebry VQS (tj. stopnia
[0]2), jest ideatem Z/2Z-gradowanym,

Jo=(JgnVy)®(JgnVg) =34 8735,
skad tez rozktad
RxV/Ig=(VegoVy)/(3o0T5) = Ve /I @ Ve /T4

ktory jest wlasnie indukowang Z/2Z-gradacja Clff (V, Q) wykorzystanag w pierwszej czesci
definicji;
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e istnienie homomorfizmow 7,,, n € N~ {0}, przyjmujacych na tensorach prostych postac
Tn (V1 ®K V2 ®K *+* ®K Un) = Vp ®K Up-1 ®K =+ ®K V1,

jest zagwarantowane przez uniwersalnosé (wielokrotnego) iloczynu tensorowego, bez trudu
sprawdzamy tez tozsamo$é

Vomeaev @ Tv(Tigev 2) = Ty(m®xm)=T7y(m)®k Tv(m)

v (12) @ v Tv(T1),

ktora dowodzi antymultyplikatywnego charakteru jawnie K-liniowego i bijektywnego odw-
zorowania Ty, a poniewaz ponadto

7v(3q) =T3¢,

co jest nastepstwem zachowywania generatoréw ideatu przez 7y, przeto ten ostatni kanon-
icznie indukuje antyautomorfizm algebry ilorazowej ®x V/Jo wedle schematu

(7] : @ V/Ig O : 7+3g—Fv(7)+Jq.
Tytutem oswojenia nowowprowadzonych obiektéw wystowimy najpierw oczywiste

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def. 4. Podprzestrzenie K-liniowe Cliff(V,Q)* c Cliff(V,Q), k ¢
{0,1} mozemy przedstawi¢ w postaci

Cliff(V, Q)° K& (v1- v+ -vap|v; € (V) , i € 1,2k ke N~ {0}), ,

Cliff (V, Q)"
Spelione sa przy tym relacje

Cliff (V,Q)°.Cliff (V,Q)° < Cliff(V,Q)°,

(7)1'U2""'1}2k+1|’l}jE]g(V), j€1,2]€+1 kEN)K.

CLff(V,Q)°.Cliff(V,Q)' < Clff(V,Q)",
CLiff (V, Q) .Cliff (V,Q)° < Cliff(V,Q)*,

ClLff (V,Q)L.Clff (V,Q)! < Cliff(V,Q)°,

w szczegolnosci wige CLiff(V, Q)Y jest podalgebra. Inwolucja gléwna jest funktorialnym obrazem
izometrii Py : V O : v+— —v,

Jy = Cliff (Py),
i spetnia relacje

Cliff (V,Q)° = ker P*, Cliff(V, Q)" = ker P~
P* =2 > (ideng(v,g) F Jv) -
Dowdd: Trywialny. O

Przyjdzie nam z czasem odwotaé si¢ takze do
Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def.4. Dowolna podprzestrzen K-liniowa U c Cliff(V, Q)
zachowywana przez Jy jest podprzestrzenig Z/2Z-gradowang w rozumieniu Def. 4.5.
Dowdd: Oznaczmy
U":=UnClLff(V,Q)*, ke{0,1}.
Dowolny element u € U mozemy roztozyé, jak nastepuje:

w= P (u)+ P (u),
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przy czym na mocy zalozenia Jy (U) ¢ U jest P*(u) € U, ale tez P*(u) e CLff(V,Q)° i
P~(u) € Cliff(V,Q)!, zatem wypisany rozktad jest w istocie rozkladem prostym na sktadowe
uwz UF, O

Pierwszym istotnym wynikiem strukturalnym, okreslajacym wzgledna relacje miedzy funktorem
Cliff i struktura inicjalna, jaka jest suma prosta przestrzeni kwadratowych, jest kluczowe dla
przyszlych naszych rozwazan klasyfikacyjnych

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (((Va, +a, Pay® —> 04), éa), Qa), Qe
{1,2} beda przestrzeniami kwadratowymi nad ciatem K. Istnieje kanoniczny izomorfizm K-algebr
unitalnych z Z/2Z-gradacja

Cliff (Vi @ Vo, Q1 @ Q2) = Cliff (V1, Q2)®k Cliff (Va, Q2) .

Dowdd: Wprowadzmy oznaczenia
Cy = Cliff(Va,Qa), ae{l,2} Co = Cliff (V1 © V2,Q1 ® Q5) .
Zauwazmy, ze wobec funktorialnosci Cliff izometryczne monomorfizmy
W P VarmrVieVs, ae{l,2}
indukuja unitalne homomorfizmy K-algebr
TJa =Cliff(yy,) : Cq — Cg,
co pozwala nam zdefiniowa¢ odwzorowanie K-liniowe
9) Xi=meg o (71 ®R) @ C18kCr — Co.
Sprawdzamy, ze x jest unitalnym homomorfizmem K-algebr. W tym celu ustalmy (dowolnie)
liczby p1,p2,q1,¢2 € N irozwazmy elementyjednorodne . = vy ey €0, v € ]%(Vl), ke

1,pa, a € {1,2} oraz T( ) o wf wg wgﬁ e Cs, wl € jVQ(Vz), lel,qp, Be{l,2}, z ktorych
tworzymy tensory proste

(1) (2) (1)

2
7'1 QK KTy "> 7'2 ®K T()

Mozemy nastepnie zapisa¢ réwnosé (stosujac ten sam symbol . dla oznaczenia mnozenia w kazdej
z trzech wystepujacych tu algebr Clifforda oraz utozsamiajac ]‘9163‘/2 MeW) z VieW)

12~ 12)

X(Tl oy - (_1)Q1'P2X(7_1(1) (1)® 7_( ).7_2(2))

(-1)P2 5, ((1) (1)) ((2) 2(2))

D75 (1) () (7)) Ba(73”)

(=1)772 gy, (1) -gvs (V3) v (v )-va (V) -gv (V3) 014 (v3,)

VA (U}% )'jVQ (w%)]VQ (wél )']VQ (w%)']VQ (wg)]\/& (wgg ) )
ktora wobec tozsamosci
v (VR)-gv (W) + v, (w]) 9w, (v7) = (v} @ 02).(01 @ w;) + (01 ® wy ). (v} ®02)
=200, 00, (Vg ® 02,01 @ w} ) > 1y = 2(Pg, (v7,01) + Lo, (02,w))) & 1oy = 0cy
przepisuje si¢ w oczekiwanej postaci

()

= (=117 5y, (0]) v, (v3) v () -gvs (w1) - gv, (W) 3w (wy )
v (0F) 9w, (03) v (02,) - gve (W3 gv (W3) o+ v, (w2,

A ) 2(r7) 7 (7) B (737) = (71 (7).
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W swietle (wielo-)K-liniowosci wszystkich napotkanych powyzej odwzorowar i operacji nasze rozu-
mowanie uogoélnia si¢ na przypadek (super)iloczynu dowolnych elementéw skosnego iloczynu ten-
sorowego algebr C7 i Cs. Mamy tez réwnosé

X(1o, ®k 1¢,) = mey (log ®k ey ) = 1oy »
pozostaje zatem pokazaé, ze x jest izomorfizmem, co uczynimy konstruujac homomorfizm don
odwrotny. Rozwazmy odwzorowanie K-liniowe

n: Vl@VQ—)01®K02 : (U,w)»—>v®K102+lc2®Kw.

Spelnia ono warunek Clifforda,

n(v,w)2 = (1) ®K 1C2 + 102 K wﬂv ®K 1C2 + 102 ®K w) = (—1)0'1 7)2 RK 1%«2

+(-1)"%0.1¢, @k 1o, w + (1) 1o, v @k w.lc, + (1) 12, @ w?

Qi1(v)>le, @k le, +v®x w—v g W+ 1o, ®k Q2(w) > 1¢,

(Q1(v) +Qa(w)) > (1c, ®x 1¢;) = (Q1 ® Q2) (v, w) > L¢3, »
a zatem rozszerza sie do unitalnego homomorfizmu K-algebr
7 : Co — C1®k(y2,
przy czym — dla dowolnego v e Vy —
Tox(v ek 1c,) =7(71(v) R2(1cy)) =77(51(v)- 1, ) =77(v,02) = v @K 1c,

i — dla dowolnego w e Vo —

Tox(le, ®xw) =771 (1e,)-To(w)) =(1eg-g2(w)) = 7(01,w) = 1¢, ®x w,
a nadto

ox(le, ®k 1c,) =7(01(1c,) J2(1c,)) = 7(12,) = 1oy, = 10y ®k 1y
co w polaczeniu z obserwacja (rozumiang jako stwierdzenie dotyczace K-algebr)

C1®8xCa = (v ek 1¢,, 1o, ®x w, 1¢, O 1, | (v,w) € Vi x Vo)
a wobec homomorficznego charakteru x i 77, daje nam pozadany wniosek:
nox =idog,c, -

7 drugiej strony otrzymujemy

X © 'ﬁ(v, w) = X(U ®k 1lc, +1c, ®k 'LU) = X(U (2974 102) + X(102 Ak w)

71(v)1gg + 1gg-g2(w) = 31 (v) + j2(w) = (v,02) + (01, w) = (v,w)
oraz
x°(ley) = X(1o,8.0,) = 1cs »
co wobec tozsamosci (rozumianej jako rownosé K-algebr)
Co = <(v,w), 1c, | (v,w) eV x VQ)K
daje nam relacje komplementarng wobec poprzedniej,

xof=idcg -

Jako proste, a przydatne corollarium powyzszego znajdujemy
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Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Tw.2. Obrazem wzgledem funktora Cliff injektywnej izo-
metrii przestrzeni kwadratowych o niezwyrodnialtej dziedzinie jest (unitalny) monomorfizm ich
algebr Clifforda. Takimz obrazem surjektywnej izometrii przestrzeni kwadratowych jest (uni-
talny) epimorfizm ich algebr Clifforda. Wreszcie tez obrazem bijektywnej izometrii jest (unitalny)
izomorfizm ich algebr Clifforda.

Dowdd: Ostatnia czesé tezy powyzszego stwierdzenia, dotyczaca obrazu izomorfizmu przestrzeni
kwadratowych, jest bezposrednia konsekwencja funktorialnej natury CIliff, ktéra implikuje, ze
funktorialny obraz odwrotnosci tegoz izomorfizmu jest odwrotnoscia obrazu samego izomorfizmu.
Zajmiemy si¢ wiec dwiema pierwszymi sktadowymi tej tezy. Niechaj (((Va, +asPas e —>04),0a),
Qa), a € {1,2} bedg przestrzeniami kwadratowymi nad ciatem K iniech ¢ : Vi — V5 bedzie
izometrycznym monomorfizmem. Ten okresla kanonicznie (na gruncie Pierwszego twierdzenia o
izomorfizmie modutéw nad pier§cieniem) izometryczny izomorfizm

Ao + V1 = Image ¢,
jesli zatem napiszemy — przy zalozeniu niezwyrodnienia Qo —
Vs, = Image ¢ Dg, Image p*?2 ,
to na podstawie Tw. 3 dostaniemy diagram przemienny

Cliff (¢)

CLff(V1, Q1) Cliff (Va, Q2) = Cliff (Tmage ¢ Og, Tmage 922, Q)

Cliff(A,) X

CllH(Image ®s QZ rImage © )>—L1) Cllﬁ(lmage 2 QQ rImage Lp)@K IH(Image QOJ-QQ ) QZ Flmagc Pt Q2 )

w ktorym Cliff (A, ) jest izomorfizmem na podstawie obronionej wezesniej ostatniej sktadowej tezy
stwierdzenia, t; za$ jest monomorfizmem

L1 : Chﬂ(lmage 2 Q2 rImage Ap) - Cllﬁ(lmage P, Q? rlmage w)®KC1jH(Image SOLQZ ) Q? Flmage (pin )

V> 7 8k Lo (tmage o' @2 st )

1
Image ¢ @2

Przemiennosé diagramu sprawdzamy na generatorach Cliff (V1,Q1):

x o o Cliff (Ay)(1¢,) Le, = Cliff (¢)(1c, ) ,

X 0 11 0 CLfF(A,) (v)

))

xotiop(v)= X(@(U) ®K 1Cliff(Image ©'Q2,Qat

= ]~1 o (,0(”[}).].02 = Chff(cp)(v) s

przy czym pierwsza tozsamosé¢ wynika stad, ze wszystkie wystepujace w niej odwzorowania sg
unitalnymi homomorfizmami K-algebr. Ostatecznie otrzymujemy zatem przedstawienie
Cliff (¢) = x 0 11 o CLiff(\,)
rozpatrywanego homomorfizmu Cliff (¢) w postaci zlozenia monomorfizmow.
Na koniec zajmiemy sie przypadkiem izometrii surjektywnej, ktéra bedziemy oznaczaé¢ dotych-

czasowym symbolem . Zauwazmy, ze obraz wzgledem Cliff (¢) ukladu generujacego ClLff (Vy, Q1)
(jako K-algebre) to

L
Image ¢ Q2

{1c,} vy, (Imagey) = {1¢,} Uy, (Vo)

(wszak ¢ jest surjekcja), czyli uktad generujacy Cliff (Va,Q2), skoro jednak Cliff(¢) jest unital-
nym homomorfizmem K-algebr, to zachodzi

Cliff (¢)(C1) Cliff (¢) ({1cy, v|v € Vi) = (Cliff (9) (L, ), Cliff (0) (v) [v € Vi )y

(102a90(v)|06‘/1)ﬂ<: <102’w|wev2)]1<502'
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Na nastepnym wyktadzie bedziemy kontynuowaé¢ nasze badania anatomii algebr Clifforda. . .

APPENDIX A. DODATKOWE WLEASNOSCI SUMY PROSTEJ

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj G bedzie dowolnym R-modultem
lewostronnym. Homomorfizmy

Homg(y,G) - Homz:c(kél?x G)HG)_)/\l_[leomR(GA»G) P X X0,
xoy + A— |J Homg(Gr,G) : Ar—> xog
oraz )\EA
Hompg(G,pr) : HomR(G,J\_J\ GA)—>D&HomR(G,G>\) : Y —>proy,
proy : A—>HH0mR(G,G>\) : A—>pr, oy,

indukowane — odpowiednio — przez rzuty kanoniczne na moduty sktadowe i ich wlozenia kanoniczne,
sa izomorfizmami grup przemiennych. Okreslamy je mianem izomorfizméw kanonicznych.

Dowdd: O istnieniu homomorfizméw odwrotnych do wypisanych przesadzaja definicje odnosnych
struktur uniwersalnych. I tak, np., rodzinie {x™},cp odwzorowan R-liniowych y* : Gy — G
przypisane jest jedyne odwzorowanie R-liniowe y : @xea Gy — G o whasnosci y o gn = xV,
ktoremu homomorfizm Hompg(y,G) przyporzadkowuje na powrdt wyjsciowg rodzing odwzoro-
wan. O

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis Stw.9 i niechaj {G A, }r,eas, 4 € {1,2} beda dwiema rodz-
inami R-moduléw o sumach prostych, odpowiednio, Gag := @) e, Gar,. Odwzorowanie

A+ Homp(Gie,G2e) — [ Homp(G1x,,G2x,)
(A2,A1)eAaxAq

X—>proxeyp,

proxojy : AygxA;] — U Hompg(G1,, G2x,)
()\Q,AI)GAQXAl
()\27)\1) — pr)\2 O X ° I\
jest monomorfizmem grup przemiennych. Ilekro¢ zbior indekséw Ao jest skonczony, .# jest
izomorfizmem.

Dowdd: Wprost z  konstrukcji sumy prostej moduléw wynika, ze Gag C
Masen, G2, a zatem kazde odwzorowanie R-liniowe x : G — G2¢ jest zarazem elementem
Homp(G,Mx,en, G2x,). Przy tym zawieranie przechodzi w rownosé dla skoriczonego zbioru in-
deksow. Teza jest wiec nastepstwem Stw. 9. (]
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APPENDIX B. DODATKOWE WLASNOSCI ILOCZYNU TENSOROWEGO

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy iniechaj G; € ObModg,, G2 € Ob Mod g, rgry,
G3 € ObModg,. Istnieje kanoniczny homomorfizm grup przemiennych
¢ : Homp, (G17G2) ®pr, G3 — Hole(Gl,Gg ®OR, Gg) s

ktory na tensorach prostych przyjmuje postaé

¥ (x.gs.91)eHom g, (G1.Ga)xGaxGh © E(X ®R, 93)(91) = X(91) ®R, g3+
Jesli modul G3 jest wolny, to homomorfizm ten jest monomorfizmem. Jezeli zas§ modul G;
lub modul G35 jest wolny i skoriczenie generowany, to homomorfizmm ten jest izomorfizmem, co
implikuje — w szczegblnosci — istnienie, w tym przypadku i dla R; = Re =: R, kanonicznego
izomorfizmu

(10) G} ®p G3 = Homp(G1,G3),
w tym takze —dla G; =G5 =G —
(11) fa=c : G*®r G — Endp(G,G).

Dowdd: Zauwazmy przede wszystkim, ze teza dowodzonego twierdzenia ma sens formalny w Swie-
tle Stw.3.5. Z kolei istnienie homomorfizmu ¢ jest konsekwencja oczywistej $rod-Ro-liniowosci
odwzorowania

p HOHIR1<G1,G2) x G3 — HOle(Gl,GQ ®R, G3)

(x,93) — x(-) ®R, g3 -

Dowdd zaczniemy od rozwazenia przypadku, kiedy G3 ma baze {gf\S)} rer- W Swietle Stw. 3.9
dowolny tensor z dziedziny € mozemy wowczas przedstawi¢ w postaci (danej jednoznacznie)
3
T= Z i R, gg\ ), e Hole(Gl,Gz).
AeA
Niech (1) =0, albo réwnowaznie
- A 3
Vareos * Ocaon,Gs = (T)(91) = X X (91) ©r, 93
AeA
Przywolawszy tez¢ Stw. 3.9 raz jeszcze, konstatujemy, iz O¢,ep,G, ma jednoznaczny rozklad wy-
pisanej postaci, wiec koniecznie

Vgren Yaea : X (91) =02,
a stad
VaeA - X>\ =0.
Stwierdzamy zatem na koniec, ze 7 =0, co dowodzi injektywnosci € w rozpatrywanym przypadku.
Niech teraz dodatkowo N :=|A| < co. Na mocy Tw. 3.5 oraz Stw. 3.6 (i wczesniejszych naszych

rozwazan, w tym Stw.3.4) wnioskujemy o istnieniu (niekanonicznych) izomorfizméw grup prze-
miennych:

N
HOIIlR1 (Gl,Gg) ®R, @ Rs

n=1

N
@ (HOHlR1 (Gl,Gg) R, RQ)

A HOle(Gl,Gg) ®OR, G3

112

112

3
—_

N
@ HOHIR1 (Gl,Gz)

112

3
—

oraz

N
to : Homp, (G1,G2®p, G3) = Hompg, (G1,G2®k, @ R2)

n=1
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N
Homp, (G1, @ (G2 ®R, R2))

n=1

N
HOIIlR1 (Gl, @ GQ)

n=1

112

112

N
= @ HOle (Gl,Gg),

n=1

przy czym w ostatnim przejsciu wykorzystalismy Cor.1. Oblozywszy injektywny homomorfizm
¢ 7 obu stron stosownymi izomorfizmami, otrzymujemy nowy monomorfizm: 5 007!, ktérego
strukture mozemy bez trudu zanalizowaé¢ wobec tozsamosci jego dziedziny i przeciwdziedziny. Tym
sposobem bez trudu przekonujemy sie, ze w obrazie rzeczonego ztozenia monomorfizm e jawi sig
odwzorowaniem identycznosciowym (w przyjetej notacji 12 0c0.7' przeprowadza na siebie wektor
odwzorowan Ri-liniowych (x!,x2,...,x"), gdzie przyjeliémy dla ustalenia uwagi, ze A = 1, N),
przeto i sam € jest nieodzownie izomorfizmem.

Zajmiemy si¢ wreszcie przypadkiem, kiedy to G jest modutem o skorniczonej bazie {g,(fl)} kI N-

Dowolny element y € Hole(Gl,Gg ®R, G3) jest teraz jednoznacznie okreslony przez wynik
ewaluacji na owej bazie — niech to bedzie (w notacji Rown. (3.7))

(12) Xt = Y w(g,h) > (98ry k), kel,N.
(g,h)eG2xG3

Zdefiniujmy odwzorowania X (k. g) € Hole(Gl,Gg) indeksowane elementami zbioru 1, N x G5 3
(k,g) 1bedace jedynymi R;-liniowymi rozszerzeniami przyporzadkowarl
. )y ._ sZ
Vi ¢ Xeeo)(90) =000 g

Oznaczmy ponadto, dla dowolnego ustalonego rozktadu tensora X(g,(gl)) (pamigtajmy, ze tensory
proste w ogdlnosci nie stanowig uktadu bazowego, a jedynie uktad generujacy)
Y (g ) T xGaxGs ¢V (X(kg)n P) = Vi(g, 1)
Bez trudu przekonujemy sie, ze obrazem tensora
(13) 7(x) = > (X(hg)> 1) > (X(h.g) ® 2 1)
(k,g,h)el,NxG2xG3

(suma w jego definicji jest skoriczona w konsekwencji skoriczonosci N oraz nosnika vy) wzgledem
homomorfizmu ¢ jest homomorfizm y okreslony w Rown. (12), oto bowiem

(v00)(g”) = 2 v(X()2 1) & (X(1.g) (95") ® R, h)
(1,9,h)el,NxG2axG3
= Z ’/(X(l7g)7h) > (5lz,k > g @R, h)

(1,9,h)el,NxG2xGs

- S Xk h) > (988, B) = x (V).
(g,h)eG2xG3

Jest przeto e epimorfizmem, a poniewaz istnieja (niekanoniczne) izomorfizmy:

N
HOIan(GhGQ)@RZGg = HOIDRI(@ R1,G2)®32G3

n=1

112

HOIHR1 (Rl, GQ) R, Gs

112

N
D
n=1
N
@ G2 ®R2 G3
n=1

oraz

N
Hompg, (Gl,Gz ®R, G3) = HOIDRI(@ Ri,G2®R, G3)

n=1
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N
HOHIR1 (R1, GQ ®OR, Gg)

n=1

N
= @G2®R2 G37

n=1

112

wiec tez nieodzownie £ ma trywialne jadro, czyli jest izomorfizmem. (]

Uwaga 4. W szczegélnym przypadku R; = Re =t R, a dla Gy = R i G; wolnego odwrotnosé
kanonicznego izomorfizmu R-moduléw z tezy powyzszego twierdzenia daje sie wypisaé wprost w
zwartej postaci

N N
571 : HomR(Gl,Gg) — GI ®r GS S X Z 7/51) ®R X(gl(vl))
k=1

przy uzyciu bazy {7151)}keﬁ modulu G}  dwoiste]  wzgl. {g,(cl)}kém, por.:

Rown. (13). Jesli ponadto G = G3 = G, to izomorfizm g dostarcza nam powszechnie spotykanej

reprezentacji endomorfizmu identycznosciowego (w konwencji ’y,(ﬁl) =ep, g,(cl) =eyp)

N
Gél(idg) = Z e; ®R e .
k=1
Powyzsze rozwazania prowadza wprost do jakze uzytecznej

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Tw. 4, zakladajac w szczegélnodci, ze pierécien R jest przemienny,
R-modut G za$ — wolny i skoriczenie generowany. Wéwczas kanoniczny homomorfizm R-modulow

T:G* ®rG— R
o wlasnosci

Vig.g)ecexa + T(9®rg) = ¢(g)
okresla kanoniczna forme R-liniowa

trg =700 : Endr(G) — R
zwana $ladem endomorfizmu po module G.

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i zal6zmy, ze R jest pierscieniem przemien-
nym. Istnieje kanoniczny homomorfizm R-modutéw

7 HOI’IlR(Gl,Hl) ®r HOInR(Gg,HQ) — HomR(Gl ®R GQ,H]_ ®R Hg)
o wlasnosci

1(X1 ®RrR X2) = X1 ® X2 -

Tlekro¢ moduty w ktorejs z par (G, H1), (G2, H2) lub (G1,G2) sa wolne i skoniczenie generowane,
homomorfizm ten jest izomorfizmem. W szczegdlnosci wige dla Hy = R = Hy stwierdzamy, ze jezeli
jeden z modutow G, « € {1,2} jest wolny i skoriczenie generowany, istnieje kanoniczny izomorfizm
R-modutéw

(14) (G1®rG2) =G ®rGs.

Dowdd: Dowod pierwszej czesci stwierdzenia stanowi prosta wariacje na temat (dowodu) Stw. 3.3.
Przejdziemy wiec od razu do dowodu czesci drugiej, przy czym wobec symetrii (jako$ciowej niezmi-
enniczo$ci) zagadnienia wzgledem transpozycji indeksow (1,2) — (2,1) wystarczy rozpatrzeé
niezaleznie przypadek, w ktorym moduly pary (Gi,H;) sa wolne i skoriczenie generowane, oraz
ten, w ktorym moduly pary (Gi,G2) maja te ceche. Zaczniemy od tego pierwszego. Niechaj
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{glil)}kem bedzie baza R-modutu Gi, a {hl(l)}lem baza R-modutu H;. Woéwczas baza R-
modutu Homp(G1, Hy) jest — w $wietle Tw.4 (patrz: Roéwn. (10)) — rodzina odwzorowan R-
liniowych

7)o" orhY), (k1) €T, My x 1Ny,

Na mocy Stw. 3.9 dowolny tensor 7 € Homg(G1, H;) ® g Homp (G4, Ha) mozna zatem przedstawié
(jednoznacznie) w postaci
1 )
T = Z T,SJ) ®r ", S € Homg(Gs, Hs) ,
(k,1)eT, My x1,Ny
warunek 2(7) =0 jest wigc rownowazny ukladowi tozsamosci
(1)

. 1 k.l
Vmel,Ml V9€G2 . 0H1®RH2 = Z TkJ (97(11)) ®RrR X (g)
(k,1)el,M;x1,Nq

= Y M erx™l(y),
lel,N;

z ktoérych na podstawie tegoz Stw. 3.9 odczytujemy warunki

_ . )L _
v(m,l)el,Mlxl,Nl Vgea, = X" (9) =0m, -

7 nich wyciaggamy wniosek

. 1.
v(m,l)el,MleNl PX™ =0,
a dalej
T7=0,
co dowodzi injektywnosci + w rozwazanym przypadku. Na obecnym etapie wystarczy upewnié sie
o istnieniu stosownego (niekanonicznego) izomorfizmu miedzy dziedzing i przeciwdziedzing 2, aby
moc zanalizowaé bezposrednio ten monomorfizm, podobnie jak w dowodzie Tw.4. Czynimy to w

rachunku wykorzystujacym Tw. 3.5 oraz Stw. 3.6 (i wczesniejsze nasze rozwazania, w tym Stw. 3.4)
— oto wiec z jednej strony

AN HOHIR(GhHl)@RHOIDR(GQ,HQ)

M N,

Homp (D R, R) ®r Homp(G2, H)
k=1 =1

a, Hompg (R, R) ® g Homp(G2, H2)
(k,1)€l, My x1,Ny

@ R®R HOHIR(GQ,HQ)
(k,1)€T, My x1,N;

@ (R®g Homp(Gs, Ha)) = &) Homp (G2, H),
(k,1)el, My x1,N; (K,1)el, M1 x1,N;

112

112

112

112

a z drugiej

M, Ny
HOInR(G1 ®r Go, H1 ®R HQ) = HOHIR(® Rogr G27® Rogr HQ)

12

k=1 1=1
M1 Nl

= Homp(P (RerG2), P (Rer Hy))
k=1 =1

112

M1 Nl
HOHIR(® GQ,@ HQ)
k=1 =1

@ HOmR(G27H2).
(k,1)el,Myx1,Ny

112

Jak tatwo widaé¢, monomorfizm 15 02 07" jest odwzorowaniem identyczno$ciowym (w przyjetej
.. . . . . .. k.l . ..
notacji przeprowadza na siebie macierz odwzorowan R-liniowych (x**) ()T TG TN, N1)’ wiec tez i
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1 jest izomorfizmem. Zauwazmy, ze dowiedziona czesé tezy twierdzenia uzasadnia (w polaczeniu
z Tw. 3.3) Rown. (14).

Na koniec zajmiemy sie przypadkiem, kiedy to moduly G,, a € {1,2} sa wolne i skoriczenie
generowane. Wybierzmy w G baze jak w poprzedniej czesci dowodu, a w G2 baze {gl(z)}lem.
Pokazemy najpierw, ze homomorfizm ¢ jest surjektywny. W tym celu rozwazmy odwzorowanie
R-liniowe x ¢ HomR(G1 ®r Go, H1 ®R Hg)7 ktore na bazie {g,(cl) ®R 91(2)}(k,l)el,7le1,7Ng dziedziny
przyjmuje postaé

1 2
(15) X(gl(C )@ gl( )) = > 71 (h1, h2) >e (h1 ®R ha)
(h1,h2)eH1xHq
dla pewnych rg;(-,-) € Zo(R; Hy x Hs). Postepujac analogicznie jak w dowodzie Tw. 4, zdefiniujmy
odwzorowania X(,h.,) € Hompg(Gq, Hy) indeksowane elementami zbioru 1, N, x Hy 3 (k,hy) 1
bedace jedynymi R-liniowymi rozszerzeniami przyporzadkowan

v

A
W X(k,ha)(gl( )y = 5% > ha -

(1) (2)

Ustaliwszy dowolnie rozktad tensora X(g,C ®r 9, ), wprowadZmy oznaczenia

Y b ) TN T Vo T(XOoha)s X(ha) ) = T (B 2)
Fatwo widaé, ze obrazem tensora
(X)) = > (X X(1h2)) Po (X(k,in) @R X(112))
(k,l,h1,h1)€l,N1x1,NoxHyxHy

(suma w jego definicji jest skoriczona w konsekwencji skoriczonosci N4 oraz nosnika rg(-,-))
wzgledem homomorfizmu ¢ jest homomorfizm y okreslony w Rown. (15). Konstatujemy wiec,
ze 1 jest epimorfizmem, a poniewaz na mocy Réwn. (14) i Tw. 3.4 oraz innych przywolywanych
wezesniej (s)twierdzen (w tym Tw. 3.3) istnieje (kanoniczny) izomorfizm

HomR(Gl,Hl) ®Rr HOI'HR(GQ,HQ) ~ (GI QR Hl) ®R (GS ®Rr HQ)

= (GT ®RG§) ®R (H1 ®RH2)

112

(G1 ®Rr Gz)* ®R (Hl ®Or HQ)

112

HomR(G1 ®r Go, H1 ®R H2)a

przeto z cala pewnoscia ¢ jest izomorfizmem. O



