METODY ALGEBRY WYZSZEJ W FIZYCE I
W CZASACH ZARAZY
6. WYKLAD ZDALNY

Dotychczasowe nasze rozwazania przygotowaly nas do przeprowadzenia szczegdétowej analizy
struktury algebr Clifforda skoniczenie wymiarowych przestrzeni kwadratowych, ktorej zwiencze-
niem bedzie klasyfikacja tychze algebr w fizycznie istotnych przypadkach: K e {R,C}. Rzeczona
analize zaczniemy od zbadania wymiaru i wskazania naturalnej bazy algebry Clifforda.

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj {v;}, 75, N = dimg V < oo bedzie
baza przestrzeni kwadratowej V' o niezerowej formie kwadratowej. Zbior wektorow
C
{e 7Ui1'vi2""'Uik}15i1<i2<...<ik5N, kel,N
stanowi baze algebry Clifforda Cliff (V, Q). W szczegblnosci wige
(1) dimg Cliff(V, Q) = 2V
Dowdd: Przeprowadzimy indukcje wzgledem wymiaru N, poczynajac od przypadku N = 1.
Niechaj zatem v eV ~ {0y}, a wtedy homomorfizm przestrzeni K-liniowych
w ot V—s(e,0)g c Clff(V,Q) : Abvr— i (Abv)=Abw
jest odwzorowaniem Clifforda,
2 _ 2 2 _ 2 C _ C
wAr ) =Xy () = A xQ)pe” =Q(A>v)>e”,
ktorego obraz generuje (e,v)y jako K-algebre. Ponadto dla dowolnego odwzorowania Clifforda

o+ V—2A jest p(A>v) = Ay ¢©(v), wiec oznaczywszy a := @(v) € 2, spelniajacy warunek

a? = Q(v) > 1g, mozemy zdefiniowaé odwzorowanie (jawnie unitalne i K-liniowe)

P (ev)g — A Ap el rud v Ab 1y 4o puba,
przy czym
Porw(Apv)=Abga=p(A>v),
a nadto

P o e+ pv).(Aa> e +pgpv)) =3((A kX2 +k 11 % 2 x Q(v)) > €
+( A1k 2 +r A2k 1) B v) = (A1 ok A2+ gk g2k Q(v)) pa 1ay
For( A1k p2 R A2 K 1) P a = (A Do Lo+ o1 Do @) o (Ao Doy Loy +ar pio Do a)

= P(M1 b Lo o i1 Do @) o (A2 Py Loy o 2 Doy @) -
Whioskujemy wiec, na podstawie Stw. 5.1, ze (((ec, v)K , Lv), LV) jest algebra Clifforda dla ({(v)y =
V,Q) i - zgodnie z postulatem —
dimg Cliff({(v) , Q) = dimg (ec,v)K =2=2%,

Zal6zmy nastepnie, ze dowodzona przez nas teza jest prawdziwa dla dowolnego N < Ny (Ny
ustalone), i niech (V,Q) bedzie przestrzenig kwadratowa nad K wymiaru dimg V = Ny, w ktorej
wybieramy baze Q-ortogonalng {v; }ieLTo’ ktorej element vy, speiia warunek Q(vy,) # Ok, co
uczyniwszy, rozkladamy V na sume @Q-ortogonalna podprzestrzeni

V= (v1,v2,. ., N,-1)x D@ (Vg )k = Vive-1 D (v ) »
1
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wprowadzajac przy tym oznaczenia Q)n,-1 = @ MWivg-1 iQn,=Q r<UNO> . W swietle Tw. 5.3, a dalej
K
— dotychczasowych ustalen i zalozenia indukcyjnego mozemy teraz zapisaé

Chff(‘/a Q) = Chﬂ‘(VNoflaQNofl)géKChﬁ‘(<vN0>K,QNO)

Np-1

= ((e%[)—l)]K ® @ 69 <Ui1 Vjgomn Vg, >K)®]K((€%O >K @ <UN0 )K)

k=1 1<i1<i2<...<ip<Npo-1

= (6?\7071 ®K 6%0 )K (&) (6?\,071 ®K VN, >K

No-1
C
® @ @ (U’il‘viz""'vik ®K €N, >]K
k=1 1<i1<is<...<ip<Np-1
No-1

® @ @ <vi1'vi2""'vik ®K UN[))K ’
k=1 1<i1<is<...<ip<Np-1
gdzie 6%071 i e%o sa jednosciami w odno$nych algebrach Clifforda. Z powyzszego wynika wprost
pozadana réwnosé (1), a nadto — wziawszy pod uwage jawng postaé¢ (5.9) uzytego tu izomor-
fizmu K-algebr — stwierdzamy, ze baza Cliff (V, Q) otrzymana jako izomorficzny obraz otrzymane;j
powyzej bazy algebry CLff(Vi,-1,Qn,y-1)®xCL ((en, )i » @N,) Wzdluz x jest postaci wskazanej
w tezie dowodzonego stwierdzenia. O

W nastepnej kolejnosci wyréznimy element algebry Clifforda, ktéry odegra istotna rolg nie
tylko w klasyfikacji niskowymiarowych rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda, ale tez — w
dyskusji ich reprezentacji, wigc i w zastosowaniach fizykalnych (w ktérych nosi miano operatora
chiralnosci).

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy (przy czym zaktadamy charK = 0) i niechaj

&v = AV = Cliff(V, Q)

bedzie (jedynym) K-liniowym rozszerzeniem przyporzgdkowania okreslonego na tensorach prostych
(vi eV, i €1, N sg dowolne)

Ev(lg) =eC,

§V(’U1 AN P RAREAN Uk) = % ZJEG;C Sign(O’) > Vo(1)-Vo(2)-" Vo (k) ke 17N .

Ponadto niech A € ANV* N\ {0} bedzie dowolnym niezerowym wyznacznikiem na V. Element
kanoniczny algebry Clifforda Cliff(V,Q) (stowarzyszony z A) to wektor ea € CLff(V,Q)
okreslony przez warunek

VU17U2,-~7UN€V : gv(’Ul ANV N = N UN) =: A(Ul,vg, . ,’UN) > ea .

Uwaga 1. Powyzsza definicja ma sens, gdyz dla dowolnej bazy ortogonalnej & := {e;}, 17
przestrzeni V' homomorfizm &y przyporzadkowuje elementom odnosnej bazy {1k, e;, A€, A A

Ciy }15i1<z‘2<...<iksN , kel,N wektory

tv(lg) = €°,
EvlernesnAer) = 2 > sign(o) b ey(1)-o(2)-€o(k)
geSy,
= % Z Sign(a)Q > ej.eg.: € = €1.€2.°.C ,
oeSy,

przy czym ostatnia tozsamosé¢é wynika wprost z (jednej z wielu) definicji znaku permutacji jako
odwzorowania

sign : &, — {-1,1} : o — (-1)7(?),
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w ktorego zapisie 7(o) jest liczbg czynnikoéw w (dowolnym) rozkladzie permutacji o na trans-
pozycje, oraz z relacji skosnej przemiennosci
(2) Vz,]EI,7N ¢ €i.€5 = —€5.€4

1#)
spelnianych przez obrazy elementow bazy & w Cliff (V, Q). Tym samym odwzorowanie (K-liniowe)
&y przeprowadza baze dziedziny na baze przeciwdziedziny, o ktérej mowa w tezie Stw. 1, jest zatem
izomorfizmem przestrzeni K-liniowych. Ponadto dla dowolnych wektorow v, = vJ, > e;, a € I, N
otrzymujemy

Ev(viAvaAAoy) = 0] RV KR UN D Ev(en Aei, A Aeiy)

= Ui K VR g g VR B Y. sign(o) b Ciniry-Cineay Cin(ny 1
&GN
przy czym w ostatniej sumie wyrazy o indeksach i; = i; dla j # k wyst¢puja w parach odpo-
wiadajacych (0,0 o 1), ktorych wklady do sumy réznig sie znakiem wobec relacji sign(o) =
—sign(o o7 1), a zatem ostatecznie niezerowy przyczynek do tej sumy moze pochodzi¢ jedynie od
tych N-tek indekséw (iy,4a,...,in), ktore stanowia permutacje (dowolne) zbioru 1, N,

fv(’l}l ANV N -+ /\UN)

1 2 N .
= % Z Uf( ) ‘K vg( ) KUK vﬁ,( S Z Sign (o) > €yop(1)-€oop(2) " Caop(N)
peSn ceS N
. 1 2 N .
= % Z Slgn(p) Ullj( ) 'K Ug( ) KK vﬁf( ) > Z 81gn(0 ° /0) D> €50p(1)-Coop(2)-"""*Coop(N)
peES N oopeS N
. N .
= % > sign(p) vf(l) K US(Z) KK Uﬁ,( S Y sign(o) b es(1)-€0(2) €0 (N)
peG N ceS N
= Z sign(p) v’f(l) ‘K v§(2) KK UK,(N) > ej.63..eN
peS N
= Ag(v1,v9,...,0N) > ej.eomen .

Istotnie, wobec N-liniowosci i skosnej symetrii wyznacznika oraz jego unormowania dostajemy, na
mocy argumentéw analogicznych do tych uzytych powyzej,

Ag(v1,02,...,08) = Vg vl g g0 g Ag(eir,€inye s €in)
1 2 N

= Z v’f( )-Kvé( )'K“"Kvﬁf( )']K Aéa(ep(l)aep(Q)v"',6p(N))
pGGN

= Z Uf(l) 'K US(Q) KK UQ(N) ‘K sign(p) Aé"(éa)
pGGN

= Z sign(p) Uf(l) 'K ”5(2) ‘KK Uir(N) :
peS N

Na koniec przywolujemy oczywista rownosé

dimg ANV* = (N) =1,

N
z ktorej wyciagamy wniosek o istnieniu skalara’ Aa € K spetniajacego relacje
Ag = )\A > A,

wiec ostatecznie
v()=A()pea,

gdzie wektor ea € Cliff(V, Q) stopnia N jest dany jednoznacznie (w szczegdlnosci nie zalezny od
argumentu odwzorowania z lewej strony rownosci).

Mamy istotne

Ipatwo widaé, ze skalar ten to A(&)™L.
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Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj & = {e;}, 7 bedzie dowolna baza
ortogonalng w przestrzeni kwadratowej V, a Ag — wyznacznikiem na V okreslonym przez te
baze w standardowy sposob?. Element kanoniczny stowarzyszony z Ag przyjmuje postaé

(3) €Ay = €1.€2.0.EN .
Niechaj dalej A € ANV* \ {0} bedzie dowolnym wyznacznikiem na V i niech Aa € K bedzie
skalarem, o ktérym mowa w tezie Stw. 5. W()wczas zachodzi tozsamo$é
-1)
eh = (- 1) - Aa e,

jesli zatem forma kwadratowa @ jest niezwyrodniala, to element kanoniczny jest odwracalny w
Cliff (V,Q), w przeciwnym za$ razie spelnia on tozsamosé

ea = 0cifr(v,0) -
Ponadto

(4) Voecnn(v.o) @ eay=Jp t(7).ea.
Dowdd: Réwnosé (3) wynika bezposrednio z rachunku przeprowadzonego w obrebie Uwagi 1. Jesli

teraz w formule definiujacej Aa wypisanej w tresci Stw.5 dokonamy podstawienia v; = w; :=
ei, €1, N, to otrzymamy réwnosé

N
Ay A, KA (E) Kk As (&) = det(N) (q)(ei’ej))ijel ~ = H @Q(ei,ei)
A i=1

N
11 Q(ei),

wobec czego — w $wietle udowodnionej wezesniej réwnosei (3) — dostajemy

N(N 1) N(N 1)
eQAg = ej.eg.men.ep.ex.ey = (1) e.e2..e% = (1) HQ(eZ—)DeC

N(N 1)

- (-1) a0 €l

Wobec oczywistych tozsamosci
)\A,g = )\A(@ ‘K Ag(@@) = det(N) (@(e“ej)) PEw = AA K A(éD)Q,

Ag(éa)beAg :gv(el/\(ig/\n-/\e]\[):A(Cg))l>eA7

shusznych dla dowolnego niezerowego wyznacznika A na V' (a taki spelnia warunek A(&) # Ok),
mozemy w takim razie zapisaé

A = AE)%» eQAg =(-1)

CAp

N(N 1)

A(E) 2> (Aa, b ef)

N(N 1) N(N 1) C

( 1) A(éa)QK)\Agbe ( 1) )\Al>e

Jesli teraz @) jest niezwyrodniala, to jak jasno wynika z rachunku otwierajacego niniejszy dowod,
Aa, # Ok, zatem takze Aa # Ok, a wowczas

C

eA —( 1
Jesli natomiast @ jest zwyrodniala, to Aa = Og i w konsekwencji 62A = Ociifr(v,@)- W dowodzie
ostatniej skladowej tezy stwierdzenia wykorzystujemy ustalong weczesniej relacje miedzy ea i ea,
w bezposrednim rachunku, przeprowadzonym dla dowolnego v = v* > e; € V' z wykorzysztaniem
relacji (2),

eAv = v'bea.e;=0" g A(éa)’1 > e1.63..EN.€;

2Przypomnijmy, ze wyznacznik na przestrzeni K-liniowej V' skoriczonego wymiaru D = dimg V' < oo to (dowolny)
niezerowy wektor z jednowymiarowej przestrzeni K-liniowej AP V*. Jako taki jest on jednoznacznie wyznaczony
przez warto$¢ przyjmowang na (dowolnej) bazie V. Poprzez narzucenie warunku, izby wartosé¢ ta byla réwna 1g
dla ustalonej bazy uporzedkowanej &, wyrézniamy wyznacznik A g, o ktérym mowa w tresci stwierdzenia.
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( ].)N i ’L' A((o@) 1 > ej.eq.- 67;,1.612.61'+1.€7;+2."'.€N

(—1)N_i (—1)1_1 Ui ‘K A((g))_l > e;.e1.69.0.EN = (—1)N_1 V.eA

JY N (v).en .

Postulowana tozsamos¢ jawi nam sie teraz jako prosta konsekwencja powyzszego (wszak Cliff (V, Q)
jest generowana jako K-algebra przez Image jg) oraz homomorficznego charakteru inwolucji ka-
nonicznej. ]

Dalsze nasze dociekania podporzadkowane celowi nadrzednemu, jakim jest klasyfikacja rzeczy-
wistych i zespolonych algebr Clifforda oraz ich reprezentacji, wioda nas wprost do dyskusji centrum
algebry Clifforda oraz jego super-partnera, ktorego opisuje

Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Centrum algebry Clifforda Cliff(V,Q) to jej
podalgebra

Z(Clff(V,Q))

{7 eClff(V,Q) | Vseccumv,0) * [77] = Ocuier(v,0) }

{7veCliff(V,Q) | Veev : [7,v]=0cus(v,q) }-
Antycentrum algebry Clifforda ClLff(V,Q) to jej podprzestrzen K-liniowa

Z(Clff(V,Q)) {7eCliff(V,Q) | Vsecugv,q) @ v =Jv(F)v }

{7 eClff(V,Q) | Veev : {70} =0cugv,Q) }-
Najprostszego uszczegbdtowienia charakterystyki wprowadzonych powyzej obiektow dostarcza
Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. 2. Z(Cliff(V7Q)) jest podalgebra Z/2Z-gradowang K-

algebry Cliff (V, @), natomiast AZ (Cliff (v, Q)) jest podprzestrzenia Z/27Z-gradowang przestrzeni
K-liniowej Cliff(V,Q), w rozumieniu Def. 4.5.

Dowdd: Zaréwno centrum, jak i antycentrum Cliff (V,Q) sa podprzestrzeniami zachowywanymi
przez inwolucje kanoniczna, gdyz

YV (v)evxz(Clig(v,Q)) ¢ Jv(v).v =Jv (7). Jv(v) = =Jv(y.v) = =Jy(v.y)

—Jv(v)Jv(7) =vJv(7)

i, podobnie,

Y (wy)evxaz(cug(v,Q)) * Jv(y)w =Jv (7). Jv(v) = =Jv(y.v) = Jv(v.y)

Jv (v).Jv(7) = —v.dv (7).

Stad tez obie dziedzicza Z/2Z-gradacje z Clff(V,Q) na mocy Stw.5.7. Przy tym centrum jest w
oczywisty sposob podalgebra Cliff (V, Q). O

Strukture centrum i antycentrum algebry Clifforda opisuje
Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2 (przy zalozeniu charK # 2) i niech N :=dimgV < o0, a
wtedy
(i) Ne2N+1 = en € Z(ClLff(V,Q));
(i) Ne2N+2 = ep e AZ(ClLff(V,Q)).
Ponadto jesli @ jest niezwyrodniala, to
() @

-~ _ [ Z(cifi(v,Q)) = .
() Ne2N+1 { AZ(CLft(V,Q)) {Ocm(v@}
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Z(Cliff(V,Q)) = (),

AZ(CUR(V,Q)) = (ene |

Dowdd: Punkty (i) i (ii) wynikaja bezposrednio z tozsamosci (4). Zalézmy zatem, ze @ jest forma
niezwyrodniala, i rozwazmy sktadowe Z/2Z-jednorodne centrum i antycentrum algebry Clifforda,
co mozemy uczyni¢ w odwolaniu do Stw.3. Niechaj v € AZ(Cliff(V, Q))1 = AZ(Cliff(V,Q)) N
Cliff(V, Q)*, a wtedy wobec

(i) Ne2N+2 = {

Voev @ 7.0 =-0y
zachodzi
(5) vea=(=1)Nean,
ale tez — na mocy Rown. (4) i w $wietle zalozenia dotyczacego parzystosci v —

eay = Iy () ea = (1) yea,
wiec ostatecznie
vea=(DN (1) yea = —v.ea,

co przy charK # 2 (a takie poczyniliSmy zalozenie) oznacza rownosé

v-ea = 0cuig(v,Q) -
W sSwietle Stw. 2 wnioskujemy zatem, ze

v =7.ea-€a" = O0cia(v.0)-€a = 0cuf(v,Q)

czyli dla niezwyrodniatej formy kwadratowej dostajemy
(6) AZ(CEE(V,Q))" = {Ocnr(va) ) -
Jesli ponadto N € 2N + 1, to z pordéwnania tozsamosci (7),
(7) v.eA = —ea.Y,

stusznej dla dowolnego elementu antycentralnego ~ € AZ(Clif‘f(V, Q)) = AZ(Cliff(V, Q))O, z
tozsamoscia

eay=JY(y).ea = v.ea
wyciagamy oczekiwany wniosek
AZ(CLff(V,Q)) = {Ocua(v.@)} -
Rozwazmy odwzorowanie K-liniowe
pa : Clff(V,Q) O : y—eay.
Wobec odwracalnosci elementu kanonicznego jest ono automorfizmem przestrzeni K-liniowej Cliff (V, Q),
a przy tym jesli ~y € Z(Cliff(V, Q)), to
Voev + oa(P)v=eayv=eavy=J) " (v).eay=(-1)" T v.pa(y),
i — podobnie — jesli v € AZ(Cliff(V7 Q))7 to
Voev = pa(Nw=eanv=—eanvy=-Jy H(v).ear = (-1)Y v.pa(9),
zatem prawdziwe sa nastepujace implikacje:
ea(Z(Cliff(V,Q))) = Z(CLff(V,Q))
Nem+l = { oa(AZ(CLE(V,Q))) = AZ(CHfE(V,Q))
(8)
Ne2N+2 = oa(Z(Cliff(V,Q))) = AZ(ClLff(V,Q)).

Jak jasno wida¢, uzupelnienie dyskusji struktury antycentrum w przypadku N € 2N +2 wymaga
wiec zrozumienia struktury centrum, czym zajmiemy si¢ obecnie.
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Zaczniemy od wyznaczenia skladowej parzystej centrum, Z(Cliff(V,Q))O = Z(Cliff(V, Q)) n
Cliff(V, Q)°. Twierdzimy, ze — niezaleznie od parzystoéci wymiaru V — skladowa ta jest rozpieta
na jednosci algebry,

(9) Z(Clifi(V,Q))” = (¢€),. .

a dowod opieramy na indukcji wzgledem tegoz wymiaru N. Stusznosé¢ postulowanej rownosci
w przypadku N = 1 staje sie oczywista, gdy wzia¢ pod uwage model algebry Clifforda skon-
struowany w pierwszym kroku indukcyjnego dowodu Stw. 1, zalézmy zatem, ze réwnosé ta jest
prawdziwa dla N < Ny (Np ustalone) i niech dimg V' = Ny. Wybierzmy v € V' o wlasnosci
Q(v) #0 (na co pozwala zalozenie o niezwyrodnieniu @), a wtedy — w $wietle twierdzenia o istnie-
niu dopekienia ortogonalnego dowolnej niezwyrodnialej (skoriczenie wymiarowej) podprzestrzeni
przestrzeni kwadratowej — mozemy dokonaé¢ rozktadu Q-ortogonalnego

V = (v)g Oq (v)"
przy czym — rzecz jasna — dimg (U)HL(Q =dimg V -1 < Ng. W tym momencie mozemy odwotaé
sie do Tw. 5.3, aby przerzuci¢ rachunki do algebry kanonicznie izomorficznej z Cliff (V,Q), jaka
jest Cliff((v)K,QT(U)K)@?KClifE((v)%’;’7 Mojero)s €O okaze si¢ nader wygodne. Przyjawszy dla
skrétu oznaczenia C, = Clff ({(v)g , Qo) 1 C1L = ClLiff ((v)? Nojpro) 1 Wybrawszy dla C,
model (eg, v)K jak w dowodzie Stw. 1, rozwazmy obraz dowolnego elementu -y € Z(Cliff(V, Q))O
w C,®xC, — ten jest postaci
n(y) = e$ @k w’ + v &g w'

dla pewnych w* e Cliff(V,Q)!, k€ {0,1} (wszak suma stopni czynnikéw tensorowych w kazdym
ze sktadnikéw sumy ma by¢ parzysta, bo taki jest stopieri ). Podobnie dla dowolnego = = A >y
v+y eV, zapisanego w terminach AeK i y ¢ (U)Hlf, otrzymujemy

n(x) :eS®Ky+>\l>v®Kef,
gdzie ef e C', jest odno$na jednoscia. Na podstawie powyzszych wzoréw obliczamy

0

n(y.x) = (eS@Kw +U®Kw1)7(eg®ﬂ<y+)\l>v®Kef)

= eS@KwO.y+)\>U®Kw0+v®Kw1.y—)\-KQ(v)DeS@le
oraz

n(xy) = (eg®Ky+)\DU®K6f)'7(eS®Kw0+v®Kw1)

eg ®k yw’ + A veg w’ - v ek y.w! + Ak Qv) >e§ ®x w',
a stad — wobec centralnosci v —

0 = n([v,2]) =€) &x [w’,y] +vex {w',y} - 2X x Q(v) > e &k w'

65 ®K ([w07y:| - 2A 'K Q(U) > wl) + v ®k {w17y} y
co z racji liniowej niezalezno$ci sktadnikéw pozwala wnioskowadé, ze

. 1 _
vye('u)”l(Q . {U} ay} - OCJ_’

czyli — w $wietle Rown. (6) —
w' e AZ(C,) n Cliff(V,Q)} = AZ(C,)" = {0¢,},
a dalej — wobec tego —

Voo o [0yl =[w’y] -2A k Q(v) > w' = 0¢,
ye(v)]K L

co na gruncie zalozenia indukcyjnego przyprowadza nas do przekonania, ze

w®e Z(C,) nCliff(V,Q)° = 2(C,)° = (°)

K )
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tj. w=po e(f dla pewnego skalara p € K. Koniec konicéw otrzymujemy
v = X(eg ®x w’ + v Ok wl) = X(eg ®K U > ef) =u>x(1e,z,0,) = 1> eC.

Udowodniona tym samym rownosé (9) pozwala dokonczyé dowod twierdzenia przy uzyciu ob-
serwacji (8), oto bowiem w przypadku N € 2N + 2

AZ(Clift(V, Q) AZ(CUE(V,Q))” = oa(Z(CUE(V,Q))") = oa((¢C),)

(pa(e))y = (eae

(co wynika z Rown. (6) oraz z tego, ze @ jest parzysty), wiec tez — wtornie —

Z(CUiff(V,Q)) = pa(AZ(CHf(V,Q))) = pal(ea)x) = (),
a w przypadku N € 2N +1
2(Clift(V.Q))" = oa(Z(ClifE(V.Q))") = (ea)x
(co wynika z faktu, ze pa jest nieparzysty), zatem

Z(Clff(V,Q)) = Z(CLff(V,Q))" @ Z(CLfE(V,Q))" = (), ® (ea)y -

Pierwszy z istotnych wynikéw pozwalajacych oswoié¢ nieco bestiarium algebr Clifforda przy
uzyciu wprowadzonych powyzej obiektéw przynosi

Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. 1 oraz Stw. 5, zakladajac przy tym, ze forma kwadratowa
@ na przestrzeni V wymiaru dimgV = N < oo jest niezwyrodniala. Ilekro¢ mozna wybraé
wyznacznik A e ANV* w taki sposob, ze

N(N-1)
(10) Aa=(-1)"=",

czyli w szczegdlnosci eQA =€, to istnieje kanoniczny unitalny homomorfizm K-algebr

i+ Cliff(V,Q) — ClLiff(V,-Q)

o wlasnosci

- N(N-1) _\N+1

ilea)=(-1)"= »>(er)
gdzie e jest elementem kanonicznym algebry Cliff(V,-Q) stowarzyszonym z tym samym wy-
znacznikiem A na przestrzeni K-liniowej V' bedacej no$nikiem przeciwnej struktury kwadratowej
-@Q. W przypadku N € 2N + 2 homomorfizm ten jest izomorfizmem.

Dowdd: Niechaj Aa bedzie skalarem okreslonym, w sposéb opisany w Stw.5, przez dowolny
niezerowy wyznacznik A na przestrzeni V z forma kwadratowa @) i oznaczmy jako A, skalar
okreslonym przez ten sam wyznacznik, gdy V wyposazymy w forme kwadratowa —Q. Wowczas
dla dowolnych uktadéw wektorow v;,w; € V, 1 € 1, N otrzymujemy réwnosé

Ak A(v1,02, .., 0N) & A(wy,wa, ..., wy) = det(vy (P_g (v, wj))i,jeﬁ
- N
= det(N)(_(pQ(vi’wj))i,jeﬁ = (—1) det(N)((I)Q(Ui,wj))i’jeL—N
= (_]—)N)\A 'K A(”la”Qw"avN) 'KA(’IU17'LU27...71UN),
z ktorej wynika tozsamosé
(11) M= (DY A
Zdefiniujmy odwzorowanie K-liniowe

p o V—CIiff(V,-Q)=C_ : v—exov,
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wprowadzajac przy tym — gwoli przejrzystosci zapisu dalszego rozumowania — osobny symbol e na
oznaczenie mnozenia w algebrze C_ (z jednoscig, ktora oznaczymy jako e(}). Przywotawszy Stw. 2
w odniesieniu do tréojki (C_,e_A, /\;) oraz Rown. (11), stwierdzamy bez trudu, ze odwzorowanie
powyzsze spelnia — na mocy zalozenia (10) — warunek Clifforda wzgledem struktury kwadratowej
Q, oto bowiem

p(v)> = exoveeyov=(ex)’e JY Y w)ew=(-1)N . (—1)N(N71) AP vev
= (DT (@) 5 e€) = (-1) T Aa b (Q(v) b C)
= Q) eC.

Rozszerza sie ono zatem kanonicznie i jednoznacznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr
7l : CLf(V,Q) — CUff(V,-Q)
o wlasnosci
Voev : Ti(v) =ep 0 v.

Wybierzmy baze & = {e;},.;7v W V ortogonalna wzgledem @, a zatem takze wzgledem —-@Q. Na
mocy Stw. 2 i rozumowania przeprowadzonego w jego dowodzie mozemy zapisaé

ea=A(&E)  bejegen, ea=A(&) ' bejeeyeeey,
a w takim razie

fi(ea) A(E) o fierermen) = AE) > pler) o plen) o o plen)

A(E) ' bepoeciococae-ocyoey

(_1)N(1;7—1) A((o@)_l > (GB)N cciecy e mey = (_1)1\7(1;7—1) (e_A)N+1 '

Niech teraz N =2m e 2N + 2, a wtedy skalary Aa 1 A przyjmuja postaé
Aa=(-1)" =X

i otrzymujemy

ites) = (D)™ (ea)™",
co implikuje natychmiast, ze odwzorowanie K-liniowe
Y V—Cliff(V,Q) : v—eaw
spelia warunek Clifforda wzgledem struktury kwadratowej —@,

1/}(11)2 = EA.V.EA.V = eZ.J‘%m_l(v).v = —eQA.v.v = (—l)m(Qm_l) AA D ((—Q)(v) > ec)

(-Q)(v) > e,
wiec rozszerza si¢ kanonicznie i jednoznacznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr

¢ = Cliff(V,-Q) — ClLiff(V, Q)

o wlasnosci
Voev @ ¥(v) =eav.

Relacje pomiedzy oboma homomorfizmami ustalamy na zbiorze generatoréw obu algebr na pod-
stawie rezultatow dotychczasowych dociekari. Oto wiec

Dofi(w) = D(eaov)=D(en)D(v) = (-1)™ (ea)* ™ eaw = (-1)" (A)"" v
(-1D)"v=J7(v),
czyli w ogolnosci (wszak T i ¥ to homomorfizmy K-algebr)

Joﬁ:Jel.
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Analogicznie wyprowadzamy relacje

—_~ -~ —_\m
Ho 1/’ = (‘]V) )
gdzie Jy, jest kanoniczng inwolucja na C_. Zwazywszy oczywista tozsamosé
fioJy=Jyofi  «—  Jy(ea)=(-1)*"ear=ea
(oraz inwolutyny charakter Jy i Jy,), mozemy zatem przepisa¢ powyzsze relacje w postaci

(J7 o) o i = ideua(v,q) » fio (J7 o) =idcum(v.-q) »

z ktorych jasno wynika, ze I jest izomorfizmem (o odwrotnosci Ji' o ¢)). O

Kolejny arcywazny wynik artykuluje

Twierdzenie 3 (O kanonicznym iloczynie tensorowym algebr Clifforda). Przyjmijmy zapis do-
tychczasowy i niechaj (((V7 +v,Py,e — Ov),ﬁv),Qv) bedzie przestrzenia kwadratowa nad
cialem K wymiaru dimg V = 2m € 2N + 2, z wyréznionym wyznacznikiem A € A?™V* o sto-
warzyszonym elemencie kanonicznym ea € Cliff (V, Qv ), ktory spelnia warunek

eh =en e, ee{-1,1}.

Woéwcezas dla dowolnej (((17, +i, Py, 0 — 0‘7),8‘7),@‘7) € Ob O Vecty istnieje kanoniczny uni-
talny homomorfizm K-algebr

Clit(Ve V,Qv @ > Q) = Cliff (V, Qv) ®x Cliff (V, Q).

Dowdd: Rozwazmy kanoniczne izometryczne wlozenia
jV!V»VGBV, ]V:V»V@V’

przy czym w drugim przypadku implicite traktujemy V jako nosnik struktury kwadratowej e o
Q7. Wobec parzystosci wymiaru V' tozsamosé (4) implikuje

Ve {GA,’U} =0cufr(v,Qv) -

Ponadto w $wietle (dowodu) Tw. 5.3 indukowane unitalne homomorfizmy K-algebr

Jv =Cliff(jv) :  CLff(V,Qv) — Cliff (Ve V,Qvec> Qp) = s,

7o = Cliff(yy) : Cliff(V,e> Qp) — Co

spetniajg — dla dowolnego elementu 7 € Cliff (Ve > Q) — warunek (€€ jest jednoscia w Cliff(V, e »
Qv))
Tv(ea)To (@) = mego (v @75)(ea ®x7) = x(ea ®x 7) = x(e%.ca ®x 7.27)

= x((-1)deTdeeca (€ @y F{ea @k E))

= X((ec RK ”‘\}/')"\(BA RK @C)) = X(ec RK ”'\}//).X(GA ®K EC)

= Jr(M)Jv(ea),
przeto odwzorowanie K-liniowe

¢ V—Cg : v—Tv(ea) Ty (v)

spelia warunek Clifforda,

o(v)? Jv(ea) Ty (v) Jv(ea) Ty (v) = Jv(ea) Ty (v)? = Jv (ed) J7 (v*)

5(5Q(U)) >le=Q(v) > 1g,
i z tej racji rozszerza sie jednoznacznie i kanonicznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr

7« Clft(V,Qp) — Co.
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Przy tym — dla dowolnych (v,7) € V x V — zachodzi rownosé

Tv(0).8@) = Jv)Jv(ea) Tz @) =Tv(vea)To @) =Tv(ea-Jv(v)). 75 @)

“Jv(ea).Jw (@) = -Tv(ea) Fv (v). 75 (@) = ~Fv (ea) - x (v ®x D)
= _]~V(€A)-X(€C-U RK T]I’é‘c) = _.7V(6A)-X((—1)ng v-dcg%’(ec oK 5)(’[} ®K€C))

= j’v(eA).X(eC ®K ﬁ).x(v ®K€C) =Jv(ea)Jp (@) Jv(v)

@) Jv (v),
zatem
v(»y”»‘y’)ECliff(V,Qv)><Cliﬁ“(V,Q~V) 2 v(n)-8(7) =8(7) v () -
Zdefiniujmy odwzorowanie K-liniowe
® : Cliff(V,Qy) ®k Cliff(V,Qy) — Co
stanowigce (jedyne) rozszerzenie przyporzadkowania okreslonego na tensorach prostych jako
P(yex ) =Jv(7)-(7).

Pokazemy, ze ® jest unitalnym izomorfizmem K-algebr, kostruujac jego odwrotnosé. W tym celu
rozwazmy odwzorowanie K-liniowe

U VeV — Cliff(V,Qv) ok Cliff(V,Qp) & (v,7) —> v®x " +ebea Ok T,
ktore spelnia warunek Clifforda

U(v,7)* = (v@KEC+5>eA ®K'ﬁ)'(v®KEC+a>eA ®K'17)

= 0?2 ®K€C+€I>U.CA ®K§+5>6A.U®Kﬁ+ei ®Kﬁ2

Qv(v) > e @’ +e>v.en T — € > v.ea ®r T+¢eQy (D) > e® og ¢

(QV ®epd Q“;)(’U,”[}/) > eC ®K?§C s
a zatem indukuje (jedyny) unitalny homomorfizm K-algebr
T : Oy — Cliff(V,Qv) ®x Cliff(V, Q)
o wlasnosci
@(v,ﬁ) =v@geC +eben Rk T.
Zauwazmy, ze reprezentacja (3) elementu kanonicznego pozwala nam obliczy¢ wprost
Toji(ea) = Toji(ereaream)=T(gv(er).gv(e2)- v (e2m))
=U(e1,0).V(eq,0)..--.U(egm,0) = (61 QK EC).(eg QK éc).m.(ezm QK EC)
= eA ®k ’éC .

Tozsamosci

Tod(vexe’ +eox®) = U((v,0).5(e) +75(e°).5(9))

= U((v,0).1¢y + Loy v (en) 5 (D))
= T(v,0)+ VoG (ea).¥(0,7)

= vexe” +(ea®xe”).(e>en D)

= v®KEC+€>eQA®K§F
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= U®KEC+eC Ok U
oraz

DoU(v,7) = @(v@Kéc +ebea ®K’17) :<I>(U®KEC)+€><I>(6A ®K’17)

T (v).5(€%) +e > T (ea)-3(D)

(U70)'1Cea +€ Djv(eA).jv(eA)."]vv(’ﬁ)

(v,0) +&> T (€4)-(0,7) = (v,0) + (0,7) = (v,7) .
pokazuja dowodnie — na (nietrywialnych) generatorach, wigc i ogélnie (wobec homomorficznego
charakteru rozpatrywanych odwzorowan) — antycypowang odwracalnosé ®. O

Na zakoriczenie rozwazan ogdlnych, wytyczajacych szlak ku twierdzeniom klasyfikacyjnym dla
rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda, wypowiemy jeszcze istotne

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj ((Va, +a,Po, o —> Oa),fa)7 ae{l,2}
beda przestrzeniami K-liniowymi wymiaru dimg V; = dimg Vo = N < oo, a nadto niech A
V1 x Vo — K bedzie dwoistoscia®. Okreslmy na Vi @ Vo forme kwadratowa

Qa : VieVo—K & (v1,v2) — A(vy,v2).
Istnieje kanoniczny unitalny izomorfizm K-algebr

CLff (V1 @ Vo, Qa) = Endg (A° V) .

Dowdd: Zacznijmy od odnotowania, ze sensownos¢ definicji formy kwadratowej Qa jest prosta
kownsekwencja dwuliniowosci dwoistosci A. To rzeklszy, mozemy wykorzystaé izomorfizm przestrzeni
K-liniowych (odwzorowanie prawostronnie stowarzyszone z A)

TA G V2i>V1* s v— A v)
w polaczeniu z teza Stw. 5.4 pozwala nam wypisa¢ wygodny ukltad generujacy K-algebry EndK(/\' Vl)
zlozony z endomorfizmow i, , vi € Vi oraz 1, (y,), v € Va, ktore spetniaja proste relacje

2 2 .
Moy, = 0= RYNCHE {ZTA(’UQ)ﬂ .um} = A(vlvv2) > ld/\' Vi

O ile dwie pierwsze nie wymagaja dodatkowego komentarza, ostatnia sprawdzamy w bezposrednim
rachunku (na tensorach prostych, dla dowolnych w; € Vi, i€ 1,n):

{2 a (va)s o J(WL AW A AWy) = 2y (1) (V1 AL AW A Awy,)

n
+v1 A Z (—1)’“’1 A(wg,v2) >wy Awg A== AWy,
k=1 3

= A(Ul,’vg) D w1 AWy A AWy,
n

-v1 A Z (—l)k_1 A(wg, v2) > W AWa A= Awy,
k=1 k

n
+v1 A Z (—l)k_1 A(wg, v2) > Wi AWa A= Awy,
k=1 k

= A(Ul,vg)bwl/\wg/\---/\wn

A(Ul,’l)g) > id/\- \% (U)l AW A+ N wn) .

3Prz pomnijmy, ze dwoisto§¢ dla pary (G1,G2) moduléw nad pierécieniem przemiennym R to odwzorowanie
Y jmy: y Y

A : G1 xG2 — R nieosobliwe, tj. takie, dla ktorego oba odwzorowania jednostronnie stowarzyszone lan : G —
G5 : g1— A(g1,) (lewostronnie) i In : G2 — G} : g2 —> A(:,g2) (prawostronnie) sa bijekcjami.
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Zdefiniujmy odwzorowanie K-liniowe
o VeV, — EndK(/\'Vl) 2 (V1,02) F oy F e (0g) -

Na podstawie wypisanych wyzej tozsamosci bez trudu sprawdzamy, ze spetnia ono warunek Clif-
forda,

2 2
(/j’vl + ZTA(UZ)) ° (/j’vl + ZTA(W)) = Hyy T bra(v2) + {ZTA(U2)7/’LU1}

o(v1,v2)?

A(’Uhvg) > id/\o Vi = QA(”Ul,UQ) > lEnd]K(/\’ Vl) s

rozszerza sie ono zatem kanonicznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr
@ ¢ Cliff (Vi ® V2,Qa) — Endg (A° V1)
o wlasnosci
P(v1,02) = fhoy +lrg (vs) -
Na mocy Stw. 5.4 podprzestrzei Image ‘Erjgl@vz(Vl@Vz) = Image ¢ generuje EndK(/\' V1) jako K-
algebre, zatem @ jest epimorfizmem. Ale zarazem — w $wietle Rown. (1) —
dimg CLfF (Vi @ Va, Q) = 20im= (VieVa) _ gdimg Vi+dimz Va _ o2dimg Vi
oraz — tym razem na gruncie Tw. 5.4 oraz Stw.5.3 —
dimg Endg (A* V1) = (dimg A®V7)” = (28 V1)? 2 g2dime Vi

co pokazuje dowodnie, ze @ jest w istocie izomorfizmem. O

Jako proste corollarium do poprzedniego twierdzenia otrzymujemy

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, zaktadajac przy tym, ze charK # 2, przestrzen
kwadratowa V jest niezwyrodniala i ma dimgV € 2N. Niechaj w € Endg V' bedzie inwolucja,
w? =1idy, skosnie symetryczna wzgledem formy kwadratowej @, tj. taka, ktora spelnia warunek

w'=-w
wypisany dla
Yor,vpev - @Q(w*(vl), vg) = @Q(vl, w(vg)) .
Woéwecezas istnieje kanoniczny unitalny izomorfizm K-algebr
Cliff (V, Q) = Endg (/\* Ker (w - idy)).
Dowdd: Inwolucja w zadaje — w Swietle stwierdzenia dotyczacego odpowiedniosci pomiedzy rozkla-

dami modutéw nad pierscieniem na sumy proste ich podmodutéw a zupelnymi rodzinami rzutow
komplementarnych na tychze modutach — rozktad

V =Ker(w-idy)) @ Ker (w+idy) = V_ & V,,

gdyz para P, := 2]1’<1 > (w +idy) stanowi zupelny uktad rzutéw komplementarnych. Ponadto dla
dowolnych v,,w, € V. zachodzi tozsamosé

Qo (ve,we) = <I>Q(3Fw(vi),¢w(wi))=<I>Q(w*ow(vi),wi)=—<I>Q(w2(vi),wi)

_(DQ(U:b w:t)7
przeto
Vi J.Q Vi,

natomiast w ograniczeniu do V. x Vz forma dwuliniowa ®q jest niezwyrodniala — istotnie, ilekro¢
dla ustalonego v, € V. jest

Vw;eV; : QQ(U:kvw?) = OK7
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to dowolny wektor V > w =w_ @ w, wzgl. w=w_ @& @, spelnia warunek
D (v, w) = Po(ve, Wa) +k Po(vs, ws) = P (ve, ws) = Ok,
zatem — wobec niezwyrodnienia ) — koniecznie
vy =0y .
W rezultacie otrzymujemy pare dwoista (V_,V,) zwigzang dwoistosciag
AQ =2%q vwv,
dla ktorej wyprowadzamy tozsamosé

Po(v-@vp,w-@w,) = Povo,w) +x Po(ve,wy) +x Po(v-, wy) +k Do (ve, w-)

Do (v-,wy) +x Po(w-,v4)

2]? > (AQ(v—vw+) K AQ(w—vv+)) )
a z niej — réwnosé
Qu-@v.) = Ag(v-,v.),

usprawiedliwiajaca — w polaczeniu z wcze$niejszymi obserwacjami — bezposrednie odwotanie si¢
do Tw. 4. Na tej podstawie stwierdzamy, zgodnie z teza bedaca przedmiotem dowodu,

Cliff(V, Q) = Clff(V- @ V4, Q = Qa,) 2 Endg (A" V2).

APPENDIX A. UZUPELNIENIE Z TEORII PRZESTRZENI KWADRATOWYCH

Ponizsze stwierdzenie ustala prosta relacje miedzy forma kwadratowa na przestrzeni wektorowej
i dowolnym (niezerowym) wynacznikiem na tej ostatniej, do ktorego bedziemy sie odwolywaé w
trakcie badan nad anatomia algebr Clifforda.

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj V' bedzie przestrzenia (kwadratowa)
wymiaru dimg V = N < co. Dowolny wyznacznik A € ANV * <\ {0} okresla jednoznacznie skalar
Aa € K spemhiajacy — dla dowolnych v;,w; € V', i€ 1, N — tozsamosci

det(N)((bQ(vi’wj))i,jeﬁ =Aa 'k A(vy,va,...,0N) kK A(wy, wa, ..., wN).

Dowdd: Przy ustalonych (dowolnie) wektorach w;, i € 1, N odwzorowanie

S(wr,wa,...,wy) 2 VYN —SK : (vl,vg,...,vN)'—>det(N)(<I>Q(vi,wj))

i,jel,N
jest jawnie N-liniowe i alternujace, przeto
S(wi,wa, ..., wn)e ANV,
co wobec oczywistej rownosci
N
dimg AVV* = (N) =1
implikuje dla ustalonego (dowolnie) wyznacznika A € AN V* istnienie skalara Aa (w1, ws, ..., wx)

speliajacego relacje
d(wy,wa,...,wN) = Aa(wy,wy,...,wy) >A.

Symetryzacja powyzszej obserwacji prowadzi wprost do tezy dowodzonego stwierdzenia. O



