
METODY ALGEBRY WYŻSZEJ W FIZYCE I
W CZASACH ZARAZY
9. WYKŁAD ZDALNY

ENTER THE SPINOR

Wprowadzenie do ogólnej teorii reprezentacji algebr, z naciskiem na specyfikȩ algebr (pół)pro-
stych wynikaja̧cym z ich pierwszoplanowej roli w klasyfikacji rzeczywistych i zespolonych algebr
Clifforda, stanowi punkt wyjścia do dyskusji obiektów algebro-geometryczych o ogromnym znacze-
niu w matematycznym modelowaniu materii oddziałuja̧cej – spinorów, którymi zajmiemy siȩ
w poniższej, ostatniej już czȩści algebraicznej składowej wykładu. Geometryczny aspekt przed-
stawionych tu konstrukcji otworzy przed nami drogȩ ku przyszłosemestralnym rozważaniom nad
fizykalnie istotnymi geometryzacjami konstrukcji algebraicznych poznanych dotychczas.

1. Cliffordowskie realizacje izometrii

W niniejszym rozdziale zajmiemy siȩ szczegółowa̧ rekonstrukcja̧ funktorialnego podniesienia
izometrycznych automorfizmów przestrzeni kwadratowej (V,Q) do jej algebry Clifforda Cliff(V,Q),
co doprowadzi nas ostatecznie do identyfikacji – w odwołaniu do prezentacji grupy ortogonalnej
w terminach generatorów (i relacji), która̧ precyzuje Twierdzenie Cartana–Dieudonnégo – pod-
grupy w algebrze Clifforda implementuja̧cej na kanonicznie zanurzonej w Cliff(V,Q) wyjściowej
przestrzeni V (poprzez ograniczenie doń odnośnych automorfizmów) transformacje ortogonalne.
Nasze dociekania rozpoczniemy od

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Multyplikatywna grupa jedności algebry
Clifforda to zbiór

Cliff(V,Q)× ∶= { γ ∈ Cliff(V,Q) ∣ ∃γ−1∈Cliff(V,Q) ∶ γ.γ−1 = eC = γ−1.γ }
odwracalnych elementów Cliff(V,Q) ze struktura̧ grupy indukowana̧ z tejże algebry unitalnej (tj.
w szczególności z operacja̧ binarna̧ dana̧ przez mnożenie w algebrze Clifforda). Reprezentacja
doła̧czona tej grupy to homomorfizm grup

Ad⋅ ∶ Cliff(V,Q)× Ð→ Inn(Cliff(V,Q))

∶ uz→ ( Cliff(V,Q) ∋ γ z→ u.γ.u−1 ≡ Adu(γ) ) .
Bywa on także nazywany reprezentacja̧ wektorowa̧ Cliff(V,Q)×.
W bezpośrednim nawia̧zaniu do uwagi wprowadzaja̧cej wysławiamy

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnego wektora nieizotropowego v ∈
V ∖Q−1({0K}) i dowolnego wektora w ∈ V spełniona jest tożsamość

−Adv(w) = w − 2
ΦQ(w,v)

Q(v)
⊳ v ,

wiȩc też – w szczególności –

Adv(V ) = V ,
przy czym utożsamiliśmy – jak zwykle – przestrzeń V z jej monomorficznym obrazem w Cliff(V,Q).

Dowód: Odwrotność wektora nieizotropowego v w Cliff(V,Q) to

v−1 = Q(v)−1 ⊳ v ,
sta̧d

−Q(v) ⊳ Adv(w) = −v.w.v ≡ −v.{w, v} + v2.w = −2ΦQ(w, v) ⊳ v +Q(v) ⊳ w .
1
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�

Uwaga 1. Działanie doła̧czone w ograniczeniu (obustronnym) do V ⊂ Cliff(V,Q) realizuje super-
pozycje przeciwności (odbicia wzgl. wektora zerowego) z odbiciami w płaszczyznach ortogonalnych
(wzgl. Q) do wektorów nieizotropowych.

Powyższe obserwacje prowadza̧ nas wprost do

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i dla

V × ∶= V ∖Q−1({0K})
zdefiniujmy grupȩ

P (V,Q) ∶= ⟨v ∈ V ×⟩ ⊂ Cliff(V,Q)× ,(1)

tj. grupȩ generowana̧ multyplikatywnie (wzgl. mnożenia indukowanego z algebry Cliff(V,Q)) przez
wektory nieizotropowe. Reprezentacja doła̧czona Cliff(V,Q)× na Cliff(V,Q) ogranicza siȩ do
reprezentacji

Ad⋅ ∶ P (V,Q)Ð→ O(V,Q) ∶ uz→ Adu↾V ⊂Cliff(V,Q) .

Dowód: Homomorficzność Ad⋅ jest oczywista,

∀u1,u2∈P (V,Q) ∶ Adu1.u2
= Adu1

○Adu2
,

pozostaje zatem tylko sprawdzić, że endomorfizm Adu zachowuje formȩ kwadratowa̧ Q, co czy-
nimy – dla dowolnych v ∈ V ∖Q−1({0K}) i w ∈ V – w bezpośrednim rachunku odwołuja̧cym siȩ
do Stw. 1,

Q ○Adv(w) ≡ Q(v.w.v−1) = Q(−v.w.v−1) = Q(w − 2
ΦQ(w,v)

Q(v)
⊳ v)

≡ ΦQ(w − 2
ΦQ(w,v)

Q(v)
⊳ v,w − 2

ΦQ(w,v)

Q(v)
⊳ v)

= ΦQ(w,w) − 4
ΦQ(w,v)

Q(v)
⋅K ΦQ(w, v) + 4

ΦQ(w,v)
2

Q(v)2
⋅K ΦQ(v, v)

= Q(w) .
�

Reprezentacja doła̧czona, jakkolwiek przydatna przy wyrabianiu sobie pewnych elementarnych
intuicji algebraicznych i geometrycznych, z których skorzystamy w dalszej czȩści wywodu, ma
jedna̧ istotna̧ niedoskonałość: oto jej ograniczenie Ad⋅ nie zawiera w ogólności transformacji
zmieniaja̧cych orientacjȩ V na przeciwna̧ – istotnie, w przypadku dimK V = 2n+ 1 ∈ 2N+ 1 endo-
morfizm Adv, v ∈ V × odwzorowuje wektor v w siebie, Adv(v) = v, a dowolny wektor w ∈ ⟨v⟩⊥QK
– w wektor przeciwny, Adv(w) = −w, co oznacza, że wyznacznik tego endomorfizmu ma wartość
det Adv = 1 ⋅ (−1)2n = 1. Ażeby naprawić tȩ niedoskonałość, musimy w naszej rekonstrukcji funk-
torialnego podniesienia automorfizmów przestrzeni kwadratowej wyjść poza zbiór automorfizmów
wewnȩtrznych, co czynimy w nastȩpnej

Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Reprezentacja doła̧czona zwichrowana mul-
typlikatywnej grupy jedności algebry Clifforda, zwana także reprezentacja̧ JV -wektorowa̧ mul-
typlikatywnej grupy jedności, to homomorfizm grup

Ãd⋅ ∶ Cliff(V,Q)× Ð→ Aut(Cliff(V,Q))

∶ uz→ ( Cliff(V,Q) ∋ γ z→ JV (u).γ.u−1 ≡ Ãdu(γ) ) .
Reprezentacja ta pozwala wyróżnić grupȩ

Γ(V,Q) ∶= { u ∈ Cliff(V,Q)× ∣ Ãdu(V ) = V } ⊃ P (V,Q) ,
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określana̧ mianem grupy Clifforda.

Punktu wyjścia do analizy grupy Clifforda dostarcza

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (((V,+V ,PV , ● z→ 0V ), `V ),Q)
bȩdzie niezwyrodniała̧ przestrzenia̧ kwadratowa̧ skończonego wymiaru nad ciałem K o charak-
terystyce char(K) ≠ 2. Ograniczenie reprezentacji doła̧czonej zwichrowanej

Ãd⋅ ∶ Γ(V,Q)Ð→ GL(V ;K) ≡ AutK(V ) ∶ uz→ Ãdu↾V ⊂Cliff(V,Q) .

zadaje cia̧g dokładny grup

1Ð→ K× Ð→ Γ(V,Q)
Ãd

⋅ÐÐÐ→ GL(V ;K) ,(2)

w którym

K× ≡ K ∖ {0K}
jest multyplikatywna̧ grupa̧ niezerowych elementów ciała K.

Dowód: Przynależność do ja̧dra Ãd⋅ (obrazów) elementów K× jest rzecza̧ oczywista̧,

∀λ∈K× ∀v∈V ∶ Ãdλ⊳eC(v) = (λ ⊳ eC).v.(λ ⊳ eC)−1 ≡ (λ ⊳ eC).v.(λ−1 ⊳ eC)

= λ ⋅K λ−1 ⊳ v = v .
Wnioskuja̧c odwrotnie, wybierzmy bazȩ ortogonalna̧ {vi}i∈1,N , N ≡ dimK V w przestrzeni V ,

∀i,j∈1,N ∶ ΦQ(vi, vj) = λi δKi,j , λi ∈ K× ,

i rozważmy dowolny element u ∈ Ker Ãd⋅, który wprost na mocy definicji spełnia warunek

∀v∈V ∶ JV (u).v = v.u .
Rozkładaja̧c u = u0 + u1 na składowe uk ∈ Cliff(V,Q)k, k ∈ {0,1}, przepisujemy powyższe w
postaci

u0.v − u1.v = v.u0 + v.u1 ,

czyli – wobec Równ. (5.8) – równoważnie w formie układu warunków

u0.v = v.u0 ∧ u1.v = −v.u1 .

Redukcja stopnia 2 w Cliff(V,Q) określona przez relacje

∀i,j∈1,N ∶ vi.vj = −vj .vi + 2λi δ
K
i,j

pozwala przy tym rozpisać

u0 = α0(v2, v3, . . . , vN) + v1.α1(v2, v3, . . . , vN) ,

u1 = β1(v2, v3, . . . , vN) + v1.β0(v2, v3, . . . , vN)
w terminach pewnych wielomianów αk, βk parzystości k. Kłada̧c v = v1, otrzymujemy z pierwszego
z powyższych warunków równość

α0(v2, v3, . . . , vN).v1 + v1.α1(v2, v3, . . . , vN).v1 = v1.α0(v2, v3, . . . , vN) + v2
1 .α1(v2, v3, . . . , vN) ,

która sprowadza siȩ ostatecznie do postaci

v1.α0(v2, v3, . . . , vN) − v2
1 .α1(v2, v3, . . . , vN) = v1.α0(v2, v3, . . . , vN) + v2

1 .α1(v2, v3, . . . , vN) ,
czyli

2λ1 ⊳ α1(v2, v3, . . . , vN) = 0K .

Jako że Q jest niezwyrodniała, λ1 ≠ 0K, przeto α1(v2, v3, . . . , vN) = 0Cliff(V,Q), a zatem u0 nie
zależy od v1. Powtarzaja̧c analogiczne rozumowanie dla vj , j ∈ 2,N , stwierdzamy ostatecznie, że

u0 = λ ⊳ eC , λ ∈ K .
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W podobny sposób stwierdzamy, że także u1 nie zależy od vi, i ∈ 1,N , co wobec nieparzystości
u1 implikuje jego trywialność, u1 = 0Cliff(V,Q). W sumie zatem mamy

u = u0 + u1 = u0 = λ ⊳ eC ,

co z racji odwracalności u daje nam tezȩ dowodzonego stwierdzenia. �

Uwaga 2. Założenie o niezwyrodnieniu formy kwadratowej Q poczynione w ostatnim stwierdze-
niu jest istotne, o czym przekonuje nas analiza przypadku Cliff(V,0) ≡ ⋀● V . Oto wiȩc dla dowol-
nych v1, v2 ∈ V ∖ {0V } sprawdzamy tożsamość

(1K + v1 ∧ v2)−1 = 1K − v1 ∧ v2 ,

która oznacza, że 1K + v1 ∧ v2 ∈ Cliff(V,Q)×. Przy tym dla dowolnego v ∈ V zachodzi

Ãd1K+v1∧v2(v) = JV (1K + v1 ∧ v2) ∧ v ∧ (1K − v1 ∧ v2)

= (1K + v1 ∧ v2) ∧ (v − v ∧ v1 ∧ v2)

= v − v ∧ v1 ∧ v2 + v1 ∧ v2 ∧ v − v1 ∧ v2 ∧ v ∧ v1 ∧ v2

= v − v ∧ v1 ∧ v2 + v ∧ v1 ∧ v2 = v ,
co pokazuje dowodnie, że Ker Ãd⋅ zawiera elementy nie-skalarne.

Zanim podejmiemy dalsza̧ analizȩ relacji miȩdzy grupa̧ Clifforda a grupa̧ automorfizmów przestrzeni
kwadratowej (V,Q), wprowadzimy obecnie nader przydatna̧ konstrukcjȩ pomocnicza̧.

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Norma spinorowa na Cliff(V,Q) to odwzoro-
wanie

N ∶ Cliff(V,Q)↺ ∶ γ z→ γ.JV ○ TV (γ) ,
o oczywistej własności

∀v∈V ∶ N(v) = −Q(v) ⊳ eC .

Kluczowa̧ własność określonego powyżej odwzorowania wysławia

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. 3 oraz Stw. 3, zakładaja̧c przy tym, że przestrzeń kwadra-
towa (V,Q) jest skończenie wymiarowa i niezwyrodniała. Wówczas norma spinorowa ogranicza
siȩ do homomorfizmu grup

N↾Γ(V,Q) ∶ Γ(V,Q)Ð→ K× ⊳ eC ≡ K× .

Dowód: Zauważmy na wstȩpie, że dla dowolnego u ∈ Γ(V,Q) i wszystkich v ∈ V zachodzi – wprost
na mocy definicji grupy Clifforda – JV (u).v.u−1 ∈ V , wiȩc także

JV (u).v.u−1 = TV (JV (u).v.u−1) = TV (u)−1.TV (v).TV ○ JV (u)

= TV (u)−1.v.JV ○ TV (u) ,
czyli

v = (TV (u).JV (u)).v.(JV ○ TV (u).u)−1 = JV (JV ○ TV (u).u).v.(JV ○ TV (u).u)−1

≡ ÃdJV ○TV (u).u(v) ,
co oznacza, że

JV ○ TV (u).u ∈ Ker Ãd⋅↾V .
Przy tym wobec pierwszej z powyższych równości zachodzi

ÃdJV ○TV (u)(v) = TV (u).v.JV ○ TV (u)−1 ≡ TV (u−1)−1.v.JV ○ TV (u−1)
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= JV (u−1).v.u ≡ JV (u−1).v.(u−1)−1 ≡ Ãdu−1(v) ∈ V ,
co pozwala stwierdzić, że JV ○ TV (u) ∈ Γ(V,Q), czyli też

JV ○ TV (u).u ∈ Γ(V,Q) ∩Ker Ãd⋅↾V ,
a w takim razie na mocy Stw. 3 wyprowadzamy wniosek o istnieniu skalara λu ∈ K× spełniaja̧cego
warunek

JV ○ TV (u).u = λu ⊳ eC .

To pozwala nam stwierdzić, że

N(TV (u)) ≡ TV (u).JV (u) = JV (JV ○ TV (u).u) = JV (λu ⊳ eC) = λu ⊳ eC .

Zarazem

V = JV (u).V.u−1 ⇐⇒ V = JV (u)−1.V.u ,

przeto

V ≡ TV (V ) = TV (JV (u)−1.V.u) = TV (u).TV (V ).TV ○ JV (u)−1

= TV (u).V.JV ○ TV (u)−1 ,

wiȩc ostatecznie

V ≡ −JV (V ) = −JV (TV (u).V.JV ○ TV (u)−1)

= −JV ○ TV (u).JV (V ).JV ○ JV ○ TV (u)−1

= JV ○ TV (u).V.TV (u)−1 ≡ ÃdTV (u)(V ) .
Widzimy zatem, że

u ∈ Γ(V,Q) ⇐⇒ TV (u) ∈ Γ(V,Q) ,
co pozwala wcześniejsza̧ nasza̧ konstatacjȩ przepisać w poża̧danej postaci

N(u) = λTV (u) ⊳ eC ∈ K× ⊳ eC .

Na koniec bez trudu sprawdzamy, dla dowolnych u1, u2 ∈ Γ(V,Q), że
N(u1.u2) ≡ u1.u2.JV ○ TV (u1.u2) = u1.N(u2).JV ○ TV (u1)

= u1.λTV (u2) ⊳ eC.JV ○ TV (u1) = u1.JV ○ TV (u1).λTV (u2) ⊳ eC

≡ N(u1).N(u2) .
�

Wyposażeni w nowe narzȩdzie analizy strukturalnej, jakim jest norma spinorowa, możemy przyjrzeć
siȩ bliżej cia̧gowi dokładnemu grup (2). Czynimy to w poniższym

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Stw. 3. Ograniczenie Ãd⋅ reprezentacji doła̧czonej zwichrowanej
zadaje homomorfizm grup

Ãd⋅ ∶ Γ(V,Q)Ð→ O(V,Q) .

Dowód: Zaczniemy od wyznaczenia – w odwołaniu do Stw. 4, a dla dowolnego u ∈ Γ(V,Q) –
normy

N(JV (u)) ≡ JV (u).JV ○ TV ○ JV (u) = JV (u).TV (u) = JV (u.JV ○ TV (u))

≡ JV (N(u)) = JV (λTV (u) ⊳ eC) = λTV (u) ⊳ eC ≡ N(u) .
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Uwzglȩdniwszy powyższe oraz JV (u), u−1 ∈ Γ(V,Q), jak również treść Stw. 4, możemy nastȩpnie
obliczyć, dla dowolnego (anizotropowego) v ∈ V × ⊂ Γ(V,Q),

N(Ãdu(v)) ≡ N(JV (u).v.u−1) = N(JV (u)).N(v).N(u−1) = N(u).N(v).N(u)−1

≡ λTV (u) ⊳ eC.N(v).λ−1
TV (u)

⊳ eC = N(v)
i na tej podstawie – stwierdzić, że działanie doła̧czone zwichrowane zachowuje Q(v) dla wszystkich
anizotropowych wektorów v ∈ V ×. Z drugiej strony ilekroć Q(v) = 0K, zachodzi Ãdu(v) ∉ V ×, gdyż
w przeciwnym razie byłoby – w świetle wcześniejszych ustaleń – v = Ãdu−1(Ãdu(v)) ∈ Ãdu(V ×) ⊂
V ×, co prowadziłoby do sprzeczności. Mamy zatem implikacjȩ

N(v) = −Q(v) ⊳ eC = 0Cliff(V,Q) Ô⇒ N(Ãdu(v)) = 0Cliff(V,Q) ,

która czyni nasz dowód kompletnym. �

Ostatnie stwierdzenie w poła̧czeniu z definicja̧ (1) podgrupy P (V,Q) ⊂ Γ(V,Q) oraz tożsamościa̧

Ãdv ≡ Pv(3)

każe postawić pytanie o surjektywny charakter indukowanego przez reprezentacjȩ doła̧czona̧ zwi-
chrowana̧ homomorfizmu

Ãd⋅↾P (V,Q) ∶ P (V,Q)Ð→ O(V,Q) .
Odpowiedzi na to pytanie dostarcza

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def. 2 oraz Stw. 2. Ograniczenie reprezentacji doła̧czonej
zwichrowanej

Ãd⋅↾P (V,Q) ∶ P (V,Q)Ð→ O(V,Q)
jest epimorfizmem grup.

Dowód: Prosta konsekwencja definicji grupy P (V,Q), tożsamość (3) oraz Tw. 4. �

Zanim posta̧pimy dalej w naszej eksploracji anatomii grupy Clifforda, wprowadzimy pewne
wyróżnione jej podgrupy o absolutnie kluczowym znaczeniu dla naszych rozważań, zorientowanych
ostatecznie na konstrukcjȩ spinorów. Oto wiȩc mamy

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Grupa Pin przestrzeni kwadratowej (V,Q) to
podgrupa

Pin(V,Q) ∶= ⟨v ∈ Q−1({−1K,1K})⟩ ⊂ P (V,Q) .
Jej podgrupa

Spin(V,Q) ∶= Pin(V,Q) ∩Cliff(V,Q)0

nosi miano grupy Spin przestrzeni kwadratowej (V,Q).

W kontekście poprzedniego stwierdzenia najogólniejsze własności wprowadzonych tu grup opisuje

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def. 4 oraz Stw. 3. Podgrupy

Ãd⋅(Pin(V,Q)) , Ãd⋅(Spin(V,Q)) ⊂ O(V,Q)
sa̧ normalne.

Dowód: Izometryczne działanie definiuja̧ce grupy O(V,Q) na (V,Q)
ρdef ⋅ ≡ idO(V,Q) ∶ O(V,Q)Ð→ AutK(V,Q)

podnosi siȩ funktorialnie do Cliff(V,Q) na mocy Tw. 5.2, przy czym

∀χ∈O(V,Q) ∶ [Cliff(χ), JV ] = 0 ,
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wiȩc też dla dowolnych v ∈ V × ,w ∈ V oraz χ ∈ O(V,Q) obliczamy

Ãdχ(v)(w) ≡ JV ○ χ(v).w.χ(v)−1 = χ ○ JV (v).w.χ(v−1)

= Cliff(χ)(JV (v).χ−1(w).v−1) = Cliff(χ) ○ Ãdv(χ−1(w)) ,
czyli – wobec Równ (3) –

Ãdχ(v)(w) = χ ○ Ãdv ○ χ−1(w) ,
co pozwala nam zapisać

Ãdχ(v)↾V = Adχ(Ãdv↾V )
i na tej podstawie – w bezpośrednim odwołaniu do Def. 4 (obie grupy sa̧ generowane multyplika-
tywnie przez pewne wektory nieizotropowe w stosownej liczbie (parzystej dla Spin(V,Q)), a nadto
Q ○ χ(v) = Q(v)) – ustalić poża̧dane relacje

∀H∈{Ãd
⋅
(Pin(V,Q)),Ãd

⋅
(Spin(V,Q))} ∀χ∈O(V,Q) ∶ Adχ(H) ⊂H .

�

Tytułem ukierunkowania dalszej dyskusji, która pozwoli należycie wyeksponować grupy Pin i
Spin, zauważmy, że dla dowolnego skalara λ ∈ K× (i dla każdego wektora v ∈ V ×) spełniona jest
tożsamość

Pλ⊳v = Pv ,

jeśli zatem bylibyśmy w stanie przenormować wszystkie nieizotropowe wektory w V tak, by
ich norma (spinorowa, tj. zadawana przez Q) była równa ±1K, to wówczas w świetle Tw. 4
reprezentacja doła̧czona zwichrowana ograniczałaby siȩ w oczywisty sposób do epimorfizmów
Pin(V,Q)↠ O(V,Q) oraz Spin(V,Q)↠ SO(V,Q). Kłopot w tym, że tego typu operacja wymaga
rozwia̧zania (w K×) równania

{−1K,1K} ∋ Q(λ ⊳ v) = λ2 ⋅K Q(v)
dla dowolnej wartości Q(v), co tłumaczy siȩ na warunek

∀v∈V × ∃εv∈{−1K,1K} ∶ εv
Q(v)

∈ { λ2 ∈ K× ∣ λ ∈ K× } .
Warunek ten jest (szczȩśliwie) spełniony dla K ∈ {R,C}, w ogólności zaś dostarcza motywacji dla

Definicja 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i wprowadźmy oznaczenie

(K×)2 ≡ { λ2 ∈ K× ∣ λ ∈ K× } .
Ciało K o charakterystyce char(K) ≠ 2 nazywamy spinowym, jeśli spełnia warunek

K× = (K×)2 ∪ (−(K×)2) ,
czyli

∀λ∈K× ∃µ∈K× ∶ µ2 ∈ {−λ,λ} .
Zwieńczeniem naszych dociekań jest

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnej skończenie wymiarowej niezwy-
rodniałej przestrzeni kwadratowej (V,Q) nad ciałem spinowym K istnieja̧ krótkie cia̧gi dokładne
grup

1Ð→ FÐ→ Pin(V,Q)
Ãd

⋅ÐÐÐ→ O(V,Q)Ð→ 1 ,

1Ð→ FÐ→ Spin(V,Q)
Ãd

⋅ÐÐÐ→ SO(V,Q)Ð→ 1 ,

przy czym

F = { {−1K,1K} ≡ Z2 , gdy
√
−1K ∉ K

{−
√
−1K,

√
−1K,−1K,1K} ≡ Z4 w p.p. ,
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co pokazuje, że grupy Pin i Spin sa̧ centralnymi rozszerzeniami grup – odpowiednio – ortogo-
nalnej i specjalnej ortogonalnej przestrzeni kwadratowej. W szczególności dla K = R i dowolnej
sygnatury (p, q) ∈ N×2 ∖ {(0,0)}, a przy oznaczeniach GR(p, q) ≡ G(Rp,q), G ∈ {O,SO,Pin,Spin},
otrzymujemy krótkie cia̧gi dokładne

1Ð→ Z2 Ð→ PinR(p, q)
Ãd

⋅ÐÐÐ→ OR(p, q)Ð→ 1 ,

1Ð→ Z2 Ð→ SpinR(p, q)
Ãd

⋅ÐÐÐ→ SOR(p, q)Ð→ 1 ,

w których – o ile tylko (p, q) ≠ (1,1) – podwójne nakrycia grupy ortogonalnej (wzgl. specjalnej
ortogonalnej) przez grupȩ Pin (wzgl. Spin) sa̧ topologicznie nietrywialne nad OR(p, q) – i tak np.
podwójne nakrycie

1Ð→ Z2 Ð→ SpinR(0, n)
Ãd

⋅ÐÐÐ→ SOR(0, n)Ð→ 1

jest uniwersalne dla n ≥ 3.

Dowód: Rozważmy dowolny element u = v1.v2.⋯.vm ∈ Pin(V,Q) z ja̧dra homomorfizmu Ãd⋅
(określony przez wektory vi ∈ Q−1({−1K,1K}), i ∈ 1,m). Na mocy Stw. 3

u ∈ K× ⊳ eC ,

zatem – w świetle Stw. 4 i samej Def. 3 –

u.u = u.JV ○ TV (u) ≡ N(u) = N(v1).N(v2).⋯.N(vm)

= (−Q(v1)) ⋅K (−Q(v2)) ⋅K ⋯ ⋅K (−Q(vm)) ⊳ eC ∈ Z2 ⊳ eC .

Mamy tutaj dwie wykluczaja̧ce siȩ wzajemnie ewentualności:
- albo K /∋

√
−1K, a wtedy nieodzownie u2 = eC, czyli u ∈ {−eC, eC}, tj.

Ker Ãd⋅ ⊆ {−eC, eC} ,
ponieważ jednak

Ãd±eC = idV ,

przeto ostatecznie

Ker Ãd⋅ = {−eC, eC} ≅ Z2 ,

- albo K ∋
√
−1K, a wtedy oba znaki w powyższej tożsamości sa̧ dopuszczalne, wiȩc

Ker Ãd⋅ ⊆ {−
√
−1K ⊳ eC,

√
−1K ⊳ eC,−eC, eC} ,

a że

∀x∈{−√−1K⊳eC,
√
−1K⊳eC,−eC,eC}

∶ Ãdx = idV ,

toteż

Ker Ãd⋅ = {−
√
−1K ⊳ eC,

√
−1K ⊳ eC,−eC, eC} ≅ Z4 .

Topologia podwójnych nakryć ma swój aspekt elementarny, który odróżnia nakrycia Z2 Ð→
B̂ Ð→ B postaci B̂ = B × Z2 (zwane trywialnymi) od nakryć przyjmuja̧cych postać trywialna̧
jedynie lokalnie (nad baza̧ B), ale też – zwłaszcza w obecnym kontekście – aspekt wyższy, który
odróżnia nakrycia n-spójne (dla n ≥ 1) od nie-n-spójnych. Zanalizowanie tego ostatniego as-
pektu wymaga znajomości szczegółów topologii wszystkich grup uwikłanych w treść twierdzenia
na poziomie wykraczaja̧cym dalece poza zakres niniejszego kursu – zainteresowanego Słuchacza
odsyłamy do literatury źródłowej, jak choćby do doskonałej monografii S. Helgasona [Hel01]. W
niniejszym dowodzie skupimy siȩ natomiast na aspekcie elementarnym, wykazuja̧c, że podwójne
nakrycia wymienione w drugiej czȩści twierdzenia nie maja̧ struktury podwójnej kopii bazy. W
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tym celu wystarczy poła̧czyć krzywa̧ cia̧gła̧1 punkty w przestrzeni totalnej nakrycia, które rzutuja̧
siȩ na ten sam punkt bazy, a wiȩc np. −eC i eC w SpinR(p, q). Jako że (p, q) ≠ (1,1) (na pod-
stawie poczynionego tu założenia), zawsze znajdziemy wektory e1, e2 ∈ Rp+q spełniaja̧ce układ
warunków

δ
(p,q)
E (e1) = δ(p,q)E (e2) =∶ ε ∈ {−1,1} ∧ e1 ⊥δ(p,q)

E

e2 .

Dla dowolnej takiej pary wektorów definiujemy krzywa̧ (gładka̧)

γ ∶ [0, π
2
]Ð→ ClR0

p,q ∶ tz→ (cos t ⊳ e1 + sin t ⊳ e2).(cos t ⊳ e1 − sin t ⊳ e2) .
Bez trudu wyznaczamy

δ
(p,q)
E (cos t ⊳ e1 + sin t ⊳ e2) = cos2 t ⋅ δ(p,q)E (e1) + sin2 t ⋅ δ(p,q)E (e2)

+2 sin t ⋅ cos t ⋅Φ
δ
(p,q)
E

(e1, e2) = ε ,

δ
(p,q)
E (cos t ⊳ e1 − sin t ⊳ e2) = cos2 t ⋅ δ(p,q)E (e1) + sin2 t ⋅ δ(p,q)E (e2)

−2 sin t ⋅ cos t ⋅Φ
δ
(p,q)
E

(e1, e2) = ε

i na tej podstawie stwierdzamy, że krzywa leży w grupie Spin,

γ([0, π
2
]) ⊂ SpinR(p, q) ,

bȩda̧cej przestrzenia̧ totalna̧ rozpatrywanego nakrycia. Przy tym krzywa ta ła̧czy ze soba̧ oba
punkty w Ãd

−1

⋅ (idV ),
γ(0) = e1.e1 = ε ⊳ eC , γ(π

2
) = −e2.e2 = −ε ⊳ eC ,

co nie byłoby możliwe w topologii OR(p, q) ×Z2. �

2. Reprezentacje spinorowe

Próba zrozumienia struktury podniesienia izometrycznych automorfizmów przestrzeni kwadra-
towej do jej algebry Clifforda, zrealizowana w poprzednim rozdziale, doprowadziła nas do kon-
strukcji centralnego rozszerzenia grupy obrotów zachowuja̧cych orientacjȩ przestrzeni kwadratowej
i tym samym przygotowała grunt pod wieńcza̧ca̧ nasze dociekania algebraiczne (w obecnym kon-
tekście)

Definicja 6. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, przy czym niechaj ((V,Q),K) ∈ {(Rp,q,R), (Cn,0,C)},
i niech S ∈ ObVectK. Reprezentacja spinorowa grupy Spin(V,Q) to ograniczenie (nietrywial-
nej) nieprzywiedlnej reprezentacji

ρ⋅ ∶ Cliff(V,Q)Ð→ EndK(S)
do tejże grupy

Spin(V,Q) ⊂ Cliff(V,Q)0 ⊂ Cliff(V,Q) ,(4)

przy czym w przypadku ((V,Q),K) = (Rp,q,R) i ρ⋅ rzeczywistej mówimy o rzeczywistej repre-
zentacji spinorowej grupy SpinR(p, q), a w przypadku ((V,Q), K) = (Cn,0,C) i ρ⋅ zespolonej
– o zespolonej reprezentacji spinorowej grupy SpinC(n) ≡ Spin(Cn,0).

Uwaga 3. Należy zwrócić, że reprezentacja spinorowa nie zstȩpuje do (czyli nie indukuje reprezen-
tacji) SO(V,Q), oto bowiem ρ−eC = −idS .

W odwołaniu do wyników dotychczasowych naszych dociekań możemy bez trudu dokonać kom-
pletnej klasyfikacji wprowadzonych tu obiektów.

1Przy naturalnych założeniach dotycza̧cych topologii rozpatrywanych grup, znajduja̧cych potwierdzenie w
szczegółowych dociekaniach, np. na podstawie lektury rzeczonej monografii S. Helgasona.
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Twierdzenie 2 (Klasyfikacyjne dla reprezentacji spinorowych /R). Przyjmijmy zapis dotychcza-
sowy i niechaj

ρ⋅ ∶ ClRp,q Ð→ EndR(S)
bȩdzie (nietrywialna̧ rzeczywista̧) reprezentacja̧ nieprzywiedlna̧. Reprezentacja spinorowa

ρ⋅↾SpinR(p,q)
∶ SpinR(p, q)Ð→ GL(S;R)

przyjmuje – w zależności od (p, q) ∈ N×2 – nastȩpuja̧ca̧ postać

● dla ∣q − p∣ = 1 mod 8 : nieprzywiedlna rzeczywista na S = R2k , gdzie

k = { p , gdy q − p = 1 mod 8
p − 1 , gdy q − p = 7 mod 8

(spinory Pauliego);

● dla ∣q − p∣ = 3 mod 8 : nieprzywiedlna kwaternionowa na S = H2k , gdzie

k = { p , gdy q − p = 3 mod 8
p − 3 , gdy q − p = 5 mod 8

(spinory Pauliego);

● dla ∣q − p∣ = 2 mod 8 : nieprzywiedlna zespolona na S = C2k , gdzie

k = { p , gdy q − p = 2 mod 8
p − 1 , gdy q − p = 6 mod 8

(spinory Pauliego);

● dla q − p = 0 mod 8 : przywiedlna rzeczywista na S = S+ ⊕ S− (spinory Diraca)
rozkładalna na dwie wzajem nierównoważne nieprzywiedlne rzeczywiste reprezentacje na
S± = R2p (chiralne spinory Weyla);

● dla q−p = 4 mod 8 : przywiedlna rzeczywista na S = S+⊕S− (spinory Diraca) rozkładalna
na dwie wzajem nierównoważne nieprzywiedlne kwaternionowe reprezentacje na S± = H2p

(chiralne spinory Weyla).
Przy tym w przypadku q − p = 3 mod 4 wynik powyższej indukcji reprezentacji grupy Spin nie
zależy od wyboru nieprzywiedlnej reprezentacji algebry półprostej ClRp,q.

Dowód: Zważywszy Równ. (4), kluczowa̧ rolȩ w dowodzie odgrywaja̧ izomorfizmy (zapisane dla
dowolnych p, k ∈ Z, dla których zapis ma sens)

ClR0
p,p+1+8k ≅ ClRp,p+8k ≅ R(2p+4k) ,

ClR0
p,p−1+8k ≅ ClRp,p−2+8k ≅ R(2p−1+4k) ,

ClR0
p,p+3+8k ≅ ClRp,p+2+8k ≅ H(2p+4k) ,

ClR0
p,p−3+8k ≅ ClRp,p−4+8k ≅ H(2p−3+4k) ,

ClR0
p,p+2+8k ≅ ClRp,p+1+8k ≅ C(2p+4k) ,

ClR0
p,p−2+8k ≅ ClRp,p−3+8k ≅ C(2p−1+4k) ,

ClR0
p,p+8k ≅ ClRp,p−1+8k ≅ R(2p+4k)⊕R(2p+4k) ,

ClR0
p,p+4+8k ≅ ClRp,p+3+8k ≅ H(2p+4k)⊕H(2p+4k) ,
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odczytane wprost ze Stw. 4.3 (i) oraz z (dowodu) Tw. 7.5 po przywołaniu tezy Stw. 7.3. Wobec
powyższego pozostaje upewnić siȩ, że ograniczenie nieprzywiedlnych reprezentacji odnośnych (pro-
stych) algebr macierzowych do zawartych w nich w sposób właściwy grup Spin nie prowadzi
do pojawienia siȩ podprzestrzeni niezmienniczych wzglȩdem obrazu ograniczenia w grupie lin-
iowej przestrzeni reprezentacji w obrȩbie tychże przestrzeni, a ponadto – że w przypadku, gdy
odnośne parzyste podalgebry Clifforda sa̧ półproste, ich nierównoważne reprezentacje pozostaja̧
nierównoważnymi po ograniczeniu ich do grup Spin. Oba te fakty wynikaja̧ jednak wprost z tego,
że SpinR(p, q) zawiera addytywna̧ bazȩ ClR0

p,q, a określenie reprezentacji na takowej bazie w pełni
charakteryzuje tȩ reprezentacjȩ, oto bowiem równoważność dwóch reprezentacji (ograniczonych)
ewaluowanych na bazie addytywnej implikowałaby ich równoważność w ogólności, a do tego niezmi-
enniczość S wzglȩdem reprezentacji ograniczonej do podstruktury zawieraja̧cej owa̧ bazȩ imp-
likowałaby bezpośrednio jej niezmienniczość wzglȩdem reprezentacji sprzed ograniczenia. Rozkłady
reprezentacji nieprzywiedlnej algebry Clifforda na sumȩ prosta̧ wzajem nierównoważnych reprezen-
tacji spinorowych w przypadkach q − p = 0 mod 4 jest bezpośrednia̧ konsekwencja̧ Stw. 8.12.

Na koniec zajmiemy siȩ niezależnościa̧ wyniku opisanej indukcji reprezentacji grupy SpinR (p, q)
od wyboru nieprzywiedlnej reprezentacji algebry półprostej ClRp,q. Oznaczmy jako

ι±3 ∶ Cl±p,p+3+8k

≅ÐÐ→ H(2p+4k) , ι±7 ∶ Cl±p,p−1+8k

≅ÐÐ→ R(2p+4k)
izomorfizmy (7.8), po czym zauważmy, że w świetle Równ. (7.7) zachodzi tożsamość

ClR0
p,q = { γ+ + JRp+q(γ+) ∣ γ+ ∈ Cl+p,q } ,

a ponieważ na mocy Stw. 7.2 JRp+q jest izomorfizmem miȩdzy algebra̧ Cl+p,q i Cl−p,q, przeto
reprezentacje

ρdef ○ ι−3 ○ JRp+q ∶ Cl+p,p+3+8k Ð→ EndR(H2p+4k)
oraz

ρdef ○ ι−7 ○ JRp+q ∶ Cl+p,p−1+8k Ð→ EndR(R2p+4k)

sa̧ nieprzywiedlne, a zatem – wobec prostoty Cl+p,q – nieodzownie

ρdef ○ ι−k ○ JRp+q ∼ ρdef ○ ι+k , k ∈ {3,7} ,
mimo wiȩc relacjȩ – orzeczona̧ w Stw. 8.11 (i) – ρ+ /∼ ρ−, stwierdzamy istnienie splataczy χ3 ∈
EndR(H2p+4k) oraz χ7 ∈ EndR(R2p+4k) spełniaja̧cych warunki

ρ−(γ+ + JRp+q(γ+)) = ρdef ○ ι−k ○ JRp+q(γ+) = χk ○ ρdef ○ ι+k(γ+) ○ χ−1
k

≡ χk ○ ρ+(γ+ + JRp+q(γ+)) ○ χ−1
k ,

czyli

ρ−↾ClR0
p,q

∼ ρ+↾ClR0
p,q
.

�

Twierdzenie 3 (Klasyfikacyjne dla reprezentacji spinorowych /C). Przyjmijmy zapis dotychcza-
sowy i niechaj

ρ⋅ ∶ ClCn Ð→ EndC(S)
bȩdzie (nietrywialna̧ zespolona̧) reprezentacja̧ nieprzywiedlna̧. Reprezentacja spinorowa

ρ⋅↾SpinC(n)
∶ SpinC(n)Ð→ GL(S;C)

przyjmuje – w zależności od n ∈ N – nastȩpuja̧ca̧ postać

● dla n ∈ 2N + 1 : nieprzywiedlna zespolona na S = C2
n−1
2 (spinory Pauliego);
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● dla n ∈ 2N : przywiedlna zespolona na S = S+⊕S− (spinory Diraca) rozkładalna na dwie
wzajem nierównoważne nieprzywiedlne zespolone reprezentacje na S± = C2

n
2
−1

(chiralne
spinory Weyla).

Przy tym w przypadku n ∈ 2N + 1 wynik powyższej indukcji reprezentacji grupy Spin nie zależy
od wyboru nieprzywiedlnej reprezentacji algebry półprostej ClCn.

Dowód: W pełni analogiczny do dowodu Tw. 2. �

Jest całkowicie jasnym, że przedstawiona tu dyskusja reprezentacji spinorowych stanowi led-
wie wprowadzenie do teorii reprezentacji grupy Spin, przynosza̧cej – m.in. – odpowiedź na py-
tanie o kompletna̧ klasyfikacjȩ wszystkich nierównoważnych nieprzywiedlnych jej reprezentacji oraz
pierścienia tychże reprezentacji. Szczegółowe studium struktury tego ostatniego, które z racji
fundamentalnej roli, jaka̧ nieprzywiedlne reprezentacje grupy Spin odgrywaja̧ w modelowaniu
pól fizycznych, powinno być przedmiotem każdego umotywowanego fizykalnie wykładu z teorii
grup i algebr (Liego), pozwala wyróżnić reprezentacjȩ spinorowa̧ jako jego elementarny generator.
Doskonałym źródłem intuicji i podstawowych konstrukcji w tym zakresie jest monografia Cartana
[Car38a, Car38b].

3. Spinory czyste i flagi zerowe – studium przypadków

Konstrukcje algebraiczne napotykane w kategorii przestrzeni kwadratowych maja̧ zazwyczaj
naturalna̧ i czytelna̧ interpretacjȩ geometryczna̧, która zasadza siȩ na intuicji dotycza̧cej pojȩć
„długłości wektora”, „ka̧ta miȩdzy wektorami”, „obrotu wektora” i „odbicia wektora w hiper-
płaszczyźnie”. Ida̧c tym tropem, możemy zadać pytanie o geometryczny aspekt konstrukcji spinora,
rozumianego jako wektor z przestrzeni reprezentacji grupy Spin nakrywaja̧cej grupȩ obrotów
przestrzeni kwadratowej. Piȩknej w swej naturalności i prostocie odpowiedzi na tak postawione py-
tanie (choć nie wyczerpuja̧cej denotatu, a to z racji istnienia spinorów nie-czystych (sic!)) udzielił
E. Cartan we wspominanej już wcześniej monografii [Car38a, Car38b] poświȩconej spinorom.
Odpowiedź tȩ doskonale uzupełnia konstrukcja R. Penrose’a przedstawiona w trakcie konferencji
Battelle Rencontres, a spisana w [Pen68].

3.1. Spinor czysty Cartana. Zaczniemy od przedstawienia pomysłu Cartana, która jest zorga-
nizowana wokół

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Def. 1 i 6. Spinor czysty to wektor z przestrzeni reprezentacji
spinorowej grupy Spin(V,Q) anihilowany przez obraz CV (W ) ⊂ Cliff(V,Q) dowolnej maksymalnej
podprzestrzeni Q-zerowej W ⊂ V .

Szczegółowa analiza konstrukcji Cartana wykracza poza ramy niniejszego kursu, jednakowoż jej
znaczenie w budowaniu konkretnej geometrycznej konotacji dla abstrakcyjnego pojȩcia spinora
stanowi dostateczna̧ motywacjȩ choćby tylko dla wnikliwego prześledzenia tej konstrukcji na
wybranym przykładzie, co czynimy poniżej.

Rozważmy wektor

v ≡ (t, x, y) ∈ R1,2 ∖ {(0,0,0)}

o normie

δ
(1,2)
E (v) = t2 − x2 − y2 .

Ilekroć v jest izotropowy,

δ
(1,2)
E (v) = 0 ,

możemy – wobec warunku t ≠ 0 (którego niespełnienie implikowałoby równość v = (0,0,0)) –
„wycia̧gna̧ć pierwiastek kwadratowy” z wektora v wprowadzaja̧c wektor (przypomnijmy: ClR1,2 ≅
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C(2) jako algebra)

ξ ≡ ( ξ1
ξ2

) ∈ C2

o składowych spełniaja̧cych układ warunków
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ξ2
1 − ξ2

2 = x
ξ2
1 + ξ2

2 = iy
2ξ1ξ2 = it

.(5)

Istotnie, otrzymujemy wówczas tożsamość

t2 − x2 − y2 = −4ξ2
1ξ

2
2 − (ξ2

1 − ξ2
2)2 + (ξ2

1 + ξ2
2)2 = 0 .

Rozwia̧zanie ogólne powyższego układu ma postać

( ξ1
ξ2

) =
⎛
⎜
⎝

ε1

√
x+iy

2

ε2

√
−x+iy

2

⎞
⎟
⎠
, ε1, ε2 ∈ {−1,1} ,

przy czym wybieramy wspólna̧ dla obu składowych gała̧ź funkcji
√⋅, dla której

√
−1 = i. Znaki

εα, α ∈ {1,2} zwia̧zane sa̧ warunkiem

sign(t)∣t∣ ≡ t = −2iξ1ξ2 = −iε1ε2

√
−x2 − y2 = ε1ε2

√
t2 = ε1ε2∣t∣ ,

z którego wyprowadzamy relacjȩ

ε2 = ε1 ⋅ sign(t) .
Ta pozwala ostatecznie zapisać rozwia̧zanie

( ξ1
ξ2

) = ε
⎛
⎜
⎝

√
x+iy

2

sign(t)
√

−x+iy
2

⎞
⎟
⎠
, ε ∈ {−1,1} ,(6)

czyli – jeśli wprowadzić pomocnicza̧ notacjȩ zespolona̧ z ≡ x + iy ∈ C, w której z = x − iy –

( ξ1
ξ2

) = ε
⎛
⎝

√
z
2

sign(t) i
√

z
2

⎞
⎠
=∶ ξ(v) , ε ∈ {−1,1} .

Zauważmy, że znak ε nie może być ustalony w sposób niesamosprzeczny jednocześnie dla wszyst-
kich wektorów izotropowych, oto bowiem przy obrocie o ka̧t ϕ w płaszczyźnie { (0, x, y) ∣ x, y ∈
R }, przy którym składowe wektora v transformuja̧ siȩ wedle formuł

v ≡ (t, z)z→ (t, eiϕ ⋅C z) =∶ Rϕ(v) ,
składowe spinora podlegaja̧ transformacji

ξ(v)z→ ( ei
ϕ
2 0

0 e−i
ϕ
2

) ξ(v) ≡ ξ(Rϕ(v)) .

W szczególności pod wpływem pełnego obrotu, ϕ = 2π, nastȩpuje odbicie

ξ(v)z→ lim
ϕ→2π

ξ(Rϕ(v)) = −ξ(v) .

Podane przez nas rozwia̧zanie problemu „wycia̧gniȩcia pierwiastka kwadratowego z wektora”
ma swoja̧ zgrabna̧ (i w pełni równoważna̧ z powyższa̧) realizacjȩ macierzowa̧, do której omówienia
przejdziemy obecnie. Oto wiȩc z wektorem v stowarzyszamy macierz

γ(v) ∶= ( t iz
iz −t ) ≡ t ⊳ γ(e0) + x ⊳ γ(e1) + y ⊳ γ(e2) ,

otrzymuja̧c przy tej okazji trójkȩ macierzy

γ(e0) = ( 1 0
0 −1

) , γ(e1) = ( 0 i
i 0

) , γ(e2) = ( 0 −1
1 0

)
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odpowiadaja̧cych wektorom bazy standardowej. Zauważmy, że spełnione sa̧ tożsamości

γ(e0)2 = 12 ≡ δ(1,2)E (e0) ⊳ 12 ,

γ(e1)2 = −12 ≡ δ(1,2)E (e1) ⊳ 12 ,

γ(e2)2 = −12 ≡ δ(1,2)E (e2) ⊳ 12

oraz

{γ(e0), γ(e1)} = 02 , {γ(e0), γ(e2)} = 02 , {γ(e1), γ(e2)} = 02 ,

czyli w sumie – dla dowolnych wektorów vα = vµα ⊳ eµ ∈ R3, α ∈ {1,2} –

{γ(v1), γ(v2)} = vµ1 vν2 {γ(eµ), γ(eν)} = Φ
δ
(1,2)
E

(v1, v2) ⊳ 12 .(7)

Stwierdzamy zatem, że γ jest kanonicznym odwzorowaniem Clifforda

γ ∶ R1,2 Ð→ C(2) ≅ ClR1,2 ,(8)

a do tego spełnia warunek strukturalny

∀v∈R1,2 ∶ det(2) γ(v) = −Q(v) .
Rozważmy nastȩpnie wektor ξ(v) ∈ C2 przyporza̧dkowany – według opisanego schematu –

wektorowi izotropowemu v ∈ R1,2 oraz macierz γ(v) stowarzyszona̧ z tym ostatnim. Jak wynika
wprost z konstrukcji, zachodzi równość

γ(v)⊙ ξ(v) ≡ ( −2iξ1ξ2 2iξ2
1

−2iξ2
2 2iξ1ξ2

)⊙ ( ξ1
ξ2

) = ( 0
0

) ,

a ponieważ Kerγ(v) ≠ C2 (wszak γ(v) ≠ 02), przeto dla ustalonego (dowolnie) izotropowego
wektora v ∈ R1,2 równość

γ(v)⊙ ξ = ( 0
0

)(9)

wyznacza (kierunek) ξ ∈ C2. Istotnie, wobec równości

det(2) γ(v) = δ(1,2)E (v) = 0

mamy nierówność

dimC Kerγ(v) > 0 ,

a zarazem – jeśli tylko v ≠ (0,0,0) – prawdziwa̧ jest też nierówność

dimC Kerγ(v) < 2 ,

których koniunkcja daje nam poża̧dany wynik:

dimC Kerγ(v) = 1 .

Przywoławszy Def. 7, domniemywamy, że powyższy ξ ∈ Kerγ(v) ∖ {0C×2} jest spinorem czystym
stowarzyszonym z maksymalna̧ podprzestrzenia̧ δ(1,2)E -zerowa̧ ⟨v⟩R ⊂ R1,2. Ażeby potwierdzić to
przypuszczenie, musimy jeszcze przekonać siȩ, że spinory tej postaci rozpinaja̧ przestrzeń reprezen-
tacji grupy SpinR(1,2). W tym celu rozpatrzymy transformacje macierzy γ(v) indukowane przez
standardowe działanie grupy SOR(p, q) na (dowolnym) wektorze v za pośrednictwem odwzorowa-
nia (8). W świetle Tw. 4 wystarczy zbadać zachowanie tejże macierzy pod wpływem złożenia dwóch
odbić v w płaszczyznach δ

(1,2)
E -ortogonalnych do dwóch wektorów nieizotropowych. Obliczamy

zatem – dla dowolnego µ ∈ {0,1,2} –

γ(Peµ(v)) = γ(v − 2δ
(1,2)
E (eµ)−1 ⋅Φ

δ
(1,2)
E

(v, eµ) ⊳ eµ)

= γ(v) − 2δ
(1,2)
E (eµ)−1 ⋅Φ

δ
(1,2)
E

(v, eµ) ⊳ γ(eµ)

= γ(v) − δ(1,2)E (eµ)−1 ⊳ {γ(v), γ(eµ)}⊙ γ(eµ)
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≡ γ(v) − δ(1,2)E (eµ)−1 ⊳ (γ(v)⊙ γ(eµ)⊙ γ(eµ) + γ(eµ)⊙ γ(v)⊙ γ(eµ))

= γ(v) − δ(1,2)E (eµ)−1 ⊳ (δ(1,2)E (eµ) ⊳ γ(v) + γ(eµ)⊙ γ(v)⊙ γ(eµ))

= −δ(1,2)E (eµ)−1 ⊳ γ(eµ)⊙ γ(v)⊙ γ(eµ) ≡ −Adγ(eµ)(γ(v))
i na tej podstawie

γ(Peµ ○ Peν (v)) = Adγ(eµ)⊙γ(eν)(γ(v)) .
Uwzglȩdniaja̧c równość (9) definiuja̧ca̧ kierunek ξ(v), postulujemy

ξ(Peµ(v)) = λ(Peµ) ⊳ γ(eµ)⊙ ξ(v)(10)

dla pewnego homomorfizmu grup

λ ∶ OR(1,2)Ð→ C× ,

co do którego czynimy istotne założenie, że jest cia̧gły wzglȩdem standardowej topologii na grupie
Liego OR(1,2), przy czym należy pamiȩtać, że grupa ta ma cztery spójne składowe: podgrupȩ
SOR(1,2)+ odwzorowań zachowuja̧cych kierunek czasu e0 oraz orientacjȩ w przestrzeni ⟨e1, e2⟩R
(tzw. ortochroniczna̧ specjalna̧ grupȩ Lorentza) oraz jej translaty Pn0

e0 ⋅P
n1
e1 ⋅SOR(1,2)+, (n0, n1) ∈

{(1,0), (0,1), (1,1)}, tj.
OR(1,2) = SOR(1,2)+ ⊔ Pe0 ⋅ SOR(1,2)+ ⊔ Pe1 ⋅ SOR(1,2)+ ⊔ Pe0 ⋅ Pe1 ⋅ SOR(1,2)+ .

Powyższy postulat sprawdzamy w bezpośrednim rachunku:

γ(Peµ(v))⊙ (λ(Peµ) ⊳ γ(eµ)⊙ ξ(v)) = −λ(Peµ) ⊳ Adγ(eµ)(γ(v))⊙ γ(eµ)⊙ ξ(v)

= −λ(Peµ) ⊳ γ(eµ)⊙ γ(v)⊙ ξ(v)

= −λ(Peµ) ⊳ γ(eµ)⊙ ( 0
0

) = ( 0
0

) ,

z którego – zgodnie z oczekiwaniem – wynika

∀
v∈δ

(1,2)−1
E

({0})
∀ξ∈Kerγ(v) ∶ λ(Peµ) ⊳ γ(eµ)⊙ ξ(v) ∈ Kerγ(Peµ(v)) ,

a ponieważ, jak uzasadniliśmy wcześniej,

dimC Kerγ(Peµ(v)) = 1 ,

przeto poszukiwany skalar λ ∈ C× istnieje. Na tym etapie możemy przywołać tożsamość

Peµ ○ Peµ = idR1,2 ,

aby wyznaczyć

ξ(v) = ξ(Peµ ○ Peµ(v)) = λ(Peµ)2 ⊳ γ(eµ)⊙ γ(eµ)⊙ ξ(v)

= λ(Peµ)2 ⋅ δ(1,2)E (eµ) ⊳ ξ(v) .
Zważywszy nieusuwalna̧ Z2-niejednoznaczność w formule (6), wywodzimy sta̧d warunek

λ2 ∈ {−1,1} .
Przyjȩte wcześniej założenie o cia̧głym charakterze odwzorowania λ implikuje stałość tego ostat-
niego na każdej z czterech spójnych składowych OR(1,2). Ażeby wyznaczyć λ dla poszczególnych
składowych, wystarczy zbadać warunek (10) w bezpośrednim odwołaniu do relacji (5). Na pod-
stawie oczywistych równości

γ(e0)⊙ ( ξ1
ξ2

) = ( ξ1
−ξ2

) =∶ ξ(0) ,

γ(e1)⊙ ( ξ1
ξ2

) = ( i ξ2
i ξ1

) =∶ ξ(1) , γ(e2)⊙ ( ξ1
ξ2

) = ( −ξ2
ξ1

) =∶ ξ(2) ,
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z których wyprowadzamy reguły transformacyjne

(t, x, y) ξ↦ξ(0)z→ (−t, x, y) ≡ Pe0(t, x, y) ,

(t, x, y) ξ↦ξ(1)z→ (−t, x,−y) ≡ −Pe1(t, x, y) ,

(t, x, y) ξ↦ξ(2)z→ (−t,−x, y) ≡ −Pe2(t, x, y) ,
stwierdzamy, że

λ(Pe0) = 1 = −λ(Pe1) = −λ(Pe2) ,
a sta̧d już wprost

λ↾SOR(1,2)+ = 1 = λ↾Pe0 ⋅SOR(1,2)+ , λ↾Pe1 ⋅SOR(1,2)+ = −1 = λ↾Pe0 ⋅Pe1 ⋅SOR(1,2)+ ,

przy czym zamiast e1 moglibyśmy z jednakim skutkiem użyć e2, co niezależnie potwierdza sen-
sowność przyjȩtego przyporza̧dkowania. Takie przypisanie wartości generatorom grupy OR(1,2)
jest spójne z poczynionym przez nas na wstȩpie założeniem o homomorficznym charakterze λ,
oto bowiem dla dowolnych par (m0,m1), (n0, n1) ∈ {0,1}×2 z jednej strony zachodza̧ relacje alge-
braiczne

Pm0
e0 ⋅ Pm1

e1 ⋅ SOR(1,2)+ ⋅ Pn0
e0 ⋅ P

n1
e1 ⋅ SOR(1,2)+ ⊂ Pm0+n0

e0 ⋅ Pm1+n1
e1 ⋅ SOR(1,2)+ ,

z drugiej zaś – homomorficzność λ wymaga

λ↾Pm0
e0

⋅P
m1
e1

⋅SOR(1,2)+⋅P
n0
e0
⋅P
n1
e1
⋅SOR(1,2)+

= λ↾Pm0
e0

⋅P
m1
e1

⋅SOR(1,2)+
⋅ λ↾Pn0

e0
⋅P
n1
e1
⋅SOR(1,2)+

= (−1)m1 ⋅ (−1)n1 = (−1)m1+n1 ≡ λ↾Pm0+n0
e0

⋅P
m1+n1
e1

⋅SOR(1,2)+
.

Na zakończenie zauważmy, że transformacje ξ(v) z→ ±γ(eµ) ⊙ ξ(v), indukowane przez odbicia
P±eµ , sa̧ nierozróżnialne na poziomie wektorowym, oto bowiem

γ(P−eµ(v)) = γ(v − 2δ
(1,2)
E (−eµ)−1 ⋅Φ

δ
(1,2)
E

(v,−eµ) ⊳ (−eµ))

= γ(v − 2δ
(1,2)
E (eµ)−1 ⋅Φ

δ
(1,2)
E

(v, eµ) ⊳ eµ) ≡ γ(Peµ(v)) .

To samo dotyczy każdej innej pary odwzorowań indukowanych przez transformacje ortogonalne
w R1,2, a różnia̧cych siȩ o znak. Fakt ten stanowi jawne odzwierciedlenie istnienia obu krótkich
cia̧gów dokładnych grup, o których mówi Tw. 1.

W podsumowaniu naszego studium możemy skonstatować, że oto naturalna̧ geometryzacja̧
algebraicznej konstrukcji spinora (czystego) w sygnaturze (1,2) jest wektor izotropowy, który
jednoznacznie reprezentuje klasȩ spinora wzglȩdem relacji zmiany znaku.

3.2. Flaga zerowa Penrose’a. Zagadnienie do samodzielnego opracowania. Kto pierwszy?

Appendix A. Uzupełnienie z teorii przestrzeni kwadratowych

Dyskusja cliffordowskiej realizacji grupy izometrii bazuje na Twierdzeniu Cartana–Dieudonnégo,
zawieraja̧cego identyfikacjȩ prostego układu generuja̧cego tejże grupy. Ażeby je wysłowić, bȩdziemy
potrzebowali nieco elementarnego substratu z zakresu algebry liniowej.

Definicja 8. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Przestrzeń wektorowa V nad ciałem K wyposażo-
na w formȩ symetryczna̧ γ jest nazywana płaszczyzna̧ hiperboliczna̧, jeżeli jest niezwyrodniała
(wzglȩdem γ), dimK V = 2 i istnieje w niej niezerowy wektor izotropowy v ∈ V ,

v ≠ 0V ∧ γ(v, v) = 0K .

Przestrzeń hiperboliczna to suma ortogonalna dowolnej rodziny płaszczyzn hiperbolicznych.
Forma symetryczna (wzgl. kwadratowa) na przestrzeni hiperbolicznej jest określana mianem for-
my hiperbolicznej.
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Bazȩ {v,w} płaszczyzny hiperbolicznej V spełniaja̧ca̧ układ warunków

γ(v, v) = 0K = γ(w,w) ∧ γ(v,w) = 1K(11)

nazywamy para̧ hiperboliczna̧.

Elementarnego opisu przestrzeni hiperbolicznych dostarcza

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Każda płaszczyzna hiperboliczna nad ciałem
K o charakterystyce charK ≠ 2 ma parȩ hiperboliczna̧. I odwrotnie, dowolna dwuwymiarowa
przestrzeń symetryczna o bazie spełniaja̧cej warunki (11) jest płaszczyzna̧ hiperboliczna̧.

Dowód: Niech V bȩdzie płaszczyzna̧ hiperboliczna̧ o wektorze v ≠ 0V izotropowym wzglȩdem
formy symetrycznej γ. Wobec Kerγ = {0V } musi istnieć wektor w /∈ ⟨v⟩K spełniaja̧cy warunek

γ(v,w) ≠ 0K ,

gdyż w przeciwnym razie v ∈ Kerγ. Położywszy

u ∶= λ ⊳V v +V w , λ ∶= −2−1
K ⋅K γ(v,w)−1 ⋅K γ(w,w) ,

bez trudu sprawdzamy, że układ {γ(v,w)−1 ⊳K u, v} jest para̧ hiperboliczna̧ dla V , oto bowiem
u /∈ ⟨v⟩K, a ponadto

γ (γ(v,w)−1 ⊳K u, γ(v,w)−1 ⊳K u) ≡ (γ(v,w)−1)2 ⋅K γ(λ ⊳V v +V w,λ ⊳V v +V w)

= (γ(v,w)−1)2 ⋅K (λ2 ⋅K γ(v, v) +K 2λ ⋅K γ(v,w) +K γ(w,w))

= (γ(v,w)−1)2 ⋅K (2λ ⋅K γ(v,w) +K γ(w,w)) = 0K

oraz

γ (γ(v,w)−1 ⊳K u, v) ≡ γ(v,w)−1 ⋅K γ(λ ⊳V v +V w, v)

= γ(v,w)−1 ⋅K (λ ⋅K γ(v, v) +K γ(w, v)) = γ(v,w)−1 ⋅K γ(v,w) = 1K .

I odwrotnie, jeżeli elementy bazy {v,w} przestrzeni V spełniaja̧ relacje (11), to γ ma w tej
bazie macierz

[γ]{v,w} = ( 0K 1K
1K 0K

) ,

która jest odwracalna (det(2)([γ]{v,w}) = −1K ≠ 0K). To pokazuje, że forma γ jest niezwyrodniała,
a zatem V jest w istocie płaszczyzna̧ hiperboliczna̧. �

Przestrzenie hiperboliczne sa̧ naturalnym elementem opisu zwyrodniałych ograniczeń niezwyrod-
niałych form symetrycznych (lub – równoważnie – niezwyrodniałych rozszerzeń zwyrodniałych
form symetrycznych) i jako takie pozwalaja̧ lepiej zrozumieć geometriȩ zanurzeń podprzestrzeni
izotropowych w niezwyrodniałych przestrzeniach symetrycznych. Doskonałej ilustracji tej tezy
dostarcza

Stwierdzenie 9 (O rozszerzeniu hiperbolicznym przestrzeni izotropowej). Przyjmijmy zapis do-
tychczasowy. Niechaj V bȩdzie przestrzenia̧ wektorowa̧ nad ciałem K o charakterystyce charK ≠
2 wyposażona̧ w niezwyrodniała̧ formȩ symetryczna̧ γ i niech W ⊂ V bȩdzie podprzestrzenia̧ V .
Oznaczmy γW ∶= γW×W i W0 ∶= KerγW i załóżmy, że wymiar W0 jest skończony, dimKW0 =∶
K < ∞. Wybierzmy bazȩ {wi}i∈1,K w W0 i niech D bȩdzie dopełnieniem ortogonalnym W0 w
W ,

W =W0 ⊥○D .
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Wówczas istnieja̧ wektory {vi}i∈1,K ⊂ D⊥ ⊂ V o tej własności, że dla każdego indeksu i ∈ 1,K

układ {vi,wi} jest para̧ hiperboliczna̧ rozpinaja̧ca̧ płaszczyznȩ hiperboliczna̧ Hi ∶= ⟨vi,wi⟩K. Pary
te zadaja̧ rozkład ortogonalny podprzestrzeni

W̃ ∶= ⟨v1, v2, . . . , vK ,w1,w2, . . . ,wK⟩K +V D ⊂ V
dany wzorem

W̃ =H1 ⊥○H2 ⊥○⋯ ⊥○HK ⊥○D .

Dowód: Oznaczmy

D1 ∶= ⟨w2,w3, . . . ,wK⟩K ⊕D .

Z inkluzji właściwej podprzestrzeni

D1 ⊊W0 ⊕D
wynika inkluzja właściwa ich anihilatorów,

D
⊥γ
1 ⊋ (W0 ⊕D)⊥γ ,

a sta̧d dalej – istnienie wektora v1 ∈D⊥γ1 ∖ (W0 ⊕D)⊥γ , tj. takiego, który spełnia warunki

∀j∈2,K ∶ γ(v1,wj) = 0K , ∀v∈D ∶ γ(v1, v) = 0K

oraz

γ(v1,w1) ≠ 0K .

Wobec izotropowości wektora w1 podprzestrzeń H1 ∶= ⟨v1,w1⟩K jest zatem płaszczyzna̧ hiperbo-
liczna̧, co w świetle Stw. 8 oznacza istnienie takiego wektora u1 ∈ H1, który tworzy wraz z w1

parȩ hiperboliczna̧. Przy tym oczywiście

W̃1 ∶= ⟨v1,w1,w2,w3, . . . ,wK⟩K +V D =H1 ⊥○ ⟨w2,w3, . . . ,wK⟩K ⊥○D .

Ja̧drem formy symetrycznej γW̃1
∶= γ∣W̃1×W̃1

jest

KerγW̃1
= ⟨w2,w3, . . . ,wK⟩K ,

wobec czego cała̧ opisana̧ procedurȩ możemy powtórzyć w odniesieniu do podprzestrzeni izotropowej

W̃1 = KerγW̃1
⊥○D̃1 , D̃1 ∶=H1 ⊥○D .

�

Oczywista̧ konsekwencja̧ powyższego jest

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, przy czym zakładamy, że V jest skończenie
wymiarowa̧ niezwyrodniała̧ przestrzenia̧ kwadratowa̧ nad ciałem K o charakterystyce charK ≠ 2,
W ⊂ V zaś – jej podprzestrzenia̧ Q-zerowa̧. Wówczas

dimKW ≤ E(n
2
) .

Podprzestrzeń, której wymiar wysyca powyższa̧ nierówność, określamy mianem maksymalnej
podprzestrzeni Q-zerowej.

Mamy także wygodne

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, przy czym zakładamy, że (V,Q) jest (skoń-
czenie wymiarowa̧) przestrzenia̧ hiperboliczna̧, tj. suma̧ (Q-)ortogonalna̧ skończonej liczby
płaszczyzn hiperbolicznych. Niechaj W0 ⊂ V bȩdzie dowolna̧ maksymalna̧ podprzestrzenia̧ Q-
zerowa̧. Każda izometria χ ∈ O(V,Q) o własności

χ↾W0
= idW0

jest obrotem,

χ ∈ SO(V,Q) .
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Dowód: Utożsamiwszy podprzestrzeń W0 z treści Stw. 9 z maksymalna̧ podprzestrzenia̧ Q-zerowa̧,
o której mowa w treści twierdzenia dowodzonego, stwierdzamy istnienie (maksymalnie)Q-zerowego
dopełnienia prostego ∆ ⊂ V tejże podprzestrzeni,

W0 ⊕∆ = V ,
rozpiȩtego na wektorach vi, i ∈ 1, n, 2n ≡ dimK V dopełniaja̧cych elementy (dowolnej) bazy
{wi}i∈1,n do odnośnych par hiperbolicznych {wi, vi}. Wprost na mocy założenia zachodzi przy
tym

∀i∈1,n ∶ χ(wi) = wi ,

a zatem także – dla dowolnych (w,x) ∈W0 ×∆ –

ΦQ(w,χ(x) − x) = ΦQ(w,χ(x)) −ΦQ(w,x) ≡ ΦQ(χ(w), χ(x)) −ΦQ(w,x)

= ΦQ(w,x) −ΦQ(w,x) = 0K ,

ska̧d wniosek:

∀x∈∆ ∶ χ(x) − x ∈W ⊥Q
0 .

Q-zerowość W0 implikuje inkluzjȩ

W0 ⊆W ⊥Q
0 ,

która w konsekwencji elementarnej równości

dimK V = dimKW0 + dimKW
⊥Q
0 ,(12)

słusznej dla dowolnej niezwyrodniałej przestrzeni kwadratowej V (a taka̧ jest w naszym przypadku
V ) i jej skończenie wymiarowej podprzestrzeni W0 ⊂ V , i maksymalności W0, pocia̧gaja̧cych za
soba̧ równość

dimKW
⊥Q
0 = dimK V − dimKW0 = 2n − n = n ≡ dimKW0 ,

sprowadza siȩ do tożsamość

W0 =W ⊥Q
0 .

Możemy zatem przepisać wcześniejszy wniosek w postaci

∀x∈∆ ∶ χ(x) − x ∈W0 ,

otrzymuja̧c tym sposobem w szczególności relacje

∀i∈1,n ∃µ1
i ,µ

2
i ,...,µ

n
i ∈K ∶ χ(vi) = vi +V µji ⊳ wj ,

które przesa̧dzaja̧ o górnotrójka̧tnej postaci macierzy endomorfizmu χ wzglȩdem bazy B ∶=
{w1,w2, . . . ,wn, v1, v2, . . . , vn}

[χ]BB =
⎛
⎝

1n (µji )
j∈1,n

i∈1,n

0n 1n

⎞
⎠
.

Licza̧c wyznacznik χ w tej właśnie bazie, otrzymujemy poża̧dany wynik

detχ = det(2n) [χ]BB = 1K .

�

Konsekwencja̧ dużo mniej oczywista̧, a fundamentalna̧ dla teorii przestrzeni kwadratowych i teorii
spinorów, jest2

2W swojej wersji pierwotnej, sformułowanej i udowodnionej dla K ∈ {R,C}, twierdzenie to pochodzi od E.J. Car-
tana [Car38a, Car38b]. Jego wersjȩ ogólna̧ oraz takiż dowód podał nastȩpnie J.A. Dieudonné w monografii [Die55].
Dowód przedstawiony w niniejszym skrypcie pochodzi zasadniczo od E. Artina [Art61].
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Twierdzenie 4 (Cartana–Dieudonnégo). Przyjmijmy zapis dotychczasowy, zakładaja̧c dodatkowo,
że przestrzeń kwadratowa (V,Q) nad ciałem K o charakterystyce charK ≠ 2 jest skończonego
wymiaru, N ∶= dimK V <∞, i jest niezwyrodniała. Wówczas

∀χ∈O(V,Q) ∃n∈0,N ∃v1,v2,...,vn∈V × ∶ χ = Pv1 ○ Pv2 ○ ⋯ ○ Pvn ,
przy czym

χ ∈ SO(V,Q) ⇐⇒ n ∈ 2N .

Dowód: Zauważmy na wstȩpie, że dowolne odbicie elementarne Pv przyjmuje wzglȩdem rozkładu
Q-ortogonalnego

V = ⟨v⟩K ⊥○Q ⟨v⟩⊥QK
postać

Pv = (−id⟨v⟩K) ⊥○Qid
⟨v⟩

⊥Q
K
,

zatem spełnia warunek

detPv = −1K .

Przy założeniu słuszności pierwszej czȩści tezy dowodzonego twierdzenia obserwacja ta implikuje
natychmiast druga̧ jej czȩść.

Dowód czȩści pierwszej przeprowadzimy metoda̧ indukcji silnej wzglȩdem N , zauważaja̧c naty-
chmiast oczywistość tezy w przypadku N = 1 – istotnie, jeśli V = ⟨v⟩K, to mamy koniecznie
χ(v) = λ ⊳ v dla pewnego λ ∈ K×, a przy tym 0K ≠ Q(v) = Q ○ χ(v) = λ2 ⋅K Q(v) implikuje
λ ∈ {−1K,1K}, wiȩc albo χ = idV ∈ SO(V,Q), albo χ = Pv ∈ O(V,Q) ∖ SO(V,Q). Poczyniwszy
założenie indukcyjne o słuszności dowodzonej tezy dla N ∈ 1,N0 − 1, N0 > 1, rozbijemy nastȩpnie
dowód jej słuszności dla N = N0 na składowe odpowiadaja̧ce wykluczaja̧cym siȩ nawzajem ewen-
tualnościom:

(i) ∃v∈V × ∶ χ(v) = v;
(ii) ∀v∈V × ∶ χ(v) − v ≠ 0V ∧ ∃w∈V × ∶ χ(w) −w ∈ V ×;
(iii) ∀v∈V × ∶ χ(v) − v ∈ Q−1({0V }) ∖ {0V }.

W przypadku (i) przywołujemy tezȩ twierdzenia o istnieniu dopełnienia ortogonalnego dowolnej
skończenie wymiarowej podprzestrzeni niezwyrodniałej w przestrzeni kwadratowej (na co pozwala
nieizotropowość v) i dokonujemy rozkładu

V = ⟨v⟩K ⊥○Q ⟨v⟩⊥QK ,(13)

odnotowuja̧c przy tym rozkład rozważanego endomorfizmu

χ = id⟨v⟩K ⊕ χ↾⟨v⟩⊥QK .

Wobec równości

dimK ⟨v⟩⊥QK = N0 − 1

założenie indukcyjne pozwala nam rozłożyć χ↾
⟨v⟩

⊥Q
K

na co najwyżej N0 − 1 odbić elementarnych

P
(N0−1)
x w hiperpłaszczyznach Q↾

⟨v⟩
⊥Q
K

≡ Q⊥v-ortogonalnych do wyróżnionych wektorów nieizotro-

powych x ∈ ⟨v⟩⊥QK . Odbicie P
(N0−1)
x przyjmuje wzglȩdem odnośnego rozkładu

⟨v⟩⊥QK = ⟨x⟩K ⊥○Q⊥v
⟨x⟩⊥Q⊥vK ,

postać blokowo-diagonalna̧

P(N0−1)
x = (−id⟨x⟩K)⊕ id

⟨x⟩
⊥Q⊥v
K

,

a jego trywialne rozszerzenie do całej przestrzeni V zapisuje siȩ wzglȩdem rozkładu (13) jako

id⟨v⟩K ⊕ P(N0−1)
x ≡ id⟨v⟩K ⊕ (−id⟨x⟩K)⊕ id

⟨x⟩
⊥Q⊥v
K

,
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czyli sprowadza siȩ do odbicia elementarnego w hiperpłaszczyźnie

⟨x⟩⊥Q = ⟨v⟩K ⊥○Q ⟨x⟩⊥Q⊥vK ,

tj. spełnia tożsamość

id⟨v⟩K ⊕ P(N0−1)
x ≡ Px .

To rozumowanie przekonuje, że w przypadku (i) izometria χ rozkłada siȩ na co najwyżej N0 −1 <
N0 odbić elementarnych.

W przypadku (ii) nieizotropowość χ(w)−w pozwala rozpatrzyć odbicie elementarne Pχ(w)−w,
które spełnia tożsamość

Pχ(w)−w(w) = w − 2ΦQ(w,χ(w)−w)

Q(χ(w)−w)
⊳ (χ(w) −w)

= w − 2(ΦQ(w,χ(w))−Q(w))

2Q(w)−2ΦQ(w,χ(w))
⊳ (χ(w) −w) = χ(w) .

Na jej podstawie stwierdzamy, że izometria χw ∶= Pχ(w)−w ○ χ zachowuje nieizotropowy wektor
w, co w świetle poprzedniej czȩści naszego dowodu oznacza, że χw jest superpozycja̧ co najwyżej
N0−1 odbić elementarnych. Co za tym idzie, wyjściowa izometria χ jest superpozycja̧ co najwyżej
N0 − 1 + 1 = N0 odbić elementarnych, zgodnie z teza̧ indukcyjna̧.

W przypadku (iii) przekonujemy siȩ, że N0 = 2k, k ∈ N≥2 oraz że χ ∈ SO(V,Q), co pozwala
przeprowadzić nastȩpuja̧ce proste rozumowanie. Nieizotropowość wektora v ∈ V × (wybranego
dowolnie, a wybór taki istnieje z racji niezwyrodnienia V i założenia dotycza̧cego charakterystyki
K) oznacza, że przynajmniej jeden z wektorów χ(v) ± v jest nieizotropowy, gdyż

Q(χ(v) + v) = 0K = Q(χ(v) − v)

⇐⇒ Q(v) +ΦQ(v,χ(v)) = 0K = Q(v) −ΦQ(v,χ(v)) Ô⇒ Q(v) = 0K .

W rozważanym przypadku (iii) oznacza to niechybnie χ(v)+V v ∈ V × przy jednoczesnym χ(v) ≠ v,
ponieważ zaś

Pχ(v)+V v(v) = v −
2ΦQ(v,χ(v)+V v)

Q(χ(v)+V v)
⊳ (χ(v) +V v) = −χ(v) ,

przeto χ̃v ∶= Pv ○ Pχ(v)+V v ○ χ zachowuje wektor nieizotropowy v. Rozumuja̧c jak poprzednio,
stwierdzamy, że χ̃v jest superpozycja̧ co najwyżej N0 − 1 odbić elementarnych, przy czym jeśli
przyja̧ć, że – jak pokażemy lada chwila – N0 jest liczba̧ parzysta̧, a χ jest obrotem, to mamy
do czynienia z sytuacja̧, w której obrót χ̃v rozkłada siȩ na co najwyżej N0 − 1 ∈ 2N + 1 odbić
(elementarnych), czyli koniecznie w rozkładzie tym jest co najwyżej N0−2 ∈ 2N czynników, to zaś
– koniec końców – prowadzi do wniosku, że χ jest superpozycja̧ co najwyżej N0−2+2 = N0 odbić
elementarnych, w zgodzie z teza̧ indukcyjna̧. Pozostaje przeto dowieść, że endomorfizm ten przy
spełnionych warunkach z punktu (iii) jest w istocie obrotem w parzystowymiarowej (niezwyrod-
niałej) przestrzeni kwadratowej. Jasno widać, że N0 ≠ 1, oto bowiem w przypadku N0 = 1
jest – jak pokazaliśmy wcześniej – χ(v) = −v, wiȩc też χ(v) − v = −2K ⊳ v ∈ V ×, przeciwnie do
założenia (iii). Gdyby natomiast było N0 = 2, to wówczas mielibyśmy χ(v) ∉ ⟨v⟩K, gdyż w prze-
ciwnym przypadku byłoby albo χ(v) = v, niezgodnie z założeniem (iii), albo χ(v) = −v, a wtedy
χ(v) − v = −2K ⊳ v ∈ V ×, również w sprzeczności z założeniem (iii). Skoro jednak χ(v) ∉ ⟨v⟩K, to
{v,χ(v)} jest baza̧ V , w której wprost na mocy założenia (iii) znika gramian

det(2) (
ΦQ(v, v) ΦQ(v,χ(v))

ΦQ(v,χ(v)) ΦQ(χ(v), χ(v)) ) = det(2) (
Q(v) ΦQ(v,χ(v))

ΦQ(v,χ(v)) Q(v) )

= Q(v)2 −ΦQ(v,χ(v))2 = 2−1
K ⋅K Q(χ(v) − v) ⋅K 2−1

K ⋅K Q(χ(v) +V v) = 0K ,

co oznacza, że V jest zwyrodniała, wbrew założeniu. Ostatecznie wiȩc N0 ≥ 3. Rozważmy
nastȩpnie izotropowy wektor w ∈ V . W świetle Stw. 9 istnieje niepuste (wszak dimK V > 2)
dopełnienie Q-ortogonalne płaszczyzny hiperbolicznej zawieraja̧cej w, czyli też – wektor nieizotro-
powy v ∈ V × (wszak Q jest niezwyrodniała) o własności ΦQ(v,w) = 0K. Dla dowolnego ε ∈ K×

otrzymujemy wtedy wektor nieizotropowy w +V ε ⊳ v ∈ V ,

Q(w +V ε ⊳ v) ≡ ΦQ(w +V ε ⊳ v,w +V ε ⊳ v)
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= Q(w) + ε2 ⋅K Q(v) + 2K ⋅K ε ⋅K ΦQ(v,w)

= ε2 ⋅K Q(v) ≠ 0K ,

a zatem także – wprost na mocy (iii) – niezerowy wektor izotropowy χ(w +V ε ⊳ v) − (w +V ε ⊳
v), przy czym warunek izotropowości tego ostatniego daje nam – w poła̧czeniu z warunkiem
izotropowości χ(v) − v – tożsamość

0K = Q(χ(w +V ε ⊳ v) − (w +V ε ⊳ v)) ≡ Q(χ(w) −w +V ε ⊳ (χ(v) − v))

= Q(χ(w) −w) +K ε
2 ⋅K Q(χ(v) − v) +K 2K ⋅K ε ⋅K ΦQ(χ(w) −w,χ(v) − v)

= Q(χ(w) −w) +K 2K ⋅K ε ⋅K ΦQ(χ(w) −w,χ(v) − v) .
Dodaja̧c do siebie obie strony powyższej równości dla ε = −1K i ε = 1K, otrzymujemy równość

Q(χ(w) −w) = 0K ,

słuszna̧ dla dowolnego izotropowego wektora w. W konkluzji możemy zapisać, w rozpatrywanym
tu przypadku (iii),

V1 ∶= Image (χ − idV ) ⊂ KerQ.

Zauważmy przy tym, że

∀x,y∈V1 ∶ ΦQ(x, y) = 2−1
K ⋅K (Q(x +V y) −Q(x) −Q(y)) = 0K(14)

(wszak V1 jest podgrupa̧), wiȩc V1 jest podprzestrzenia̧ Q-zerowa̧. Wybierzmy x ∈ V oraz
y ∈ V ⊥Q1 , a wtedy – w świetle powyższego –

ΦQ(x,χ(y) − y) = ΦQ(χ(x), χ(y) − y) −ΦQ(χ(x) − x,χ(y) − y)

= ΦQ(χ(x), χ(y) − y) = ΦQ(x, y) −ΦQ(χ(x), y)

= −ΦQ(χ(x) − x, y) = 0K ,

czyli – wobec dowolności x i niezwyrodnienia Q –

∀
y∈V

⊥Q
1

∶ χ(y) − y = 0V ,

czyli

χ↾
V
⊥Q
1

= id
V
⊥Q
1

.(15)

Przywołuja̧c raz jeszcze warunek (iii), konkludujemy, że

V
⊥Q
1 ⊂ Q−1({0K}) ,

a że V ⊥Q1 ⊂ V jest podgrupa̧, przeto jest też automatycznie podprzestrzenia̧ Q-zerowa̧ (por. (14)),
a zatem

V
⊥Q
1 ⊆ (V ⊥Q1 )⊥Q .

Ostatecznie otrzymujemy cia̧g inkluzji

V1 ⊆ V ⊥Q1 ⊆ (V ⊥Q1 )⊥Q = V1 ,

w którym ostatnia równość wynika wprost z twierdzenia o postaci dopełnienia kwadratowego pod-
przestrzeni niezwyrodniałej przestrzeni kwadratowej bȩda̧cej dopełnieniem kwadratowym skończe-
nie wymiarowej podprzestrzeni tejże przestrzeni kwadratowej. Z powyższego wynika już wprost
równość

V1 = V ⊥Q1 ,
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a z niej – na mocy Równ. (12) – parzystość N0 ≡ dimK V . Obecność w niej podprzestrzeni Q-
zerowej W wymiaru dimKW = N0

2
, czyli maksymalnego, przesa̧dza – w świetle Stw. 9 – o hiper-

boliczności V i tym samym pozwala nam odnieść tezȩ Stw. 10 do izometrii χ o własności (15), tj.
ograniczaja̧cej siȩ trywialnie do maksymalnej podprzestrzeni Q-zerowej V ⊥Q1 = V1. Tym sposobem
wnioskujemy, że χ jest w istocie obrotem, co kończy dowód. �

(Ceci n’est pas) La Fin
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