
METODY ALGEBRY I GEOMETRII WYŻSZEJ W FIZYCE II
W CZASACH ZARAZY

5. I 6. WYKŁAD ZDALNY
PRYNCYPIALNOŚĆ WIA̧ZEK – CNOTA UŻYTECZNA

Na ostatnim wykładzie zetknȩliśmy siȩ z konstrukcja̧ wia̧zki włóknistej kanonicznie stowarzy-
szonej z dowolna̧ rozmaitościa̧ klasy C1, jaka̧ jest wia̧zka styczna nad ta̧ rozmaitościa̧. Wia̧zka ta
okazała siȩ być wyposażona̧ w naturalna̧ i intuicyjnie antycypowana̧ strukturȩ liniowa̧ we włóknie,
z której wyabstrahowaliśmy pojȩcie wia̧zki wektorowej, czyli geometryzacji algebraicznej struktury
przestrzeni wektorowej. Kanoniczność konstrukcji wia̧zki wektorowej stycznej (tj. brak jakichkol-
wiek obstrukcji topologicznych dla jej realizacji) dowodzi naturalności tego pojȩcia w kategorii
rozmaitości różniczkowalnych. Miast badać geometryzowalność rozmaitych naturalnych operacji z
kategorii liniowej (jak suma prosta, produkt, iloczyn tensorowy, algebra tensorowa i zewnȩtrzna,
wyznacznik etc.), do czego doskonale nadaje siȩ Twierdzenie o rekonstrukcji, poda̧żymy dalej
tropem konstrukcji kanonicznych wprost ku celowi naszych dociekań, jaki stanowia̧ wia̧zki sto-
warzyszone Clifforda i spinorowe. Rozważymy zatem kolejny przykład kanonicznej geometryzacji
prostej struktury algebraicznej, aby nastȩpnie wyabstrahować z naszych rozważań defincjȩ nowej
klasy wia̧zek włóknistych.

1. Wstȩp

Jedna̧ z naturalnych konstrukcji na przestrzeni wektorowej jest wybór bazy {ei}i∈1,D, D =
dimK V , tj. wybór izomorfizmu

V
≅ÐÐ→ K×D ∶ v = vi ei z→ (v1, v2, . . . , vD) .

Konstrukcja ta ma swój nader istotny odpowiednik w teorii wia̧zek wektorowych, który teraz
omówimy.

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (V,B,K×n, πV) bȩdzie wia̧zka̧ wektorowa̧
rzȩdu n ∈ N×, o trywializacjach lokalnych τi ∶ π−1

V (Oi)
≅ÐÐ→ Oi×K×n stowarzyszonych z pokryciem

otwartym OB = {Oi}i∈I bazy B.Wia̧zka reperów (zwana teżwia̧zka̧ baz)wia̧zki wektorowej
V to wia̧zka włóknista

(FGLV,B,GL(n;K), πFGLV)

o składowych
● przestrzeń totalna

FGLV ∶= ⊔
x∈B

IsoK(K×n,Vx)

o strukturze rozmaitości różniczkowalnej klasy C∞ indukowanej przez trywializacje {τi}i∈I
i o włóknie (FGLV)x ≡ IsoK(K×n,Vx) nad dowolnym punktem x ∈ B bȩda̧cym zbiorem
baz βx ∶ K×n ≅ÐÐ→ Vx włókna Vx;

● włókno typowe GL(n;K) ≡ AutK(K×n);
● rzut na bazȩ πFGLV ∶ FGLVÐ→ B ∶ (βx, x) z→ x.

Przy tym bijekcje Fτi odwrotne do

Fτ−1
i ∶ Oi ×GL(n;K) ≅ÐÐ→ π−1

FGLV(Oi) ∶ (x,χ) z→ (τ−1
i (x,χ(⋅)), x)

indukuja̧ na FGLV mocna̧ topologiȩ cofniȩciowa̧ z topologii produktowej (podprzestrzeni) na
zbiorach Oi ×GL(n;K) (gdzie topologia na GL(n;K) to topologia podprzestrzeni topologicznej
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przestrzeni wektorowej K(n) ≅ K×n2

), tj. taka̧, w której podzbiór U ⊂ FGLV jest otwarty wtedy i
tylko wtedy, gdy jest spełniony warunek

∀i∈I ∶ Fτi(U ∩ π−1
FGLV(Oi)) ∈ T (Oi ×GL(n;K)) .

W tej topologii odwzorowania Fτi sa̧ homeomorficznymi trywializacjami lokalnymi o odwzorowa-
niach przejścia klasy C∞:

gFGLV
ij ≡ HomK(K×n, gij(⋅)) ∶ Oij Ð→ EndK(GL(n;K))

∶ xz→ HomK(K×n, gij(x)) ,
gdzie

HomK(K×n, gij(x)) ∶ GL(n;K) ↺ ∶ χz→ gij(x) ○ χ .
Struktura rozmaitości różniczkowej klasy C∞ jest indukowana wzdłuż homeomorfizmów Fτi ze
struktury produktowej na lokalnym modelu Oi × GL(n;K), trywialnej (klasy C∞) w drugim
czynniku i wyznaczanej przez przeciȩcie z atlasem ÂB na rozmaitości B w czynniku pierwszym.
Wzglȩdem tak określonej struktury różniczkowalnej trywializacje lokalne Fτi sa̧ tautologicznie
gładkie klasy C∞, podobnie jak rzut kanoniczny na bazȩ, πFGLV ≡ pr1 ○ Fτ−1

i .

Powyższa definicja wymaga kilku słów komentarza. W pierwszej kolejności odnotujmy istnienie
naturalnego prawego działania – włókno po włóknie – grupy GL(n;K) na przestrzeni totalnej
FGLV danego w postaci

r ∶ FGLV ×GL(n;K) Ð→ FGLV ∶ ((βx, x), χ) z→ (βx ○ χ,x) ≡ (βx, x) ⊲ χ .
Działanie to jest w jawny sposób wolne (wobec odwracalności elementów włókna IsoK(K×n,Vx)),
a nadto przechodnie nad dowolnym punktem x ∈ B – wszak dla dowolnej pary βx1, βx2 ∈
IsoK(K×n,Vx) spełniona jest tożsamość

βx2 ≡ βx1 ○ (β−1
x1 ○ βx2) ,

a ponieważ β−1
x1 ○βx2 ∈ EndK(K×n) jest odwzorowaniem o odwrotności β−1

x2 ○βx1, przeto możemy
zapisać

(βx2, x) = (βx1, x) ⊲ (β−1
x1 ○ βx2) ,

konstatuja̧c przy tym, że IsoK(K×n,Vx) jest torsorem grupy GL(n;K). Wybór dowolnego ele-
mentu βx∗ ∈ IsoK(K×n,Vx) zadaje niekanoniczny (GL(n;K)-ekwiwariantny) izomorfizm

IsoK(K×n,Vx)
≅ÐÐ→ GL(n;K) ∶ βx z→ β−1

x∗ ○ βx .

Wobec powyższego bez trudu stwierdzamy, że odwzorowania Fτ−1
i sa̧ bijektywne, oto bowiem

przyporza̧dkowuja̧ w sposób jawnie injektywny elementom zbioru {x}×GL(n;K), x ∈ Oi elementy
zbioru IsoK(K×n,Vx) × {x}. Sa̧ wiȩc odwracalne, co pozwala użyć ich do zaindukowania topologii
na FGLV według opisanego schematu. Ich identyfikacja jako trywializacji lokalnych zasadza siȩ
na bezpośrednim rachunku:

Fτi ○ Fτ−1
j ∶ Oij ×GL(n;K) ↺

∶ (x,χ) z→ Fτi(τ−1
j (x,χ(⋅)), x) ≡ Fτi(τ−1

i ○ τi ○ τ−1
j (x,χ(⋅)), x)

= Fτi(τ−1
i (x, gij(x) ○ χ(⋅)), x) ≡ Fτi ○ Fτ−1

i (x, gij(x) ○ χ(⋅))

= (x, gij(x) ○ χ(⋅)) ,
w którym gij ∈ C∞(Oij ,GL(n;K)) sa̧ odwzorowaniami przejścia wia̧zki V, a który ukazuje gładki
charakter odwzorowań Fτi ○ Fτ−1

j .
Na koniec zauważmy, że odwzorowania Fτ−1

i (wiȩc także trywializacje lokalne Fτi) sa̧ ekwiwari-
antne wzglȩdem prawostronnego działania grupy GL(n;K): regularnego ℘ na drugim czynniku
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kartezjańskim ich dziedziny oraz opisanego powyżej r na przeciwdziedzinie. Istotnie, obliczamy
wprost – dla dowolnego elementu γ ∈ GL(n;K) –

Fτ−1
i ○ (idOi × ℘γ)(x,χ) = Fτ−1

i (x,χ ○ γ) = (τ−1
i (x,χ ○ γ(⋅)), x)

≡ (τ−1
i (x,χ(⋅)), x) ⊲ γ ≡ rγ ○ Fτ−1

i (x,χ) .
Trywializacje lokalne sa̧ zatem zgodne z zaobserwowana̧ wcześniej struktura̧ torsora grupy GL(n;K)
na włóknie wia̧zki reperów. Nastȩpny wykład przyniesie stosowna̧ formalizacjȩ poczynionej tu ob-
serwacji.

Abstrakcja pojȩcia wia̧zki głównej z powyższej konstrukcji kanonicznej wymaga1 mariażu alge-
braicznej struktury grupy i struktury topologicznej oraz różniczkowej, który opisuje

Definicja 2. Grupa topologiczna to grupa

(G,m ≡ ⋅, Inv ≡ (⋅)−1, ● z→ e) ,
której nośnik G jest przestrzenia̧ topologiczna̧, a odwzorowania strukturalne m i Inv sa̧ cia̧głe.
Podgrupa topologiczna grupy topologicznej (G,m, Inv, ● z→ e) to grupa topologiczna (H,
m↾H×H, Inv↾H, ● z→ e), której nośnik H jest podprzestrzenia̧ topologiczna̧ przestrzeni G. Homo-
morfizm topologicznymiȩdzy grupami topologicznymi (G1,m1, Inv1, ●1 z→ e1) i (G2,m2, Inv2,
●2 z→ e2) to homomorfizm grup cia̧gły wzglȩdem topologii dziedziny i przeciwdziedziny.

Grupa Liego to grupa

(G,m ≡ ⋅, Inv ≡ (⋅)−1, ● z→ e) ,
której nośnik jest rozmaitościa̧ gładka̧, a odwzorowania strukturalne m i Inv sa̧ klasy C∞. Pod-
grupa Liego grupy Liego (G,m, Inv, ● z→ e) to grupa Liego (H,m↾H×H, Inv↾H, ● z→ e), której
nośnik H jest podrozmaitościa̧ klasy C∞ rozmaitości G. Homomorfizm grup Liego to homo-
morfizm grup gładki wzglȩdem struktury różniczkowej dziedziny i przeciwdziedziny.

Bogatym źródłem przykładów grup Liego jest poniższe twierdzenie, które podajemy bez dowodu
(dowód jest prezentowany na kursie Teorii Grup II).

Twierdzenie 1 (Cartana o podgrupie domkniȩtej). Każda podgrupa domkniȩta grupy Liego jest
tej ostatniej podrozmaitościa̧ i grupa̧ Liego (a zatem w sumie podgrupa̧ Liego). I odwrotnie, każda
podgrupa grupy Liego bȩda̧ca jej podrozmaitościa̧ jest domkniȩta̧ podgrupa̧ Liego tejże grupy.

Przykłady 1.
(1) dowolna V ∈ ObjVect

(<∞)
K , K ∈ {R,C} jest przemienna̧ grupa̧ Liego z (m, Inv, e) =

(+V ,PV ,0V );
(2) dla V z poprzedniego przykładu GL(V ;K) = { χ ∈ EndK(V ) ∣ ∃ χ−1 } jako otwarty

podzbiór przestrzeni wektorowej EndK(V ) jest grupa̧ Liego (z superpozycja̧ endomor-
fizmów jako mnożeniem) zwana̧ grupa̧ główna̧ liniowa̧ V – jest ona izomorficzna z
grupa̧ główna̧ liniowa̧ GL(n;K) = { A ∈ K(n) ∣ det(n)A ≠ 0 } dziedzicza̧ca̧ topologiȩ
i strukturȩ różniczkowa̧ z przestrzeni wektorowej K(n) ≡ K×n2

, w której jest zanurzona
jako podzbiór otwarty det−1

(n)(K×) (wszak det(n) ∶ K(n) Ð→ K jest odwzorowaniem
wielomianowo zależnym od wyrazów macierzy, wiȩc cia̧głym);

(3) wszechobecne w fizyce „małe” grupy Liego R/2πZ ≡ U(1) ≅ S1 i SU(2) ≅ S3 oraz grupa
Poincarégo ISO(3,1) = R4 ⋊ SO(3,1) o topologii bȩda̧cej pochodna̧ (złożonej) topologii
grupy Lorentza SO(3,1) = { L ∈ GL(4;R) ∣ LT ⋅η ⋅L = η } odwzorowań zachowuja̧cych
metrykȩ Minkowskiego η = diag(−1,1,1,1) (ich naturalne działanie na R4 określa iloczyn
półprosty w definicji ISO(3,1));

(4) grupa specjalna liniowa SL(n;K) = { A ∈ GL(n;K) ∣ det(n)A = 1 };
(5) grupa ortogonalna O(n;K) = { A ∈ GL(n;K) ∣ AT ⋅A = 1n };

1W interesuja̧cych nas zastosowaniach bȩdziemy mieć zawsze do czynienia ze struktura̧ różniczkowalna̧ zarówno
na grupie, jak i na zbiorze, na którym ta działa, jednakowoż dla zachowania pełnej kontroli nad założeniami, których
przyjȩcie jest niezbȩdnym w rozmaitych rozpatrywanych przez nas okolicznościach, warto wprowadzić pojemniejsze
pojȩcie grupy i jej działania w kategorii topologicznej, co też czynimy poniżej.
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(6) grupa specjalna ortogonalna SO(n;K) = O(n;K) ∩ SL(n;K);
(7) grupa unitarna U(n) = { A ∈ GL(n;C) ∣ A† ⋅A = 1n };
(8) grupa specjalna unitarna SU(n) = U(n) ∩ SL(n;C);
(9) grupa symplektyczna Sp(n;K) = { A ∈ SL(2n;K) ∣ AT ⋅ Jn ⋅A = Jn } odwzorowań

zachowuja̧cych „strukturȩ symplektyczna̧”

Jn = (
0n 1n
−1n 0n

) .

Uzgodninie struktury różniczkowej i algebraicznej na zbiorze G ma daleko ida̧ce konsekwencje,
których szczegółowe studium jest przedmiotem odrȩbnego kursu (Teoria Grup II – zapraszam
w tym semestrze!) i z których czȩść przyjdzie nam jeszcze omawiać w kontekście konstrukcji
powia̧zania na wia̧zkach głównych. Tymczasem jednak przejdziemy bezpośrednio do dyskusji za-
gadnień zwia̧zanych z działaniem grup Liego na rozmaitościach różniczkowalnych, które odgry-
waja̧ kluczowa̧ rolȩ w konstrukcji wia̧zek stowarzyszonych (takich jak wia̧zki Clifforda i spinorowe
właśnie). Zaczniemy, jak zazwyczaj, od pojȩcia podstawowego.

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj G bȩdzie grupa̧2 i niech X bȩdzie zbiorem
o grupie symetrycznej3. Homomorfizm grup

λ⋅ ∶ GÐ→S(X) ∶ g z→ λg

określamy mianem działania lewostronnego grupy G na zbiorze X, na którym jest określone
działanie grupy G, a który nazywamy zbiorem z działaniem lewostronnym grupy G. Anty-
homomorfizm

%⋅ ∶ GÐ→S(X) ∶ g z→ ρg

nazywamy działaniem prawostronnym grupy G na zbiorze X, a zbiór w nie wyposażony
– zbiorem z działaniem prawostronnym grupy G. Lekko przecia̧żaja̧c notacjȩ, realizacjȩ
podgrupy λG ⊂S(X) bȩdziemy zapisywać jako

λ ∶ G ×X Ð→X ∶ (g, x) z→ λg(x) ≡ g ⊳ x ≡ λ(g, x) ,

a podgrupy %G ⊂S(X) – jako

% ∶ X ×GÐ→X ∶ (x, g) z→ %g(x) ≡ x ⊲ g ≡ %(x, g) .

Niechaj XA, A ∈ {1,2} bȩda̧ zbiorami z działaniami lewostronnymi λA grupy G i niech
f ∶ X1 Ð→ X2 bȩdzie odwzorowaniem pomiȩdzy nimi. Powiemy, że f jest odwzorowaniem
lewostronnie G-ekwiwariantnym, jeśli spełniony jest warunek opisany przez diagram prze-
mienny

G ×X1
λ1

//

idG×f

��

X1

f

��
G ×X2

λ2
// X2

.

2Dla skrótu odwołujemy siȩ do grupy poprzez jej nośnik.
3Grupa symetryczna zbioru to grupa permutacji jego elementów. (przyp.)

4



Metody AiGW w czasach Zarazy – 5. i 6. Pryncypialność wia̧zek – cnota użyteczna

Analogicznie w przypadku działań prawostronnych %A, A ∈ {1,2} na tych zbiorach odwzorowanie
f ∶ X1 Ð→X2 spełniaja̧ce warunek wyrażony przez diagram przemienny

X1 ×G
%1 //

f×idG

��

X1

f

��
X2 ×G

%2
// X2

nazwiemy odwzorowaniem prawostronnie G-ekwiwariantnym.
Parȩ ((X,T (X)), λ) złożona̧ z przestrzeni topologicznej (X,T (X)) oraz działania lewostron-

nego grupy topologicznej G na X nazywamy przestrzenia̧ z działaniem topologicznym
lewostronnym grupy G (albo G-przestrzenia̧ topologiczna̧ lewostronna̧), jeśli λ jest
odwzorowaniem cia̧głym. Analogicznie definiujemy przestrzeń z działaniem topologicznym
prawostronnym (albo G-przestrzeń topologiczna̧ prawostronna̧) G. Cia̧głe odwzorowanie
lewostronnie (wzgl. prawostronnie) G-ekwiwariantne miȩdzy przestrzeniami z działaniem topolog-
icznym lewostronnym (wzgl. prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl.
prawostronnie) topologicznie G-ekwiwariantnego.

Parȩ ((M, Â ), λ) złożona̧ z rozmaitości różniczkowalnej (M, Â ) oraz działania lewostronnego
grupy Liego G na M nazywamy rozmaitościa̧ z działaniem gładkim lewostronnym grupy
G (albo G-rozmaitościa̧ gładka̧ lewostronna̧), jeśli λ jest odwzorowaniem gładkim klasy
C∞. Analogicznie definiujemy rozmaitość z działaniem gładkim prawostronnym (albo G-
rozmaitość gładka̧ prawostronna̧) G. Gładkie odwzorowanie lewostronnie (wzgl. prawostron-
nie) G-ekwiwariantne klasy C∞ miȩdzy rozmaitościami z działaniem gładkim lewostronnym (wzgl.
prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl. prawostronnie) gładko G-
ekwiwariantnego. Zbiór odwzorowań G-ekwiwariantnych miȩdzy ustalonymi dwiema rozmaitoś-
ciami MA, A ∈ {1,2} z działaniem grupy G bȩdziemy oznaczać symbolem

HomG(M1,M2) .

Tak przygotowani formalnie, możemy już przejść do stosownej abstrakcji struktury z Def. 1.

2. Wia̧zki główne z grupa̧ strukturalna̧

Nasz tour d’horizon po krainie grup i algebr Liego dał nam do rȩki intuicje i narzȩdzia formalne
nieodzowne do sprawnego i konstruktywnego poruszania siȩ w środowisku struktur geometrycznych
kluczowych dla modelowania symetrii lokalnych (a ściślej: ulokalnionych symetrii globalnych) w
mechanice klasycznej i teorii pola. Wracamy teraz do ich szczegółowej dyskusji.

Definicja 4. Niechaj G bȩdzie grupa̧ Liego. Wia̧zka główna o grupie strukturalnej G to
wia̧zka włóknista

(PG,B,G, πPG
)

o składowych:
● przestrzeń totalna PG z wolnym działaniem prawostronnym r⋅ grupy strukturalnej G,
które jest przechodnie we włóknie nad (dowolnym) punktem bazy, co opisuje diagram
przemienny

PG ×G
r //

pr1

��

PG

πPG

��
PG πPG

// B

;
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● lokalne trywializacje

τi ∶ π−1
PG
(Oi)

≅ÐÐ→ Oi ×G , i ∈ I

stowarzyszone z pokryciem otwartym O = {Oi}i∈I bazy B i G-ekwiwariantne wzglȩdem
działań prawostronnych: r na dziedzinie oraz regularnego ℘ na drugim czynniku kartez-
jańskim przeciwdziedziny,

℘̃i ≡ idOi × ℘ ∶ (Oi ×G) ×GÐ→ Oi ×G ∶ ((x, g), h) z→ (x, g ⋅ h) ,

tj. spełniaja̧ce warunki

τi ○ rg = ℘̃ig ○ τi , i ∈ I .

Podwia̧zka główna o grupie strukturalnej H wia̧zki głównej (PG,B,G, πPG
) to podwia̧zka

(PH,B,H, πPG
↾PH
) tejże wia̧zki (włóknistej) o grupie strukturalnej bȩda̧cej podgrupa̧ Liego H ⊂ G.

Morfizm wia̧zek głównych (PGα ,Bα,Gα, πPGα
), α ∈ {1,2} o działaniach odnośnych grup

strukturalnych rα to trójka (Φ, f, ϕ) złożona z morfizmu wia̧zek włóknistych

(Φ, f) ∶ (PG1 ,B1,G1, πPG1
) Ð→ (PG2 ,B2,G2, πPG2

)

oraz homomorfizmu grup topologicznych (wzgl. Liego) pozostaja̧cych w relacji wyrażanej przez
diagram przemienny

PG1 ×G1
r1 //

Φ×ϕ

��

PG1

Φ

��

πPG1 // B1

f

��
PG2 ×G2

r2
// PG2 πPG2

// B2

.(1)

Przykłady 2.
(1) Trywialna wia̧zka główna nad B o grupie strukturalnej G, czyli

(B ×G,B,G,pr1) .

(2) Wia̧zka reperów wia̧zki wektorowej V modelowanej na K×n, czyli

(FGLV,B,GL(n;K), πFGLV) ,

w szczególności zaś – wia̧zka reperów nad rozmaitościa̧ (albo wia̧zka baz nad roz-
maitościa̧) M wymiaru n, czyli

(FGLTM,M,GL(TM) ≅ GL(n;R), πFGLTM) .

(3) Rozwłóknienie Hopfa

(SU(2) ≡ S3,S2,U(1), πSU(2)/U(1)) ,

w którym rzut na bazȩ przyjmuje postać

πSU(2)/U(1) ∶ SU(2) Ð→ S2 ⊂ R×3 ≅ C ×R ∶ ( z1 z2

−z2 z1
) z→ (2z1 ⋅ z2, ∣z1∣2 − ∣z2∣2) ,

a działanie definiuja̧ce grupy strukturalnej U(1) jest dane wzorem

r⋅ ∶ SU(2) ×U(1) Ð→ SU(2)

∶ (( z1 z2

−z2 z1
) , u) z→ ( z1 ⋅ u z2 ⋅ u−1

−z2 ⋅ u z1 ⋅ u−1 ) ≡ (
z1 z2

−z2 z1
) ⋅ ( u 0

0 u
) ,

w którego ostatniej czȩści U(1) traktujemy jako podgrupȩ Liego macierzowej grupy Liego
SU(2).
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Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. 4 i niechaj

PG ×B PG ∶= { (p1, p2) ∈ PG × PG ∣ πPG
(p1) = πPG

(p2) }

bȩdzie produktem włóknistym. Odwzorowanie ilorazowe na wia̧zce głównej (PG,B,G, πPG
)

to odwzorowanie

φPG
∶ PG ×B PG Ð→ G

określone przez warunek

∀(p1,p2)∈PG×BPG
∶ p2 = p1 ⊲ φPG

(p1, p2) .

Uwaga 1. O postulowanej gładkości odwzorowania ilorazowego najłatwiej jest przekonać siȩ przy
użyciu trywializacji lokalnych. Istotnie, niechaj p1, p2 ∈ (PG)x, x ∈ Oi, i ∈ I, przy czym pα =
τ−1
i (x, gα), α ∈ {1,2} dla pewnych elementów gα ∈ G, a wtedy wobec równości

p2 = τ−1
i (x, g2) ≡ τ−1

i (x, g1 ⋅ (g−1
1 ⋅ g2)) = τ−1

i (x, g1) ⊲ (g−1
1 ⋅ g2) ≡ p1 ⊲ (g−1

1 ⋅ g2)

otrzymujemy reprezentacjȩ lokalna̧ odwzorowania ilorazowego:

φPG
(p1, p2) ≡ g−1

1 ⋅ g2 = m(Inv ○ pr2 ○ τi(p1),pr2 ○ τi(p2)) ,

dana̧ w postaci superpozycji odwzorowań gładkich (m jest operacja̧ binarna̧ w G), wiȩc gładka̧.

Podstawowe własności strukturalne odwzorowania ilorazowego, z których przyjdzie nam korzy-
stać niebawem, opisuje

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 5. Odwzorowanie ilorazowe spełnia warunki wyrażone
przez nastȩpuja̧ce diagramy przemienne:

(DM1) skośna symetria

PG ×B PG

τPG,PG //

φPG

��

PG ×B PG

φPG

��
G

Inv
// G

,

gdzie τPG,PG
∶ PG×BPG ↺ ∶ (p1, p2) z→ (p2, p1) jest (obciȩta̧ do produktu włóknistego)

transpozycja̧ kanoniczna̧, czyli

∀(p1,p2)∈PG×BPG
∶ φPG

(p2, p1) = φPG
(p1, p2)−1 ;

(DM2) warunek 1-kocyklu

PG ×B PG ×B PG

(φPG
○pr1,2,φPG

○pr2,3) //

φPG
○pr1,3

))

G ×G

M

��
G

,

gdzie pri,j ∶ PG ×B PG ×B PG Ð→ PG ×B PG ∶ (p1, p2, p3) z→ (pi, pj), (i, j) ∈
{(1,2), (2,3), (1,3)} jest (obciȩtym do produktu włóknistego) rzutem kanonicznym, czyli

∀(p1,p2,p3)∈PG×BPG×BPG
∶ φPG

(p2, p3) ○ φPG
(p1, p3)−1 ○ φPG

(p1, p2) = e ;
7
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(DM3) G-ekwiwariantność

PG ×B PG

φPG

��

(PG ×B PG) ×G
(r○pr1,3,pr2)oo

idPG
×r

//

φPG
×idG

��

PG ×B PG

φPG

��
G G ×G

`○(Inv×idG)○τG,G
oo ℘ // G

,

czyli

∀(p1,p2)∈PG×BPG, g1,g2∈G ∶ φPG
(p1 ⊲ g1, p2 ⊲ g2) = g−1

1 ⋅ φPG
(p1, p2) ⋅ g2 .

Dowód: Oczywisty. �

Nie zawsze mamy do czynienia z pełnym „pakietem” obiektów wymienionych w definicji wia̧zki
głównej. Warto zatem zastanowić siȩ, które z jej elementów maja̧ naturȩ konstytutywna̧, tj. deter-
minuja̧ istnienie struktury wia̧zki głównej na rozmaitości. Odpowiedzi na tak postawione pytanie
przynosi

Stwierdzenie 2. Niechaj P,B bȩda̧ rozmaitościami i niech G bȩdzie grupa̧ Liego. Zakładamy
też, że jest określona surjektywna submersja π ∶ P Ð→ B oraz gładkie działanie prawostronne
r⋅ ∶ P × G Ð→ P grupy G na P. Jeśli działanie r⋅ jest swobodne, jego orbity pokrywaja̧ siȩ z
poziomicami π, a odwzorowanie φP ∶ P ×B PÐ→ G określone (jednoznacznie) przez warunek

∀(p1,p2)∈P×BP ∶ p2 = rφP(p1,p2)(p1)

jest gładkie, to wówczas czwórka

(P,B,G, π)

jest wia̧zka̧ główna̧.

Dowód: Na podstawie Tw. 2 z wykładu I (str. 14) o istnieniu ciȩć lokalnych surjektywnej submersji
stwierdzamy istnienie pokrycia otwartego O = {Oi}i∈I rozmaitości B, na którego elementach
określone sa̧ gładkie ciȩcia lokalne σi ∶ Oi Ð→ P submersji π, możemy zatem zdefiniować jawnie
gładkie odwzorowania

τ−1
i ∶ Oi ×GÐ→ π−1(Oi) ∶ (x, g) z→ rg(σi(x)) .

Wykorzystuja̧c odwzorowanie φP, bez trudu znajdujemy ich (gładkie) odwrotności:

τi ∶ π−1(Oi) Ð→ Oi ×G ∶ pz→ (π(p), φP(σi ○ π(p), p)) .

Sa̧ one dobrze określone, gdyż

π(σi ○ π(p)) = (π ○ σi) ○ π(p) = idOi ○ π(p) = π(p) ,

i – istotnie – spełniaja̧ postulowane tożsamości:

τ−1
i ○ τi(p) = τ−1

i (π(p), φP(σi ○ π(p), p)) = rφP(σi○π(p),p)(σi ○ π(p)) ≡ p ,

τi ○ τ−1
i (x, g) = τi(rg(σi(x))) = (π ○ rg ○ σi(x), φP(σi ○ π ○ rg ○ σi(x), rg ○ σi(x)))

= (π ○ σi(x), φP(σi ○ π ○ σi(x), rg ○ σi(x)))

= (x,φP(σi(x), rg ○ σi(x))) = (x, g) ,
8
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z których druga wynika sta̧d, że działanie G odwzorowuje poziomicȩ π w siebie, a do tego
nieuchronnie

∀(p1,p2,g)∈P×2×G ∶ φP(p1, rg(p2)) = φP(p1, p2) ⋅ g .
Sa̧ one także stosownie G-ekwiwariantne, oto bowiem4

τ−1
i ((x, g) ⊲ h) ≡ τ−1

i (x, g ⋅ h) = rg⋅h(σi(x)) = rh ○ rg(σi(x)) = rh(rg ○ σi(x)) ≡ rh ○ τ−1
i (x, g) .

Skonstruowane powyżej trywializacje lokalne spełniaja̧ w punktach x ∈ Oij , i, j ∈ I warunki

τi ○ τ−1
j (x, g) = τi(rg ○ σj(x)) = (π ○ rg ○ σj(x), φP(σi ○ π ○ rg ○ σj(x), rg ○ σj(x)))

= (x,φP(σi(x), rg ○ σj(x))) = (x,φP(σi(x), σj(x)) ⋅ g) ,
z których odczytujemy postać odwzorowań przejścia:

gij ∶ Oij Ð→ G ∶ xz→ φP(σi(x), σj(x)) ,
zamykaja̧c tym samym procedurȩ identyfikacji postulowanej struktury wia̧zki głównej o grupie
strukturalnej G. �

W nastȩpnej kolejności przedstawimy wygodne kryterium trywializowalności wia̧zki głównej.

Stwierdzenie 3. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiedniość miȩdzy ciȩciami lokalnymi klasy
C∞ wia̧zki głównej i jej trywializacjami lokalnymi. W szczególności wia̧zka główna jest (globalnie)
trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy ma globalne ciȩcie.

Dowód: Ciȩciu lokalnemu σ ∶ O Ð→ π−1
PG
(O) ⊂ PG, O ∈ T (B) przyporza̧dkowujemy trywializacjȩ

(lokalna̧)

τσ ∶ π−1
PG
(O) Ð→ O ×G ∶ pz→ (πPG

(p), φPG
(σ ○ πPG

(p), p))
o poża̧danych własnościach, a wiȩc odwracalna̧,

τ−1
σ ∶ O ×GÐ→ π−1

PG
(O) ∶ (x, g) z→ σ(x) ⊲ g ,

i G-ekwiwariantna̧,

τσ(p ⊲ g) ≡ (πPG
(p ⊲ g), φPG

(σ ○ πPG
(p ⊲ g), p ⊲ g))

= (πPG
(p), φPG

(σ ○ πPG
(p), p ⊲ g))

= (πPG
(p), φPG

(σ ○ πPG
(p), p) ⋅ g)

= (πPG
(p), φPG

(σ ○ πPG
(p), p)) ⊲ g ≡ τσ(p) ⊲ g .

I odwrotnie, dowolnej trywilizacji lokalnej τ ∶ π−1
PG
(O) ≅ÐÐ→ O×G przypisujemy ciȩcie (lokalne)

στ ∶ O Ð→ π−1
PG
(O) ∶ xz→ τ−1(x, e) .

Powyższe przyporza̧dkowania sa̧ przy tym wzajem odwrotne, oto bowiem – z jednej strony –

∀x∈O ∶ στσ(x) = τ−1
σ (x, e) = σ(x) ⊲ e = σ(x) ,

oraz – z drugiej strony –

∀p∈π−1
PG
(O) ∶ τστ (p) = (πPG

(p), φPG
(στ ○ πPG

(p), p))

= (πPG
(p), φPG

(τ−1(πPG
(p), e), p)) ,

a ponieważ

p ≡ τ−1(πPG
(p), e) ⊲ φPG

(τ−1(πPG
(p), e), p) ,

4Odwrotność G-ekwiwariantnej bijekcji jest odwzorowaniem G-ekwiwariantnym.
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czyli

τ(p) = τ(τ−1(πPG
(p), e) ⊲ φPG

(τ−1(πPG
(p), e), p))

= τ ○ τ−1(πPG
(p), e) ⊲ φPG

(τ−1(πPG
(p), e), p)

= (πPG
(p), e) ⊲ φPG

(τ−1(πPG
(p), e), p)

= (πPG
(p), φPG

(τ−1(πPG
(p), e), p)) ,

przeto

τστ (p) = τ(p) .
�

Uwaga 2. Należy podkreślić, że ostatnia czȩść tezy powyższego stwierdzenia nie stosuje siȩ do
wia̧zek włóknistych w ogólności. Ażeby siȩ o tym przekonać, wystarczy zauważyć, że każda wia̧zka
wektorowa ma globalne ciȩcie zerowe 0V (a nie każda taka wia̧zka jest globalnie trywializowalna).

Na zakończenie naszego trawersu przez elementarz teorii wia̧zek głównych zajmiemy siȩ wy-
znaczeniem wygodnego opisu lokalnego morfizmów wia̧zek głównych pokrywaja̧cych dyfeomorfizm
identycznościowy na bazie (pośród których z czasem rozpoznamy tzw. „transformacje symetrii
cechowania”).

Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. 4. Dowolny morfizm (Φ, idB , idG) wia̧zek głównych
(PαG,B,G, πPαG), α ∈ {1,2} o odnośnych trywializacjach lokalnych ταi ∶ π−1

Pα
G
(Oi)

≅ÐÐ→ Oi ×G (sto-
warzyszonych ze wspólnym pokryciem trywializuja̧cym O = {Oi}i∈I) i odwzorowaniach przejścia
gαij ∶ Oij Ð→ G), opisany przez diagram przemienny

P1
G

Φ //

π
P1
G

��

P2
G

π
P2
G

��
B

idB
B

,

zadaje rodzinȩ {hi}i∈I odwzorowań (lokalnie) klasy C∞

hi ∶ Oi Ð→ G , i ∈ I
o własności

∀x∈Oij ∶ g2
ij(x) = hi(x) ⋅ g1

ij(x) ⋅ hj(x)−1 .(2)

I odwrotnie, każda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.

Dowód: Rozumuja̧c analogicznie jak w dowodzie Tw. 3 z notatek do Wykładów 2., 3. i 4., upew-
niamy siȩ, że odwzorowanie Φ jest jednoznacznie zadane przez wartości przyjmowane na lokalnie
płaskich ciȩciach σ1

i ≡ στ1
i
, i ∈ I stowarzyszonych z lokalnymi trywializacjami swej dziedziny.

Istotnie, dowolny punkt z włókna P1
Gx możemy wobec założonej G-ekwiwariantności trywializacji

zapisać w postaci

τ1−1
i (x, g) = σ1

i (x) ⊲ g ,
a zatem wobec G-ekwiwariantności Φ zachodzi

Φ(τ1−1
i (x, g)) = Φ(σ1

i (x) ⊲ g) = Φ(σ1
i (x)) ⊲ g .

Definiujemy jawnie gładkie odwzorowania

hi ∶= pr2 ○ τ2
i ○Φ ○ σ1

i ∶ Oi Ð→ G
10
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i sprawdzamy: z jednej strony

τ2−1
j (x,hj(x)) = τ2−1

i (x, g2
ij(x) ⋅ hj(x)) ,

a z drugiej

τ2−1
j (x,hj(x)) = Φ ○ σ1

j (x) ≡ Φ(τ1−1
j (x, e)) = Φ(τ1−1

i (x, g1
ij(x))) = Φ(τ1−1

i (x, e)) ⊲ g1
ij(x)

≡ Φ ○ σ1
i (x) ⊲ g1

ij(x) = τ2−1
j (x,hi(x)) ⊲ g1

ij(x) = τ2−1
j (x,hi(x) ⋅ g1

ij(x)) ,
co w sumie odtwarza postulowana̧ relacjȩ w konsekwencji bijektywności trywializacji lokalnych.

Niechaj teraz (PαG,B,G, πPαG), α ∈ {1,2} bȩda̧ wia̧zkami głównymi o trywializacjach lokalnych

ταi ∶ π−1
Pα
G
(Oi)

≅ÐÐ→ Oi ×G i odwzorowaniach przejścia gαij ∶ Oij Ð→ G. Maja̧c dowolna̧ rodzinȩ
odwzorowań hi ∶ Oi Ð→ G opisanych w tezie dowodzonego twierdzenia, definiujemy nad elemen-
tami pokrycia współtrywializuja̧cego odwzorowania lokalnie gładkie

Φi ∶ π−1
P1
G
(Oi) Ð→ π−1

P2
G
(Oi) ∶ τ1−1

i (x, g) z→ τ2−1
i (x,hi(x) ⋅ g) ,

dla których liczymy – w dowolnym punkcie (x, g) ∈ Oij ×G –

Φj(τ1−1
i (x, g)) = Φj(τ1−1

j (x, g1
ji(x) ⋅ g)) = τ2−1

j (x,hj(x) ⋅ g1
ji(x) ⋅ g)

= τ2−1
i (x, g2

ij(x) ⋅ hj(x) ⋅ g1
ji(x) ⋅ g) = τ2−1

i (x,hi(x) ⋅ g)

≡ Φi(τ1−1
i (x, g)) .

Na tej podstawie wnioskujemy, że Φi, i ∈ I sa̧ ograniczeniami odwzorowania globalnie gładkiego

Φ ∶ P1
G Ð→ P2

G , Φ↾π−1
P1
G

(Oi) = Φi ,

działaja̧cego z zachowaniem włókien i jawnie G-ekwiwariantnego (dziȩki przemienności lewego i
prawego działania regularnego G na sobie oraz założonej G-ekwiwariantności trywializacji). �

Nasz tour d’horizon teorii wia̧zek głównych wieńczy poniższe stwierdzenie, bȩda̧ce prosta̧ kon-
sekwencja̧ (konstruktywnego dowodu) powyższego Twierdzenia.

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. 4. Podkategoria

GrpBunG(B ∣ idB)
kategorii GrpBunG(B) wia̧zek głównych nad baza̧ B o grupie strukturalnej G o tej samej klasie
obiektów co GrpBunG(B) i o morfizmach o identycznościowej składowej na bazie, f = idB (i na
grupie strukturalnej, ϕ = idG) jest grupoidem.

Dowód: W świetle Tw. 2 wystarczy poprowadzić rozważania w opisie lokalnym, w którym dowolny
morfizm Φ ∶ P1

G Ð→ P2
G pokrywaja̧cy identyczność na bazie B jest reprezentowany przez rodzinȩ

odwzorowań hi ∶ Oi Ð→ G, i ∈ I. Na mocy tego samego stwierdzenia rodzina odwzorowań
{h̃i ∶= Inv○hi}i∈I określa morfizm P2

G Ð→ P1
G, który w oczywisty sposób jest odwrotnościa̧ Φ. �
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