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Omowiona przez nas ze szczegolami koncepcja geometryzacji w formie wiazki stowarzyszone;j
bytow w istocie swej algebraicznych, jakimi sa zbiory z dzialaniem grupy, podpowiada naturalny
schemat konstrukcji wiazki spinorowej, rozumianej jako geometryzacja nad dang rozmaitosci¢ me-
tryczng (M, g) spinorowego modutu cliffordowskiego wlasnie: Oto ,wystarczy” stowarzyszyé rze-
czony modul za posrednictwem spinorowej nan realizacji grupy Spin(p,¢; R) nakrywajacej grupe
obroté6w modelowego reprezentanta RP'? danej globalnie izoklasy wtdkna wiazki stycznej nad dang
rozmaitoscia metryczna (M,g) z wiazka gtowng nad M o grupie strukturalnej Spin(p, ¢;R) po-
zostajaca — co kluczowe z interpretacyjnego punktu widzenia — w takiej relacji z wiazka stycz-
ng TM (wystepujaca tu w roli referencyjnej geometryzacji przestrzeni kwadratowej), ktora poz-
woli nam mysle¢ o utworzonej tym sposobem wigzce stowarzyszonej (M,g) jako o gladkiej
dystrybucji nad M 3 z moduléw spinorowych #(M,g), dla (,pierwiastkow kwadratowych” z)
przestrzeni kwadratowych (T, M, g(x)). Identyfikacja stosownej wigzki glownej wymaga przywola-
nia z Rozdz. 9-10-11.1 poprzedniego cyklu wyktadéw izomorfizmu wiazek wektorowych

(V, B, KN, my) 2 (FaLV xpgo KV, B KN me v, w0ov)

Istotnie, odnioslszy powyzsze do wigzki stycznej nad rozmaitoscia metryczng (M,g) wymiaru
dim M = D,

(TM, M, R*P 7rpr) 2 (FaLTM x,,, R*P, MRV, wFGLTMXPdefoD) ,

i dostrzeglszy w tych okolicznosciach (w obecnosei metryki na M) w rozmaitosci stowarzyszanej
R*P w modelu po prawej stronie znaku = nosnik struktury przestrzeni kwadratowej modelujacej
(T.M,g(x)), ktorej ,pierwiastek” kwadratowy (w rozumieniu konstrukeji spinora czystego Cartana
uogdlniajacej te z Rozdz. 3.2 Wykladu 9. z I semestru) jest wzmiankowanym weczesniej modutem
spinorowym stowarzyszanym z poszukiwang przez nas wigzka gltéwna

(FSpinTM7 M, Spin(]% D - b; R)a ﬂ—FSpinTM)

o grupie strukturalnej Spin(p, D — p;R), dostrzegamy bez trudu mozliwo$é naturalnej realizacji
pozadanego schematu konstrukcyjnego: Nalezy ,wyodrebni¢”, o ile jest to mozliwe, z wiazki baz
FeLTM wiazki stycznej podwiazke FsoTM c Fgr, TM zorientowanych baz pseudoortonormalnych
(czyli wigzke glowng o grupie strukturalnej SO(p, D — p;R)), a nastepnie skonstruowaé¢ wigzke
torsoréw grupy Spin(p, D — p;R) pozostajacg w relacji strukturalnej z owg podwigzka bedacej
geometryzacja nakrycia uniwersalnego

Ad
(1) 1 — Z/27 — Spin(p, D - p;R) —— SO(p, D - p;R) — 1
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Metody AiGW w czasach Zarazy — 12.-15. Redukcja, dezorientacja, obstrukcja i prolongacja

z Tw.1 z Wyktadu 9. z I semestru. Szczesliwie podana przez nas definicja morfizmu wiazek
glownych (Def.5-6.4) jest na tyle pojemna, ze pozwala nam sformalizowa¢ kryterium ,struktu-
ralnosci” dyskutowanej relacji — chodzi mianowicie o epimorfizm wigzek gtéwnych

(2,idp,Ad.) : (FspinTM, M,Spin(p, D - p;R), 7y .. 7ar) — (FsoTM, M, SO(p, D - p;R), TroTar)

Konstrukcja ,wigzki nakrywajacej” dla zadanej ,bazowej” wigzki gtownej (wraz z odnosnym epi-
morfizmem wigzek glownych) jest jedng z klasycznych konstrukeji w teorii wigzek glownych i
zostanie omowiona w dalszej czesci wyktadu, ktory zawiera rowniez studium topologicznej ob-
strukcji, jaka moze ona napotkaé¢. Pozostaje zatem odpowiedzie¢ sobie na pytanie o istnienie
podwiazki FsoTM c Fgr, TM. Takze i ono nalezy do kanonu zagadnien teorii wiazek gltéwnych i
jako takie zostanie zanalizowane ponizej w relacji do pojeé algebraicznych: struktury metrycznej
i orientacji na przestrzeni wektorowej, a zarazem ze zwroceniem uwagi na ewentualna obstrukcje
topologiczna, ktora w tym wypadku, tak jak i w poprzednim, poddaje sie wygodnej kwantyfikacji
w terminach stosownej kohomologii (snopowej).

1. REDUKCJA — OGOLNIE I PO CZESKU

Pierwsza z konstrukeji, ktére musimy zrozumieé¢ na drodze ku geometryzacji modutéw spino-
rowych, jest ,wyodrebnianie” z danej wiazki glownej (w naszym przypadku — wigzki baz wigzki
stycznej) podwigzki o zredukowanej grupie strukturalnej (w naszym przypadku — podwiazki zorien-
towanych baz pseudoortonormalnych).

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj G,H beda grupami Liego, dla ktérych
okreslony jest monomorfizm grup Liego
¢ H—G.
Redukcja wiazki glownej wiazki glownej (Pg,B,G,7mp,) (zwana takze redukcja grupy
strukturalnej) wzdluz monomorfizmu ¢ to para
((PH7BaH77TPH)7 (q)aldB7Sb))

zlozona z

o wigzki glownej (Py, B,H,7p,);

e morfizmu wiazek gtéwnych

((I),idB»Qb) : (PH,BvHvTrPH) - (PGvaGa’/TPG)»
ktorego wszystkie sktadowe sa gladkimi wlozeniami w rozumieniu Def. 0.18.

Wyznaczana przezen podwiazke

(®(Pu), B, $(H), T pyy) = 7o La(prr))

okreslamy mianem wiazki gléwnej zredukowanej.
Alternatywnego a rownowaznego spojrzenia na zagadnienie redukcji wiazki glownej dostarcza

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. Redukcja wigzki gtownej (Pg,B,G,mp,) wzdluz
monomorfizmu ¢ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie pokrycie trywializujace tejze
wiazki i stowarzyszone z nim jej trywializacje lokalne, dla ktérych odwzorowania przejscia przyj-
muja wartosci w podgrupie @(H) ¢ G. W takiej sytuacji mowimy, ze grupa strukturalna wigzki
(Pg,B,G,mp.) jest redukowalna do @(H).

Dowdd: Zalézmy na poczatku, ze istnieje wigzka (Py, B,H, 7p,,) 1 wyznaczona przez nig podwigzka
(®(Pu), B,¢(H), 7o (py)). Wybierzmy pokrycie trywializujace tej ostatniej, {O;}ier, a wraz z nim

— odnosne trywializacje lokalne Tf(H) : w(gl(PH)(Oi) =, 0; % ?(H) o odwzorowaniach przejscia
gfj(H) : 0;; — ¢(H). Nastepnie zdefiujmy odwzorowania (jawnie ciggte wzgl. gladkie)

TiG' : ﬂ'gé((%) — O0;xG : pr— (7TPG (p), Ppq (Tf(H)_l(WpG (p),e(;),p)).
2
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W $wietle Stw. 5-6.1 odwzorowania te sa G-ekwiwariantne. Bez trudu konstruujemy ich odwrot-
nosci:
_ - -1
0T 0ix Gmpl(0) ¢ (2,9) — 77 (@ ec) g g,

upewniwszy sie, ze wobec relacji W‘;}PH)((%) c WEG(Oi) zachodza réwnosci:

G-1

797100 (p) = 7P

(w()

(e (p) ec) g dpg (7pe (), €G),p) =p

oraz

TZ.Go Gl g)—T (7’“’( )= 1(95,6(;) pg g)

= (mpe (1P (@, e0) g 9)s ope (T P (o (17 N (2, e0) <pg 9),ea),

Tf(H) _1(x7 GG) g g))

= (7TPG on(H) 1(95 eq), ¢pG( (M) - 1(7rpG OTf(H)il(.ﬁ,eg),e(}),

0 (2 eq) apg 9))

= (.”L' d)PG( LP( )= 1($ eG) TLP(H) (xveG) g g))z(x,g).

Sa to zatem trywializacje lokalne wigzki Pq, a przy tym odnosne odwzorowania przejscia, wyzna-
czane w rachunku bezposrednim:

TiG'o -1y, g)—T (7'"9( )= 1(x,eg) dpg g)

= (ﬂ-PG( (P( - l(xveG) e 9 )¢PG( LP(H) 1(7TPG(7_;‘5(}[)_1(1'7eG) g g)aeG)a

T]?Z’(H)fl(a:,e(;) dpg g))
= (@.pe (77 M, e), 7P T (@ eq) < 9)

(
= (0 0pa (77 @), P N (2,05 (@) e )
( (77 (2, e6), 77 (2, e0) o (9:3( ()6 9)))

= (2.9 (@)cg),
naleza do ¢(H) c G.
I odwrotnie, niechaj 77 : o (07) — O;xG, i eI beda trywializacjami lokalnymi wiazki Pg,

z, opa (T,

stowarzyszonymi z pokryciem & = {O; };c, 0 odwzorowaniach przejscia g 2 05 — ¢(H) cG.
Jako ze kazdy monomorfizm jest izomorfizmem na swoj obraz, mozemy Jednoznacznle zdefiniowaé
odwzorowania

hij + O —H, (i,j)€ (IX2>6
narzucajac warunki

<P°hz’j=g§JH)-

Dla dowolnych (i,7,k) € (IX?’)ﬁ zachodzi tozsamos$é

. H
po (hjk -Invoh; - hij) roi]‘k - (gg('k) -Invo g( g” )) Oin = €G 5
z ktorej wobec monomorficznego charakteru ¢ wynika warunek 1-kocyklu

(hjk 'IHVOhik ”)

Oijr —
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Mozemy zatem przywola¢ Tw. 2-3-4.2 i zrekonstruowaé¢ nad & wigzke gtowna (Pu, B,H, [pr;])
o grupie strukturalnej H, przestrzeni totalnej
Pu= (l_l (Ol x H))/"‘h..
iel

i odwzorowaniach przejscia h;; stowarzyszonych z trywializacjami lokalnymi [7;] zdefiniowanymi
w dowodzie rzeczonego twierdzenia. Wykorzystujac te homeomorfizmy (wzgl. dyfeomorfizmy) oraz
ich odpowiedniki TZ-G' na Pg w polaczeniu z zanurzeniami topologicznymi (wzgl. wlozeniami) @,
okreslamy lokalne zanurzenia topologiczne (wzgl. wlozenia)

. < G-1
idpx@ T,

D; - [Pr1]71(oi)i>oi><ﬂ 0;xG——mpl(0;), iel,

odwzorowujace wiokna Py we wiokna Pg w sposéb ewidentnie H-ekwiwariantny (wszak ¢ jest
homomorfizmem grup). Pozostaje zatem upewni¢ sie, ze zanurzenia te sg ograniczeniami (do
elementow pokrycia trywializujacego) zadanego globalnie morfizmu wigzek gléwnych, co czynimy
w bezposrednim rachunku, przeprowadzonym nad dowolnym punktem [(x,i,h)] € [pr;](O;;),

O;([(z,i,h)]) =70 o (idp x @) o [1]([(2,4, h)])
= TjG_l o(idg x @) o [Tj]([(aﬁ,j, hji(z) u h)]) = TJG_l(Jc,gb(hji(x) ‘H h))
= 70 (@ @ohi(@)a (h) = 7 (2,050 () -0 @(B)) = 77 (2, ()

®i([(,3,h)]).

Warto zauwazy¢, ze redukcja wiazki gléwnej wzdhuz monomorfizmu H < G grup strukturalnych
jest w naturalny spos6b powiazana z ,efektem Higgsa”, czyli istnieniem globalnie gtadkiego ciecia
(,pola Higgsa”) wigzki stowarzyszonej z wiazka redukowang poprzez dziatanie indukowane, jak w
Tw. 7-8.4, na przestrzeni jednorodnej G/H z lewego dzialania regularnego na grupie G. To jednak
temat na osobny wyklad w ramach zupelnie innego kursu. ..

2. REDUKCJA METRYCZNA

Wprowadzenie iloczynu skalarnego na przestrzeni liniowej pozwala wyr6znié¢ klase baz diagona-
lizujacych tenze iloczyn skalarny i pozostajacych wzgledem siebie w relacji (pseudo)ortogonalnosci,
czyli otrzymywanych jedna z drugiej przez zastosowanie izometrii. W kontekscie naszych rozwazan
nad geometryzacja modutéw spinorowych pojawia sie zatem naturalne pytanie o mozliwo$é wyod-
rebnienia z wigzki baz wigzki wektorowej podwiazki jej baz (pseudo)ortonormalnych w obecnosci
struktury metrycznej. Pozotywnej (zasadniczo) odpowiedzi na tak postawione pytanie dostarcza
ponizsza dyskusja, ktora zaczynamy od stosownej geometryzacji algebraicznego iloczynu skalarnego.

Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Struktura metryczna na wiazce wektorowej
(V, B,R*N 7y) (nad ciatem bazowym R) to gtadkie cigcie (globalne)

g B—V* ®R,BV*
kwadratu tensorowego wiazki dualnej V* | rozumianego jak w Def. 2-3-4.6 i 2-3-4.8, ktorego ogra-

niczenie do dowolnego widkna V, ®rV, wiazki Vg gV jest niezwyrodniala symetryczna forma
R-liniowg o stalej (nad bazg B) sygnaturze, zadajaca forme kwadratowa

Qg(x) :V, — R v—g(z)(verv).

Sygnature tej ostatniej nazywamy sygnatura struktury metrycznej. W przypadku sygnatury
postaci (p,0), p e N* moéwimy o riemannowskiej strukturze metrycznej.

Specjalizacja powyzszej definicji do interesujacych nas okolicznosci geometrycznych przybiera
postac
4
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Definicja 3. Struktura metryczna na rozmaitosci rézniczkowalnej to struktura metryczna
na wiazce stycznej nad ta rozmaitoscia. Pare (M,g) utworzona przez rozmaito$é rozniczkowalng
(M, o) oraz strukture metryczng g na niej okreslamy mianem rozmaitosci metrycznej.

Mamy uspokajajace (choé¢ tylko, gdy nie mamy czasu, by pomysle¢ o czasie i zwigzanej z nim
sygnaturze)

Twierdzenie 2. Na kazdej wiazce wektorowej istnieje struktura metryczna riemannowska. W
szczegblnosci wiec struktura taka istnieje na kazdej rozmaitosci roézniczkowalne;j.

Dowdd: Niechaj (V, B,R*N my) bedzie wiazka wektorowa i niech & = {O;}se; bedzie jej pokryciem
trywializujacym. Trywializacje lokalne 7; : W{,l (0;) — O;xR*N pozwalaja zaindukowaé lokalne
struktury metryczne riemannowskie na V postaci

g * 77\_71(01‘) XB m_/l(oi)—’R : (Ulwz)'—><1>5(EN)(I)T2°T¢(U1)7PT2°Ti(U2))7

tym samym promujac odwzorowania pr, o 7; do rangi izometrii (lokalnych). Nastepnie wyko-
rzystujemy rozklad jednosci {p;}ie; podporzadkowany & do utworzenia ze struktur lokalnych
struktury globalnej
g:= Z pl OWV@]R,BV(.) Dgi 9
iel
w ktorej zapisie §; sa odwzorowaniami R-liniowymi na wtéknach 75! (O;)®r pmy' (O;) okreslonymi
(jednoznacznie) przez g;. O

Majac do dyspozycji wszystkie nieodzowne definicje i bedac pewnymi istnienia opisywanych
przez nie obiektéw geometrycznych, mozemy juz wystowié

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj (V, B,R*N,my) bedzie wiazka wek-
torowa (nad cialem R). Dowolna struktura metryczna g e I'(V* ®g g V*) o sygnaturze (p, N —
p), p€0, N na V okresla redukcje wiazki reperow FgrV wzdluz wlozenia kanonicznego

Jop.N-pR) : O(p, N —=p;R) » GL(N;R).

Otrzymana tym sposobem wiazka gtowna zredukowana nosi miano wigzki reperé6w ortonor-
malnych (lub wigzki baz ortonormalnych) wiazki wektorowej V.

Dowdd: W swietle Tw.[I] wystarczy wskazaé¢ trywializacje lokalne wiazki gtownej FgrV o odw-
zorowaniach przejscia przyjmujacych wartosci w podgrupie O(p, N-p;R) ¢ GL(N;R). Teza Stw. 5-
6.3 czyni to zadanie rownowaznym zadaniu znalezienia rodziny cie¢ lokalnych o; : O; — FaqLV
stowarzyszonych z pewnym pokryciem otwartym {O;};; bazy B, ktére w punktach z € Oy
pozostaja w relacji

(2) oj(x) =0;(x) € g;5(x) = 05(x) 0 g; ()
okreslanej przez odwzorowania przejscia g;; : O;; — O(p, N — p;R). Rozwazmy zatem dowolne
ciecia lokalne s; : O; — FgLV stowarzyszone z pewnym pokryciem otwartym {O;}icr. Wy-

korzystujac konstrukcje przedstawiona w tresci Rozdz. 9-10-11.1, kazdej z par (s;(x),eq), a €
1,N o drugim sktadniku bedacym elementem bazy standardowej przestrzeni R*Y mozemy przy-
porzadkowaé element bazy wlokna V, dany wzorem

[e’{/]([(sl(a;),x, ea)]) =si(x)(eq) =t siq(x).
Przywolawszy nastepnie Twierdzenia Sylvestera—Jacobiego (w odniesieniu do form kwadratowych
Qg(z), T € Oy, wzgledem ktorych odnosne uktady bazowe {s;q(z)}, i 58 W oczywisty sposob
niezwyrodniate), mozemy nastepnie przeprowadzi¢ ortogonalizacje Grama—Schmidta, ktora dostar-
cza nam nowych uktadow bazowych {o;, ()}, 75 o gtadkiej zaleznosci od punktu w bazie x € O;.

Istotnie, przejicie od bazy wyjsciowej {s;q(2)}, g7 do bazy Qg(s)-ortogonalnej {o;a(z)}, g7
jest superpozycja operacji algebraicznych (wiec gtadkich) o argumentach zalezgcych od x poprzez
5
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Siq Oraz g, co na mocy poczynionych zalozenn gwarantuje rzeczona gtadkosé o;,. Nowy uktad
bazowy spelnia — wprost z konstrukeji, a dla dowolnych a,be 1, N oraz x € O;, i€ I — tozsamosci

g(iﬂ)(dia(fﬂ)mb(f)) = @Qg@)(dm(x),mb(w)) = €4 0ab

wyrazone przez uklad skalarow e, € {-1,1} zdeterminowany przez sygnature struktury me-
trycznej. Bez straty ogolnosci rozwazan (po dokonaniu stosownej permutacji indeksow bazy)
mozemy przy tym zalozyé, ze

g1=ex=...=¢p=1l=~gp1 =—€p2=...=—€N.
Uktadu tego mozemy uzyé¢ do okreslenia izomorfizmow
oi(z) : KN = v,
bedacych jedynymi R-liniowymi rozszerzeniami przyporzadkowan
oi(z)(eq) = 0ia(x), ael,N,

a zatem — w szczegdlnosci — zalezacymi gladko od punktu w bazie. Tym samym uzyskujemy nowe
ciecia lokalne

o; + O —FagLV : x+— 0y(x),
ktore na mocy Stw. 5-6.3 wyznaczaja trywializacje lokalne
To, ¢ Ugeo, Isog (R*N,V,) = 0; x GL(N;R),
a nadto okreslaja bazy we wioknach V postaci
[&]([(0i(2),€q)]) = 0i(z)(ea) =2 0ia(z), a€l,N, z€0;, icl.
Wyznaczywszy odnosne odwzorowania przejscia,
Ty, © T;jl : 05 x GL(mR) O & (z,A) — (x7g¢j(x) ol A),
o reprezentacji macierzowej
gij () = gijan(x) > €, Or €p,

—~

otrzymujemy relacje (2)), ktérych obrazem wzgledem izomorfizmu [6¥] sa relacje
[]([(0)(2),ea)]) = [¥]([(0:(2) 0 g1 (), €a)])
[&]([(o1(2), 9i () (ea))]) = [§](g55 an(@)[P)[(05(2), €5)])
gijan(x) > []([(04(2), €5)]) = gijan(x) > 0in ().

Te pozwalaja nam ustali¢, na podstawie wczesniejszych rezultatéw, tozsamosci

g(x)(aia(x),aib(x)) =€a0ab = g(x)(aja($)70jb($))

oja(x)

= gijac(x) - gijea(x) - g(x)(0ic(2),05a(x)),

ktore wyrazaja pozadang wtasnosé skonstruowanych przez nas odwzorowan przejsScia wzgledem
metryki g. (]

Uwaga 1. Wiazka reperéw ortonormalnych wiazki wektorowej (V, B,R*YN my) wyposazonej w
strukture metryczng g o sygnaturze (p, N —p) jest wigzka gtowna

(FoV,B,0(p, N - p;R), T, v v
o grupie strukturalnej O(p, N - p;R). Naturalnym modelem dla FoV jest przestrzen

FoV:= || Tsor(R*N,V,)%,
xeB
6
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w ktorej zapisie wtokno ISOR(RXN ,Vw)g 5 B, jest zbiorem bijektywnych izometrii

Be + RPYP 25 (Vy, Queay) s

przy czym topologia i struktura rozniczkowalna na tak okreslonej przestrzeni totalnej wiazki sa
okreslone analogicznie jak w przypadku wiazki reperow FgrV z Def. 5-6.1.

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj (V,B,R*N,7my) bedzie wiazka wek-
torowa (nad cialem R). Dowolna redukcja wiagzki reperéw FgrV wzdluz wlozenia kanonicznego

Jo.N-pr) © O(p, N -p;R) » GL(N;R)

dla pewnego p € 0, N wyznacza na V struktur¢ metryczng g € I'(V* ®r g V*) o sygnaturze
(p7N_p)

Dowdd: Metryke na wioknach wiazki V definiujemy punkt po punkcie nad jej baza, uzywajac w
tym celu cie¢ (lokalnych) wigzki reperéw ortonormalnych FoV zrekonstruowanej z odwzorowarn
przejscia g;; : O;; — O(p, N-p;R) wiazki FqrV zredukowanych do O(p, N -p;R) c GL(N;R).
Niechaj zatem (; : O; — FoV bedzie dowolnym takim cigciem nad zbiorem O; > z nalezacym
do pokrycia trywializujacego V (nad ktorym rekonstruujemy FoV), okreslajacym trywializacje
lokalng wiazki FoV. Iloczyn skalarny na V, ustanawiamy formula

gt VaxV, —R : (v,w) — 6PN P (B(2) L (v), Bi(2) M (w)),

ktorej struktura przesadza o gtadkiej zaleznosci odwzorowan g; od punktu w O, jak réwniez
o ich niezwyrodnieniu i symetrii wzgledem transpozycji argumentéw wektorowych. Przy tym
dowolne dwa cigcia lokalne f3;, BZ : O; —,FoV sa powiagzane przez pewne odwzorowanie (gtadkie)
h; + O; — O(p, N — p;R) zgodnie z formuly

Bi(x) = Bi(z) o hi(z), weO;,
co zapewnia niezalezno$¢ definicji g; od wyboru ciecia lokalnego,

o (Bilw) ™ (0), Bil@) T (w)) = 5 (i) o Bi(w) ™ (v), i) o Bi(w) ! (w))
= 5P (i) (v), Bil@) N (w)) -

Pozostaje upewnic sie, ze tak zadane (pseudo)riemannowskie metryki lokalne wyznaczaja metryke
globalng. W tym celu rozwazmy punkt x € O;;, nad ktérym cigcia lokalne 3; i 8; pozostaja w
relacji

Bi(x) = Bi(x) o gij(x) -

Ortogonalny charakter odwzorowarn przejscia pozwala stwierdzié, ze
6N (B5(2) 7 (0), B () (w))
SN (gij (@) 0 Bi(w) ™ (0), 935 (@) " 0 Bi@) ! (w)

= 8PN (B(2) (v), Bi(x) H(w)) = gi(v, w).

i na tej podstawie wnioskowaé o istnieniu odwzorowania globalnie gtadkiego

gj(v>w)

g: B—V'erpV", glo, =i

o pozadanych wlasnosSciach. O

W fizykalnie istotnych okoliczno$ciach wystepowania sygnatury mieszanej intuicja wywiedziona
z kursu algebry liniowej (w jego czesci poswigconej studium przestrzeni kwadratowych, czy ogdlniej
— hermitowskich) znajduje potwierdzenie w
7
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Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (V, B, R*¥ my) bedzie wiazka wek-
torowa (nad cialem bazowym R). Struktura metryczna geI'(V* ®r g V*) o sygnaturze (p, N -
p), p€ 1, N -1 istnieje na V wtedy i tylko wtedy, gdy V mozna przedstawi¢ jako sume Whitneya
(3) V=V'erpV"
podwiazek wektorowych:
(V+7 Bvapvﬂ-V rV*')
oraz
(V_a B7 RXN_p7 Ty ly- ) s
przy czym odnosne widkna zadaja wowczas rozktad widkna wigzki V na sume ortogonalng
Vaep @ Vo :V;®Qg<w>v’;
zgodny z teza Twierdzenia Sylvestera o bezwladnosci, tj. taki, przy ktérym

ng({L’) fw >0,

i podwiazki V* sa maksymalne w tym sensie, ze nie istnieje podwigzka wektorowa W* c V o
wlasnosciach

W*2V* A Qg lw+ >0 A Wrex gV =V,
ani tez podwigzka wektorowa W~ c V o wtlasnosciach
W™ 2V A Qe tw- <0 A Viex g W =V.

W takim przypadku podwigazke V* nazywamy maksymalna podwigzka przestrzenng wiazki
V, podwiazke V~ za§ — maksymalna podwiazka czasowa wiazki V.

Dowdd: Zaldézmy najpierw, ze dany jest rozktad i niechaj gr e I'(V* ®g g V*) bedzie rieman-
nowska strukturg metryczng na V skonstruowang w dowodzie Tw.[2] orzekajacego o jej istnieniu.
Postulowana strukture metryczna g o nietrywialnej sygnaturze otrzymujemy, potozywszy

8= 8RIvixgvt ® (“8RMV-xpv-) -
Dowod implikacji odwrotnej wymaga znajomosci ,efektu Higgsa” i dyskusji maksymalnych
podgrup zwartych grupy Lorentza (alternatywne dowody, jak ten pochodzacy od Gilkeya, maja
powazne luki logiczne), wigc pojawi sie w innych okolicznosciach dydaktycznych. O

W kontekscie geometryzacji algebry Clifforda i stowarzyszonych z nia moduléw spinorowych
metryka na wiazce stycznej odgrywa role konstytutywna — determinuje, punkt po punkcie, struk-
ture przestrzeni kwadratowej bedaca punktem wyjscia do konstrukeji odno$nych algebr Clifforda.
Jest przeto nieodzownym zalozyé jej istnienie na danej rozmaitosci, to za$ implikuje pierwsza z
pozadanych redukcji wiazki baz wiazki stycznej:

(FGLTM, B,GL(D;R), e, T ) N (FoTM,B,0(p, D - p;R), M 10 troTar ) -

W nastepnej kolejnosci przesledzimy redukcje odpowiadajaca wyborowi orientacji w TM.

3. REDUKCJA ORIENTACYJNA — I KLASA STIEFELA—WHITNEYA

Dokonamy obecnie geometryzacji algebraicznego pojecia orientacji przestrzeni wektorowej (rze-
czywistej), rozumianego jako wyboér jednego z dwoch roztacznych podzbioréw w zbiorze baz tejze
przestrzeni utworzonego przez bazy powigzane (wzajemnie) odwracalnymi odwzorowaniami linio-
wymi o wyznaczniku dodatnim, przy czym w obecnosci formy kwadratowej, wiec w ograniczeniu
do automorfizméw ortogonalnych, ten ostatni staje sie rowny jednosci. W tym celu rozwazymy
rodzing cig¢ (lokalnych) wigzki reperow ortonormalnych FoV (rzeczywistej) wigzki wektorowej
(V, B,R*N my) wyposazonej w strukture metryczna o sygnaturze (p, N —p), p€0, N,

o; + 0; —FoV
8
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stowarzyszonych z pewnym pokryciem otwartym & = {O;};c; bazy B. Ciaglosé cieé o; oznacza,
ze wszystkie bazy w R*YN otrzymane w obrazie trywializacji lokalnej 7; : wgév(éi) =5 0; x
O(p, N -p;R) z obrazu cigcia 0;(0;) (trywializacja 7; nad O; c O; nie jest a priori indukowana,
przez o;) leza w tej samej spojnej sktadowej grupy ortogonalnej O(p, N — p;R), kazde zatem
dwa punkty obrazu taczy odwzorowanie ze sktadowej spdjnej jednosci tejze grupy, czyli z grupy
specjalnej ortogonalnej SO(p, N — p;R) przy p(N —p) =0, wzgl. z grupy specjalnej ortogonalne;j
ortochronicznej SOg(p, N —p) przy p(N -p) # 0. W punktach z € O;; cigcia lokalne pozostaja w
relacji

O’j(ﬁ) = O’Z(.’L') < ¢F0V(Ui($)7o'j(x)) s

przy czym
drov(oi(z),05(x)) = gij(x) € O(p, N - p;R)

sa tozsame z odwzorowaniami przejécia stowarzyszonymi z trywializacjami lokalnymi wyznaczanymi
przez ciecia lokalne o; w duchu Stw.5-6.3. W $wietle powyzszych uwag naturalna adaptacja
pojecia orientacji staje sie

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Stw. Wiazke wektorowa (V, B,R*Y 7y) (nad cialem bazowym
R) wyposazona w strukture metryczng o sygnaturze (p, N—p), p € 0, N okreslamy mianem orien-
towalnej, ilekroc¢ istnieje taki wybor pokrycia trywializujacego dla wiazki reperéw ortonormalnych
FoV, przy ktérym odwzorowania przejécia FoV przyjmuja wartosci w podgrupie specjalnej orto-
gonalnej SO(p, N-p;R) c O(p, N-p; R). W takim przypadku wiazke zredukowang (wzdtuz injekcji
kanonicznej) nazywamy wiazka reperéw ortonormalnych z orientacja (albo tez wiazka baz
ortonormalnych z orientacja) wiazki wektorowej V i zapisujemy jako

(FsoV, B,SO(p, N — p;R), Treov)

W przypadku p(N -p) # 0 moéwimy o wigzce orientowalnej przestrzennie (wzgl. czasowo),
jesli mozliwa jest jej redukcja wzdtuz injekcji kanonicznej SO™ (p, N-p;R)uP, ,,-SO* (p, N-p;R) c
O(p, N - p;R) (wzgl. SO"(p,N —p;R)uP,, -SO*(p,N - p;R) c O(p, N - p;R)), wprowadzajac
zarazem pochodne pojecie wiazki reperéw ortonormalnych z orientacja przestrzenna
(wzgl. czasowa) lub tez wiazki baz ortonormalnych z orientacja przestrzenna (wzgl. cza-
sowa) wiazki wektorowej V. Wreszcie tez jesli mozliwa jest redukcja wigzki reperow wzdiuz
injekcji kanonicznej SO* (p, N —p;R) c O(p, N -p;R), mamy do czynienia z wiazks orientowalna
czasowo i przestrzenie, a odno$na wigzke zredukowang nazywamy wiazka reperéw ortonor-
malnych z orientacja czasowa i przestrzenna (albo tez wiazka baz ortonormalnych z
orientacja czasowa i przestrzenna) wiazki wektorowej V i oznaczamy symbolem

(Fso+V, B, SO* (p, N - p; R), 7TF50+V) ’

Ilekro¢ wymienione powyzej wlasnosci strukturalne charakteryzuja wiazke wektorowa styczna
nad rozmaitos$cia roézniczkowalng, odnosne okreslenia stosuja sie do tejze rozmaitosci. Mamy za-
tem rozmaitos$é rézniczkowalna orientowalna, rozmaito$é rézniczkowalna orientowalna
czasowo wzgl. przestrzennie oraz rozmaitosé rézniczkowalna orientowalna czasowo i
przestrzennie.

Ogolnego opisu ilosciowego zagadnienia orientowalnosci dostarcza

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Wigzka wektorowa (V,B,R*V 7y) (nad
cialem bazowym R) wyposazona w strukture metryczng o sygnaturze (p, N —p), p € O, N jest
orientowalna (wzgledem tejze struktury) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie pokrycie trywial-
izujace O = {O;}ie; bazy wigzki reperéw ortonormalnych FoV i odnosne trywializacje lokalne
Tt wgéV(Oi) — O0; xO(p, N - p;R), i € I o stowarzyszonych z nimi odwzorowaniach przejscia
gij + Oij — O(p,N —p;R), (4,7) € (IX2)6,, dla ktorych odwzorowania (lokalnie) stale

vij = det(nyogiy + Oy — ZJ2L, (i §) e (I"?)

przyjmuja postacé

(4) Vij = (77j -Invo m) o,
9
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dla pewnych odwzorowan (lokalnie) statych

Dowdd: W $wietle Def. 9-10-11.1 (patrz: postaé odwzorowan przejscia wigzki stowarzyszonej) oraz
Rozdz.9-10-11.1 orientowalnos$¢é V oznacza istnienie pokrycia trywializujacego ¢ i odnosnych
trywializacji 7;, dla ktérych odwzorowania przejscia g;; : O;; — SO(p, N-p;R) c O(p, N -p; R),
a wowczas det(y) gi; =1 1 mozemy potozy¢ n; = 1.

I odwrotnie, majac dane odwzorowania n; : O; — Z/[27Z, i € I, wybierzmy dowolnie odw-
zorowania

hi : O;— O(p,N-p;R), iel

o wlasnosci
det(nyoh; =m;,
ktora pozwala stwierdzié¢, ze odwzorowania
Gij=hi-gij-Invoh; : O;; — O(p, N -p;R), (i,)) € (Ixz)ﬁ

speliaja warunek

det(ny 0 Gij =ni-vij - Invon; =1,
czyli w istocie

Gij + Oy — SO(p, N -p;R) c O(p, N - p;R)..

Na gruncie Tw. 5-6.2 konstatujemy, ze wiazka gléwna zrekonstruowana — wedlug schematu po-
danego w dowodzie Tw. 2-3-4.2 — z danych lokalnych g;; jest izomorficzna z wiazka reperéw FoV.
Rownowaznie mozemy powiedzieé¢, ze stosowna redefinicja trywializacji lokalnych tej ostatniej
pozwala dokonaé redukcji grupy strukturalnej wzdtuz wlozenia kanonicznego

180, N-psr) * SO(p, N =p;R) » O(p,N - p;R),

w rozumieniu Tw.[I] Istotnie, jesli wyjsciowe trywializacje lokalne 7; o odwzorowaniach przejscia
9i; zastapi¢ odwzorowaniami

7o wEéV(OZ-) — 0; xO(p, N-p;R) : 77 (z,9) — (l‘,hi(.’L‘) -g), iel,
to w bezposrednim rachunku — przeprowadzonym dla dowolnych (x,g) € O; x O(p, N - p;R) —
TioT (w,9) = FooT (@ hy(@)- (hi(@) - g)) =Fiom; (2, hy(2) - g)
= To Ti_l oT;0 7']-_1(1:, hj(x)_l ~g) =70 Ti_l(a:,gij(z) “hj (x)_1 -g)
(z,hi(2) - gij () - hj(z)™" - g)
wyznaczymy nowe odwzorowania przejscia

hi(2) - gij(x) - hi(x) ™" = Gij(z) € SO(p, N - p; R).

O

W fizykalnie istotnym przypadku sygnatury mieszanej napotykamy specjalizacje powyzszego wy-
niku ogdlnego w formie

Twierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def. oraz Tw.i niechaj (V,B,R*V 7y) bedzie wigzka

wektorowa (nad ciatem bazowym R) wyposazong w strukture metryczng g € I'(V* @z g V*) o

sygnaturze (p,N —p), p € 1, N-1. Wigzka V jest orientowalna przestrzennie (wzgl. czasowo)

wtedy i tylko wtedy, gdy jej maksymalna podwigzka przestrzenna V* (wzgl. czasowa V™) jest

orientowalna, w szczegolnodci wiec gdy V* (wzgl. V™) spelnia warunki wymienione w tezie TW.
10
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Dowdd: W $wietle dowodu TW. istnienie struktury metrycznej g o sygnaturze (p, N —p) imp-
likuje redukowalnosé¢ wiazki reperéw wzdhuz monomorfizmu

]O(p;]R)XO(N—p;R) : O(pa R) X O(N_pvR) - O(va - D R) : (AvB) — A® Ba

w ktorego zapisie A ® B jest endomorfizmem przestrzeni R*? @ R*NP = R*N, W §wietle Stw. 9-
10-11.2 przesadza to o istnieniu trywializacji lokalnych

T; - W\_Il(@%) i> Ol X (RXP EBRXN_p) = Oz X RXN
wiazki V o odwzorowaniach przejscia
9ij = Oij = Jommy<o(v-p#) (O(p;R) x O(N - p;R)).

Maksymalna podwigzka przestrzenna V* c V dziedziczy tym samym trywializacje o odwzorowa-
niach przejscia

95+ Oij — Jomryxo(N-pr) (O(P;R) x {1x_p}) 2 O(p;R) .

Orientowalnos¢ V* jest rownoznaczna z dalszg redukcja jej grupy strukturalnej jop:r)xo(N-piR) (O(p; R)x
{1 N_p}) do podgrupy izomorficznej z SO(p;R), co ostatecznie pozwala ograniczy¢ grupe struk-
turalng sumy Whitneya V* @x p V- =V do postaci

J0(pR)xO(N-p:R) (SO(p;R) x O(N - p; R))
Jo(mR)x0(N-pi&) (SO(P; R) x (SO(N = p;R) U P, - SO(N - p;R)))
= ]O(p;R)XO(N—p;R)((SO(p; R) x SO(N _pvR)) U (SO(p, R) x P61 : SO(N _pv]R)))

c SO"(p,N-p;R)uP

-SO™(p, N - p;R).

€p+1
Powyzsze rozumowanie bez trudu odwracamy na gruncie Twierdzenia o redukcji grupy struk-
turalnej do maksymalnej podgrupy zwartej (pojawi si¢ w innym kontekscie dydaktycznym), za-
uwazajac, ze maksymalna podgrupa zwarta grupy SO™(p, N - p;R)uP. ., -SO"(p,N - p;R) c
O(p, N - p;R) to (obraz wzgledem wlozenia kanonicznego w grupe O(p, N —p;R) jej podgrupy)
SO(p;R) x O(N - p;R).
Dowod w przypadku maksymalnej podwiazki czasowej przebiega w pelni analogicznie. O

Uwaga 2. Nalezy podkresli¢, ze rodzina odwzorowari lokalnie statych {v;; = det(N)ogij}(i)j)e(lxzh7

zdefiniowanych w tresci Tw. spelnia — dla dowolnych (4,j,k) € (IXS)ﬁ — tozsamos$é

5ijk = (’ij ‘Inv o ;g '%‘j) to,,. = det(n) (gjk “ Oki 'gij) to,,, =det(yy1n =1,

nazywang warunkiem 1-kocyklu. Jest przy tym zupelnie jasnym, ze dla dowolnych odwzorowan
lokalnie statych

tozsamosé powyzsza jest niezmiennicza ze wzgledu na podstawienia
Yig > i - (5 - Tnv o i) bo,, =t vij - 0y -
Otrzymujemy zatem

Whioski 1. llosciowg miarg obstrukcji topologicznej dla orientowalnosci wigzki wektorowej (V, B,

KN my) wyposazonej w strukture metryczng jest nieznikajgca przy dowolnie rozdrobnionym po-

kryciu trywializujacym O klasa zdefiniowanych powyzej danych lokalnych { ~i; = O — Z[2Z }(1’7j)€(1x2>6,
spetniajgcych warunek 1-kocyklu

Yigmyers), © 0vik=1,
11



Metody AiGW w czasach Zarazy — 12.-15. Redukcja, dezorientacja, obstrukcja i prolongacja

wzgledem relacji rownowaznosct
Vs = s 02z Y Yaierd, ¢ Vi =i 0% -
Klase te (w granicy dowolnie drobnego pokrycia oznaczamy symbolem
w1 (V)

i okreslamy mianem pierwszej klasy Stiefela— Whitneya wigzki wektorowej (V, B,K*N y).
W przypadku wigzki wektorowej stycznej nad rozmaitoscig rozniczkowalng, mowimy o pierw-
szej klasie Stiefela—Whitneya rozmaitosci rozniczkowalnej.

Powyzszy wniosek moze (a wrecz powinien) byé¢ Zrodtem glebokiego niedosytu, oto bowiem z
jednej strony zrekapitulowany w nim schemat formalnego opisu obstrukeji dla orientacji (orien-
towalnosci) wigzki wektorowej wydaje si¢ nader adekwatny i precyzyjny, z drugiej jednak — jest
to schemat na pierwszy rzut oka catkowicie niepraktyczny, jak bowiem policzyé¢ interesujaca nas
klase obstrukeji wq (V) ,w granicy dowolnie drobnego pokrycia”? Z niedosytem tym zmierzymy sie
w wyktadzie nastepnym, po zgromadzeniu w ramach naszych studiéw nad redukcjami i prolongac-
jami wiazek glownych wzdtuz homomorfizméw grup strukturalnych bogatszej probki podobnych
struktur, z ktérej bedziemy mogli wywiesé¢ ujawniajacy sie tu na prawach inspirujacego przyktadu
0g6lny schemat kwantyfikacji obstrukeji dla istnienia rozmaitych geometryzacji i klasyfikacji geom-
etryzacji nieréwnowaznych w okolicznosciach znikania tejze obstrukcji. Schematu tego dostarczy
tzw. kohomologia Cecha stowarzyszona z pokryciem otwartym rozmaitosci. Relacje wiazace ja z
innymi znanymi typami homologii (np. kohomologia de Rhama i homologia singularng) oraz pewne
podstawowe twierdzenia z dziedziny algebry homologicznej dostarcza nam jesli nie przekonania,
to z pewnos$cia silnej nadziei na policzalnosé¢ fizykalnie istotnych klas i grup w kohomologii, a za-
tem takze — na konstruktywnosé zaproponowanego tu opisu. Tymczasem zajmiemy sie wygodnym
przeformutowaniem dotychczasowych wynikow.

Pojawienie si¢ wyznacznika odwzorowan przejscia w naszej dyskusji zagadnienia orientowalnosci
wigzki wektorowej sugeruje bezposredni zwigzek tego pojecia z geometryzacja innego (réwnowaz-
nego) algebraicznego modelu orientacji, jakiego dostarcza konstrukcja wyznacznika na przestrzeni
wektorowej K*¥, modelujacej wtokno wiazki V, czyli (dowolnego niezerowego) elementu A €
AN (K*N)*. Jesli teraz przywolac¢ procedure — opisana w Rozdz. 9-10-11.1 — rekonstrukeji wiazki
wektorowej jako wiazki stowarzyszonej z wiazka reperow, a procedura ta dziala takze w przy-
padku zredukowanej grupy strukturalnej (patrz: TW., to widzimy, ze mozliwo$é ograniczenia
sie do odwzorowan przejscia z SO(p, N — p;R) c O(p, N — p;R) c¢ GL(N;R) dotyczy w jednakim
stopniu wiazki wektorowej V i jej wiazek reperow: FoV oraz FapV. Zaczniemy od wprowadzenia
potrzebnego obiektu geometrycznego.

Definicja 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Wiazka wyznacznikowa wiazki wektorowej
(V,B,K*N 7y) (nad K) o bazie B i odwzorowaniach przejscia g;; : O;; — GL(N;K) sto-
warzyszonych z pokryciem trywializujgcym {O;}ier to dowolna wigzka wektorowa

(det V7 Ba K7 ﬂ'detV)
izomorficzna z wiazka zrekonstruowana, w rozumieniu Tw. 2-3-4.2; z danych lokalnych

g?jct =det(nyogi; + Oy — K.

Wiazke wyznacznikowa otrzymujemy chociazby w procedurze topologizacji sumy roztacznej nad
baza B > x wlokien postaci

(detV), = A"V,

w zgodzie z interpretacja tejze wiazki jako geometryzacji konstrucji wyznacznika na przestrzeni
wektorowej.
Majac niezbedny obiekt geometryczny, mozemy juz wystowié¢ oczekiwane

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. il Wiazka wektorowa (V,B,R*V 71y) (nad cialem
bazowym R) wyposazona w strukture metryczng g jest orientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jej
wiazka wyznacznikowa detV ma nigdzie nieznikajace globalne cigcie.

12
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Dowdd: Wynika wprost z definicji wiazki wyznacznikowej przedstawionej i wezesniejszej dyskus;ji.
O

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def. il Orientacja na wiazce wektorowej (V, B,R*VN y)
(nad cialem bazowym R) wyposazonej w strukture metryczng o sygnaturze (p, N -p) i wzgledem
tej struktury orientowalnej to wybor podwiagzki zredukowanej (w rozumieniu Def.

FsoV c FOV
wzdtuz wlozenia kanonicznego

J50(pN-pir) * SO(p, N =p;R) » O(p, N - p;R)

lub — réwnowaznie — wybér nigdzie nie znikajacego globalnego cigcia wiazki wyznacznikowej
det V. Wiazke orientowalna z wybrana orientacja okreslamy mianem wiazki wektorowej zori-
entowanej.

W szczegblnosci orientacja na rozmaitosci rézniczkowalnej orientowalnej to orientacja na
jej wiazce stycznej, a rozmaitos¢ z wyborem orientacji to rozmaitosé zorientowana.

Analogicznie okreslamy orientacje przestrzenna oraz orientacje czasowa na wigzce wek-
torowej i na rozmaitosci.

Uwaga 3. Wiazka wyznacznikowa detV jest wiazka liniowa, przeto warunek orientowalnosci
wiazki wektorowej V wystowiony w Stw.[3] jest w Swietle Stw. 2-3-4.4 tozsamy z warunkiem glob-
alnej trywialnosci det V. Przy tym pojawiaja sie naturalnie dwie roztaczne klasy abstrakcji nigdzie
nieznikajgcych cig¢ detV (tj. orientacji) wzgledem relacji dyfeotopijnej réwnowaznosci, ktora
definiujemy, jak nastepuje: nigdzie nieznikajace ciecia o, : B —> det V \ Ogetv(B) c detV, a €
{1,2} sa rownowazne, jesli istnieje gtadkie odwzorowanie

h. : [0,1] x B— det VN Ogetv(B) : (t,2) — he(x)
o wlasnosciach
ho =01 AN h1 =09.

Nalezy podkresdlié, ze przeciwdziedzing h. jest wiazka wyznacznikowa z wyjetym cieciem zerowym,
kazde wigc z odwzorowani h; : B —> det VNOgerv(B), t € [0, 1] jest nigdzie nieznikajacym cigciem
(globalnym) detV. Obecnos¢ dwoch nierownowaznych klas orientacji na V objawia si¢ takze
bezposrednio w opisie lokalnym przedstawionym w tezie i dowodzie Tw.[d] o czym przekonamy si¢
obecnie. Niechaj 7; : 3k y(O;) —5 0; xR, i€ bedzie rodzing trywializacji lokalnych wiazki
wyznacznikowej stowarzyszonych z trywializacjami lokalnymi wiazki reperéw ortonormalnych o
(zredukowanych) odwzorowaniach przejscia g;; : O;; — O(p, N —p;R). Odwzorowania przejscia
dla tej rodziny trywializacji przyjmuja znajoma postaé

T; OTj’l 0y xR O (z,r) — (x,’yij(x)-r),

przy czym — zgodnie z wprowadzong wczedniej notacja —
Yij = det(N) ogij + O — 7/27.

W swietle Stw. 2-3-4.4 istnienie trywializacji 7; jest réwnoznaczne z istnieniem cie¢ lokalnych,
ktore konstruujemy wedtug przepisu podanego w dowodzie tegoz stwierdzenia,
D O —detV @z 77 (z,1).
Zalozenie o orientowalnosci V daje nam do reki rodzing odwzorowan lokalnie statych n; : O; —
Z[27Z, i € I o wlasnosci , ktorych mozemy uzy¢ do zdefiniowania nowych cieé¢ lokalnych

o,

3

A

i

=0, -Invon;, iel.

Bez trudu przekonujemy sie, ze te ostatnie sa ograniczeniami ciecia globalnego, o ktorym jest
mowa wyzej, oto bowiem w dowolnym punkcie x € O;; zachodzi réownosé

Fr(2) = m(2) 7 r (@) = () (v (2)) = 0y () () -7 (2, 1)
13
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= mi(e) N (2 1) =55, (2).

W wyborze danych trywializujacych (globalnie) {;};cr ogranicza nas jedynie warunek , przeto
dowolne dwie rodziny takich danych: {n{*}ier, o€ {1,2} spelniaja warunki

(77]2' -Invon?)[oij =%ij = (77J1 'Invonil)roij v () e (IX2)6’ ’
z ktorych dla odwzorowan
Aj=n?-Tavon! @ O — ZJ2Z
wyprowadzamy warunek 0-kocyklu
Ve, ¢ 005 = (A Invo Aj)lo,, =1.
Odwzorowania te sa zatem ograniczeniami odwzorowania gladkiego
A : B—17Z/27, Atp, = Ay,

czyli statego na spojnych sktadowych bazy (tj. w istocie nalezacego do Z/2ZI™ Pl adzie |mq(B))
jest liczbg spojnych sktadowych B). Zauwazmy, ze przejsciu

n— A- nil , tel
towarzyszy (globalna) transformacja znaku skonstruowanego powyzej ciecia globalnego,

~ 1 o~ ~
Or, — A5, = AT,

przy czym ilekro¢ A = -1 otrzymujemy tym sposobem cigcie dyfeotopijnie nieréwnowazne (w sen-
sie sprecyzowanym wczesniej) z wyjSciowym, reprezentujace nieréwnowazng wyjsciowej orientacje
na V.

Nasze rozumowanie podsumowujemy w ponizszym

Whioski 2. llosciowg miarg swobody nieréwnowaznych wyboréw orientacji na (orientowalnej)
wigzce wektorowej (V, B,R*N my) wyposazonej w strukture metryczng g e I'(V* ®r g V*) o syg-
naturze (p, N—p), pe0,N jest okreslona nad dowolnie rozdrobnionym pokryciem trywializujgcym
O rodzina danych lokalnych { A; : O; — Z[2Z }ier spetniajgcych warunek 0-kocyklu

v(i,j)e(IXZ)ﬁ : (SA” =1.

Relacja miedzy dowolnymi dwiema orientacjami na V, rozumianymsi jako redukcje wigzki reperow
ortogonalnych FoV wzdtuz wtoZenia kanonicznego jsop N-pr)y @ SO(p, N —p;R) — O(p, N -
p;R) o zdefiniowanych w dowodzie Tw. danych lokalnych { by : O — O(p, N —=p;R) }ier, €
{1,2}, jest ustalana przez (stosowne) dane lokalne A; wedtug schematu

det(N) o h2 = A 'det(N) o hl ,
przy czym klasy orientacyi wigzki V sq okreslone jako klasy abstrakcji relacji réwnowaznosci
h2~shl == Al=det(yyoh?-Invodet(yyoh! =1.

Nasze rozwazania doprowadzity nas do momentu, w ktérym — o ile tylko pierwsza klasa Stiefela—
Whitneya wi(TM) danej rozmaitosci metrycznej (M, g) znika — mozemy dokonac¢ redukcji wigzki
baz wiazki stycznej wedle schematu

(FGLTM, B,GL(D;R), e, T1) N (FsoTM, B,SO(p, D - p;R), T Tar o Tar ) -

Stajemy przed ostatnim wyzwaniem: ,przedtuzenia” otrzymanej tym sposobem wiazki baz zorien-
towanych ortonormalnych wiazki stycznej wzdtuz nakrycia uniwersalnego .
14
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4. PROLONGACJA WZDELUZ ROZSZERZENIA CENTRALNEGO — OBSTRUKCJI I KLASYFIKACJA

Stosownej formalizacji koncepcji ,przedtuzenia” wigzki gtownej wzdtuz nakrycia (uniwersalnego)
dostarcza nam

Definicja 7. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj I' bedzie przemienng grupa dyskretna,
G, G za$ — grupami Liego, dla ktorych okreslony jest krotki ciag doktadny grup

czyniacy z trojki (G, Jr, @) dyskretne rozszerzenie centralne grupy G przez grupe I', przy czym
zaktadamy, ze epimorfizm @ jest submersywnym nakryciem topologicznym. Prolongacja wiazki
glownej (Pg, B, G, 7p,) wzdluz rozszerzenia centralnego (G,sr,¢) (albo G-struktura na
wiazce gltownej (Pg, B, G, mp,)) nazywamy pare

((Pg, B,G,mey,), (®,ids, ?))
ztozona z

e wiazki gléwnej (P@B,@,m)@);
e morfizmu wiazek gtéwnych

((I)7idB7§5) : (P@,B,G,Wpé)—>(PG,B7G,7TPG)-
Prolongacje ((P%, B,G, ﬂp%), (Dy,idp,P)), « € {1,2} nazywamy réwnowaznymi, ilekro¢ ist-
nieje izomorfizm wigzek gtownych
(\PaldB7ld@) : (Pé,B,G77Tp1@)—:—’(P%,B,G,Wpé).
Stosownej kwantyfikacji obstrukeji dla prolongacji dostarcza

Twierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def. Prolongacja wigzki gtownej (Pg, B,G,7mp,) wzdluz
rozszerzenia centralnego (G, jr, @) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie pokrycie trywia-
lizujace & = {O;}icr bazy tejze wigzki, z ktorym stowarzyszona jest rodzina odwzorowan lokalnie
gtadkich

B 0 05 — G, (i,§) e(I"?),
o wlasnosciach — zapisanych dla dowolnych (4,7) € <I XQ) o

Fji = Inv o 75

Vier * i = €g
oraz
Do%ij = Gij »
gdzie g;; : O;; — G sa odwzorowaniami przejscia wiazki Pg stowarzyszonymi z pokryciem O,
i takich, dla ktorych sa okreslone odwzorowania lokalnie stale

Yij + Oy —gr(L),  (i,5) € (IXQ)ﬁ
spelniajace warunki:
Vier * Vi =eg, Vi ey, Vi =Invoey;
oraz

Y (ij k)e(r3), (Fjk - Inv 0 Fir, - 75 b, = (vik - Inv o vir, - i) PO -

Dowdd: Zalozmy, ze istnieje prolongacja ((P@,B,@,m:a), (®,idp,$)) wiazki (Pg, B,G,7mp,) i
oznaczmy jako 7. (wzgl. r.) dzialanie definiujace grupy strukturalnej G (wzgl. G) na pierwszej
(wzgl. drugiej) z tych wiazek. Wybrawszy trywializacje lokalne: 7 : w;é((’)i) — 0;xG o

odwzorowaniach przejscia G;; : O;; — G (dla wiazki Pg) oraz 7; : w;é((’)i) =50, %G o
15
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odwzorowaniach przejscia g;; : O;; — G (dla wiazki Pg), stowarzyszamy z morfizmem @ jego
dane lokalne

hi : O — G, i¢el,
ktore w analogii do (dowodu) Tw. 5-6.2 definiujemy, jak nastepuje:
T, 0® oﬁ-‘i‘l(x,ea) = (x, hl(x)) , €0;.
Powyzsza definicja prowadzi do tozsamosci, zapisanej dla dowolnego elementu ¢ € G, a wynikajacej
z G-ekwiwariantnosci 7; i ® oraz G-ekwiwariantnosci 7;,

Tio®oT (z,9) = To®oT 0T (x,6q) =Tiorgg) o PoT (x,65)
= (idp xpg) oo ® o7 (v, ¢5) = (idp x 95, ) (v, hilx))

= (I»hi(m) ‘G @(9)) ’
na podstawie ktérej bez trudu wyprowadzamy zwiazek pomiedzy odwzorowaniami przejécia obu
wigzek (nad x € O;;),
(z,hi(z) - §oTij(x))

—~

T,0® Oﬂ_l(l‘,/g\ij(l‘)) =1,0Po0 7'14_1 o (7—‘1 o?j_l)(x,ea)

Tio®oT;(x,eq) = (TiOle)OTj o®oTj(x,eq)

= 7'7;07']»_1(.')37hj(.’17)) = (,’L‘7g”($)G h](‘r))7
czyli
(5) gogij(x) = hi(x)™ q gij(x) @ hj ().
Ustalmy dowolne ciggte (wzgl. gladkie) przeciwobrazy h; + ©; — G odwzorowari h;,

@Oﬁi = hz s 1el.

Ich istnienie gwarantuje Tw.2-3-4.1, ktore zapewnia, ze kazdy punkt w G ma pewne (spdjne)
otoczenie otwarte, na ktorym jest okreslone gtadkie ciecie lokalne, zatem mozemy zawsze tak
dobraé¢ (rozdrobni¢) pokrycie trywializujace €, izby ciagle obrazy jego elementéw wzgledem od-

wzorowan h; zawieraly sie w rzeczonych otoczeniach elementow grupy G. Wybor przeciwobrazow
h; pozwala nam przepisa¢ wyprowadzona wczesniej relacje w postaci

~(T o T -1
@(hi(x) g Fij(x) g hi(x)™") = gi;(2),
z ktorej jasno wynika, ze odwzorowania (lokalnie) ciggte (wzgl. gladkie)
spelniaja warunki wymienione w tezie dowodzonego twierdzenia przy wyborze
Vg2, © i =eg (D).

Odwracajac tok rozumowania, przyjmijmy, ze dane sg trywializacje lokalne 7 : w;(l; (0;) —
0; xG, i€l wigzki Pg o odwzorowaniach przejscia g¢;; : O;; — G, (4,7) € <IX2)0 wraz ze
stowarzyszonymi z nimi odwzorowaniami 7¥;; oraz +;; jak w tezie twierdzenia, a wtedy mozemy
zdefiniowa¢ odwzorowania

(7) Fij =i - Invo i =750+ Oy — G, (i,5) € (Ixz)ﬁ
ktore wobec relacji Ker @ = gr(I") spelniaja tozsamosci

PoTij =P oNij = Gij »
a nadto — w konsekwencji inkluzji jr(T') ¢ 2°(G) - takze

(Fjx - Inv o Fik - Fiz) to, = (Fjk - Inv o Tk, - 7)) to,,, - v o (Vi - Inv o yik - vij) Lo,
= ea s
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Rodzina {7i;}(i jye(r=2), definiuje przeto —na mocy Tw. 2-3-4.2 — wiazke gléwna (Pg, B, G, [pr;])

o grupie strukturalnej G, przestrzeni totalnej

Pa=(LJ(0i xG))/..

i€l
i odwzorowaniach przejscia 7;; stowarzyszonych z trywializacjami lokalnymi [7;] zdefiniowanymi
w dowodzie tegoz twierdzenia. Na rozmaitosci Pz mozemy przy tym okresli¢c odwzorowania
lokalnie gladkie
—~ idpx® 781
e

@, : [pr,]7(0) 5 0, x G 0xC Lm0, el

odwzorowujace widkna Pz we wldkna Pg w sposob jawnie G-ckwiwariantny, o czym przekonu-
jemy sie nad dowolnym punktem x € O; i dla dowolnych elementow fq\,’ﬁ € G,

o ([(2 D] g B) = @([(2.0.9:aM]) =78 (2,835 D))

(2, 2(3) 0 2(R)) = 7 (2. 2(9)) v 2(F)
q)z([(:cala/g\)]) <]PG (ﬁ(’ﬁ) :

Fatwo przekonujemy sie, ze odwzorowania te okreslaja odwzorowanie globalnie gladkie

[OJ P@—>PG

o ograniczeniach
Ol (pr,)-1(0:) = Pis
albowiem dla dowolnych z € O;; i Ge G zachodzi ré6wnosé

;([(z,4,9)]) = @i([(2,5.55(x) g D]) =77z, PoFji(2) ¢ B())

7 (2,95(0) 0 8(@)) = 777 (2. 8(3)) = 2i([(2.1.9)]).
Jest zatem @ postulowanym morfizmem wigzek gtownych. O

Uwaga 4. Zauwazmy, ze kazda rodzina odwzorowann {7;; } (i, j)e <2y, 0 wlasnosciach

Vagperay, * (PeF=gi; A Fji=Invody )
oraz
Vier * %ii = €g
spelnia — dla dowolnych (4,7, k) € (IX‘D’)ﬁ — warunki
Do Tk -InvoFu - Fig)lo,,, = (Do) (FolnvoFy) - (FoFij)lo,,

gk -Invo g - gi5 = ec

ktore wobec zatozeri poczynionych w odniesieniu do epimorfizmu @ implikuja
v(i,j,k)E(IX?’)ﬁ : @ijk = :Y\jk -Inv Olf%k ':Y\ij : Oijk —_— Ker@: Imagejp = ]F(F) .
7 racji inkluzji jr(I') ¢ 2(G) otrzymujemy zatem — dla dowolnych (i, 7, k,1) € (IX4)6, — tozsamosé

SWijp = (@jr1 - (Inv o Dypy ) - Dygy - (Inv o @yj,)) o

A5 Fik) - P T ue) - G- i Fig) - Fgi - Fie - Tng)) Yo

= (e A A) - G35 Fine) - Fjo - Fi i) - T - ik T )) L0y

A it Fig - ik Fje- T - Fig) - T - Vi - Tri) ) 015
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= (Fwi T - A - i) - T Fiwe = Fej) "%k)?o”kl =eq,
okreslang mianem warunku 2-kocyklu. Stwierdzamy bez trudu, ze tozsamos$é¢ powyzsza nie
zmieni sie, jesli wybrawszy dowolne odwzorowania lokalnie state

ij =Invoy; + O — gr(T),
dokonamy w niej podstawienia
By — Dign - (i - (InV 0 i) - Yz PO = Wijk - SYiji -
Topologia nakrycia @ zapewnia istnienie lokalnie gladkich podniesiei 7;; odwzorowan przejscia

gij, przy czym (peina) swoboda wyboru podniesienia jest opisywana przez powyzsze podstawienia,
mozemy wiec — w Swietle Tw.[6] - wyciagnaé¢ z naszych dotychczasowych rozwazan nastepujacy

Whnioski 3. IloSciowg miarg obstrukcji topologicznej dla istnienia prolongacji wigzki gtownej
(Pg,B,G,mp,) wzdtuz rozszerzenia centralnego (G, jr,¢) jest nieznikajgca przy dowolnie roz-
drobnionym pokryciu trywializujacym O klasa zdefiniowanych powyzej danych lokalnych { @;;5, :
Oijr — gr(I) }(Lj,k)E(IXS)(f, spetniajgcych warunek 2-kocyklu
Y igkle(ray, ¢ ODijk = €g
wzgledem relacyi réwnowaznosci
W2~ WL =
=2 =1 F
3 gy =Tnvorsy; : Oj—sgr(T) Fonre(r2) Viigkyers), © Wi = Tyjp, - Oih -
Klase te (w granicy dowolnie drobnego pokrycia) okreslamy mianem klasy obstrukcji dla ist-
nienia prolongacji wigzki gtownej (Pq,B,G,mp,) wzdtuz rozszerzenia centralnego (G, jr, ).

Ilekro¢ wprowadzona powyzej klasa obstrukeji dla istnienia prolongacji jest zerowa, precyzyjnej
kwantyfikacji dostepnej swobody wyboru prolongacji dostarcza

Twierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def. Niechaj ((P%7B7G,7rp%), (Po,idp, @), a € {1,2}
beda prolongacjami wiazki glownej (Pq, B,G,mp,) wzdluz rozszerzenia centralnego (G, r,¢)
i niech g5 : O;5 — G, (i, j) € (I X2> » beda odnosnymi odwzorowaniami przejscia stowarzy-
szonymi z trywializacjami lokalnymi 7% : ﬂ,}é (0;) — 0; x G, i e I nad wspolnym pokryciem
trywializujacym & = {O; };cr. Wowezas istnieja odwzorowania lokalnie gtadkie

7{1- 0, — G, 1el
i odwzorowania lokalnie stale

Yij ¢+ Oy — gr(I)

spelniajace dla dowolnych indeksow (i, j,k) € (I X?’) » Warunek 1-kocyklu

(k- ik - %ii) Yo = €a
ktore ustalaja relacje pomiedzy odwzorowaniami przejécia w postaci
(8) Gy =i~ (hi- 9y - Involy)to, . (i) € {I°%),, .

I odwrotnie, kazda rodzina odwzorowan gtadkich @?j pozostajaca w powyzszej relacji z odwzo-
rowaniami przejscia Zjilj ustalonej prolongacji dla pewnych odwzorowan Ry i vi; spelniajacych
wymienione wczedniej warunki okresla prolongacje o odwzorowaniach przejscia tozsamych z ’g‘?j.

Prolongacje o odwzorowaniach przejscia 'g‘}j i 'g‘fj sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje takie pokrycie & (wspol)trywializujace odnosne wigzki Pé i P%, w ktorym relacja
jest spetniona dla

Yij = (nj-Invoem)to,, (i,4)e(I?),
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gdzie
n : O — (), i€l

sa pewnymi odwzorowaniami lokalnie stalymi.

Dowdd: Niechaj g% : Oy — G, (i,4) € (%), a€{1,2} beda odwzorowaniami przejscia
wiazek gtéwnych P%, a € {1,2} wyznaczajacych prolongacje wigzki gléwnej P i niech
(9) A5 =he g - Invoeh§ : 0 — G
beda odwzorowaniami, o ktérych mowa w TW.@ stowarzyszonymi z nimi zgodnie z Réwn. (@
Jako ze

Po (7 Inv o) =@y - Goluv o, = PoF; - Invo PoTy; = gij - Invo gi; = e,
a przy tym Ker @ = Image jr, przeto z powyzszej rownosci wynika istnienie odwzorowan lokalnie
statych

%’1]-2 2 Oy —gr(M), (1,5) € (IX2>5

o wlasnosci

=2 _ 12 1
Yij = Vi; Vij -

Na jej podstawie wyprowadzamy — w zapisie Uwagi 7 tozsamosé (por.: dowod TW.@

512 _
0Yijk = €g -

Przywotawszy definicje @[), ustalamy postulowana relacje

-2 _ T2 2 T2 _ 12 T2 o1 T2
Gi; = Invohi -7y -hi=~; -Invohi -7 hj

(3

’yilf . (Inv 07512 ﬁl) . (Inv O/E% 7}7111 7{]1) -Invo (Inv 0723 /ﬁjl)
= %-1j2 . (Inv o’h\l2 7;21) ’g‘llj -Inv o (Inv o’ﬁ? ’ﬁjl) ,
w ktorej identyfikujemy odwzorowania

T T2 71 _ 12
hi =Invo hi-h;, Yij = Vij

o pozadanych wlasnosciach.
Nastepnie przypusémy, odwrotnie, ze sa dane odwzorowania h; i 7;; o wtasnosciach wypisanych
w tresci dowodzonego twierdzenia, ktoére w potaczeniu z odwzorowaniami przejécia Q‘ilj wiazki

gltownej Pé zadajacej prolongacje wiazki Pg definiuja odwzorowania ’g‘?j = Yij - (751 ’g“llj -Inv o

’ﬁj), (i,7) € <IX2>6. Te ostatnie spelniajg warunek 1-kocyklu — dla dowolnych (4,7, k) € (IX?’)ﬁ -
5’9}2% = S’yijk . (7;] -5’g‘i1jk -Inv o/ﬁj) to =€g- (7{] eg - Inv OEj) o = €as

zatem okreslaja — na mocy Tw.2-3-4.2 — wiazke gléwna (P%, B, G, [pr;]) o grupie strukturalnej

G, przestrzeni totalnej

P%} = (LJ(0: G))/Na2

iel
i odwzorowaniach przejscia ’y‘?j pomiedzy trywializacjami lokalnymi [7;] wskazanymi w dowodzie
tegoz twierdzenia. Niechaj h! : O; — G, i € I beda danymi lokalnymi morfizmu prolongacji
Py PlG —> P¢g okre$lonymi w $cistej analogii do Réwn. , tj. poprzez réwnosci
—~ 1
Pogy = (Inv o h; 'gij'hj)roij )
a wtedy uzywamy odwzorowan

hlm::h}{nvo(ﬁo’ﬁi 10, — G, iel,
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aby na przestrzeni totalnej P% zada¢ odwzorowania lokalnie gltadkie

[Ti] e idBXAgthOfﬁ T‘G71
®; ¢ [pr;]71(0)) 0;xG L 0ixG Ll (0), el

odwzorowujace wlokna P% we wlokna Pg w sposéb jawnie G—ekwiwariantny, czego dowodzi

bezposredni rachunek, wykonany nad dowolnym punktem x € O; i dla dowolnych elementéw
g,h € G,

@z([(x,z,’g‘)] QP@ 7{) = @Z([(mal?/g\a E)]) = TiG_l('r’ hllz('r) ‘G s/5(/9\672))
787 @0 (@) ¢ 8(@) ¢ P(R)) = 777 (2. hi?(2) ¢ B(9)) <pe P(R)
®;([(2,7,9)]) <pe 2(R)-

O istnieniu odwzorowania globalnie gtadkiego

o P@—>PG

speliajacego warunki
Pl pr,1-1(0:) = Pi
przesadza bezposredni rachunek, przeprowadzony dla dowolnych z € O;;, (4,7) € <I XZ) o 1TJE G:
= 77 (o0 (2) ¢ Poghi(e) ¢ P@))
70 (@ by (2) ¢ Py ()" g hy(2) g Tja(a) g hi(2) ") ¢ B())
= 77 N2, b (@) ¢ hj (@) gii(@) q hi (@) ¢ B(hi(z) ™) ¢ B(9))
= 77 @b (@) ¢ P(hi(2) ") ¢ §(@)) =77 (2, hiP(2) ¢ 2(7))

Wraz z podang wczeéniej definicja wiazki gtownej Pz morfizm ten okresla poszukiwang prolongacje
wiazki Pg.

Na zakoriczenie zajmiemy sie opisem lokalnym prolongacji (nie)rownowaznych. Niechaj wiec
P%, a € {1,2} beda dwiema wigzkami gléwnymi wspoldefiniujgcymi prolongacje wiazki Pg, o
odnosnych odwzorowaniach przejscia gj; : O — G, (i,7) € (IXQ)ﬁ, przy czym zatozymy, ze

J
G
J

istnieje morfizm wiazek gtéownych ¥ : Pla — P% pokrywajacy identycznos¢ na bazie. W $wietle
Tw. 5-6.2 dane lokalne h; : O; — G, 1 € I takiego morfizm zadaja relacje miedzy odwzorowaniami
przejscia w postaci

’g\?j = (7;2 Gﬁzlj G InVO’Hj)foija (Zvj) E(IX2)6>
to jednak oznacza, ze dla dowolnej pary (i,7) € (I*?), mamy
Yij = €gq
i mozemy polozy¢
ni=egeyr(l), iel.

Odwracajac bieg rozumowania, rozpatrzmy pare prolongacji o odwzorowaniach przejscia po-
wigzanych relacja (8), w ktorej odwzorowania lokalnie stale ~;; = (n;-Invomn;) to,,» (i,7) € (IX2)ﬁ
sa wyznaczane przez takiez odwzorowania 1; : O; — jr(T), i € I. Wykorzystujac inkluzje
gr(T) ¢ Z(Q), przepisujemy Rown. (8) w postaci

;= (v on; - ki) - gy - Tnv o (Inv o - 1) ) o,
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z ktorej odczytujemy — ponownie w odwolaniu do Tw.5-6.2 — dane lokalne morfizmu wigzek
glownych
%ﬁ:lnvom»ﬁi :Oi—>@, tel.

Teza Stw.5-6.4 przesadza, ze jest to w istocie izomorfizm, i tym samym zamyka dowod. O

Uwaga 5. Nalezy odnotowaé, ze skwantyfikowana w powyzszym twierdzeniu w Réwn. SWO-
boda redefinicji odwzorowan przejscia fq‘ilj w wigzce gtéwnej Pz okreslajacej prolongacje wiazki
wyjéciowej Po obejmuje wszelkie wybory dowolne, przed jakimi stawia nas procedura prolongacji.
Istotnie, uwzglednia ona mozliwoé¢ przetransformowania wigzki Pz wzdluz dowolnego morfizmu

wiazek gtéwnych o grupie strukturalnej G,

jq\ilj i—>7l\i"g\i1j'IHVO’Ej, 7;2 : Ol —>G,
zmiany wyboru podniesienia odwzorowan przejscia na Pg zgodnej ze struktura rozszerzenia cen-
tralnego,

-1 -1
Gij = %ij " Gij» Vi + Oig —r(D),
a nawet — spojnie ze Stw. 5-6.4 — mozliwo$¢ przeksztalcenia wzdluz dowolnego morfizmu wyjsciowe;j
wiazki gtéwnej Pq.
Wreszcie tez na zakoriczenie warto podsumowaé wyniki naszych dociekari w formie
Whioski 4. Ilosciowg miarg swobody nierdwnowaznych wyboréw prolongacji wigzki gtdwnej (Pa, B,
G, mp) wzdluz rozszerzenia centralnego (G, jr,p) jest okreslonych nad dowolnie rozdrobnionym

pokryciem trywializujgcym O grupa przemienna klas zdefiniowanych w Tw.[] danych lokalnych
{7 + Oy — () }(i7j)5<1x2)”, spetniajgcych warunek 1-kocyklu

Y (agmers), Ok = eq,
wzgledem relacji réwnowaznosci
2 1 ) 1 s
Yo~s - El{ ni ¢ Oj—gr (L) }ier V(@j)e(p@)ﬁ Y = (5772] .
Grupe te (w granicy dowolnie drobnego pokrycia) okreslamy mianem grupy klasyfikujacej pro-

longacji wigzki gtownej (Pq, B,G,7mp.) wzdtuz rozszerzenia centralnego (G, jr, ). Zbior klas
réownowaznosci prolongacji jest grupy tej torsorem.

DODATEK A. KROTKIE I TROCHE DLUZSZE CIAGI DOKLADNE GRUP
Niechaj G bedzie grupg, H c G za$ — jej podgrupa normalng (tj. taka, ktora spetnia warunek
Vgec + Ady(H) c H), i niech jg : H — G bedzie wlozeniem kanonicznym, a ng/g @ G — G/H
— rzutem kanonicznym na grupg ilorazowa. Para homomorfizméw (ju, 7 m), ktora zapiszemy w
postaci

-2 2%, /e
spelia oczywista relacje
Ker mq/p = Image 1 ,

wyrazajaca klasyczne utozsamienie pomiedzy dzielnikami normalnymi grup a jadrami homomor-
fizméw tychze. Jej naturalng abstrakcje opisuje

Definicja 8. Niechaj G,, a € {1,2,3} bedzie trojka grup i niech x5 : Gg — Ggi1,8 € {1,2}
bedzie parag homomorfizméw grup. Piatke

Gl X1 G2 X2 G3
nazywamy ciagiem dokladnym (grup), jezeli

Ker x2 = Image x; .
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Ogolniej, rodzina grup i stowarzyszonych homomorfizmoéw opisana diagramem
X1 X2 Xn-1
Gy Go X G

nosi miano ciggu doktadnego, jesli

Vkem : Ker xx+1 = Image xy. -
Krotki ciag dokladny to ciag doktadny szczegolnej postaci
1—>G1LG2LG3—>17
w ktorym (1 jest grupa trywialng i) spelniona jest koniunkcja warunkow:
(1) x1 jest monomorfizmem;
(2) x2 jest epimorfizmem;
(3) Ker xz = Image x1.
Trojke (Ga,x1,Xx2) nazywamy wtedy rozszerzeniem grupy Gz przez grupe Gi. Przy tym

ilekro¢ Image x1 ¢ Z°(Gs2), moéwimy o rozszerzeniu centralny (mozliwym wtedy tylko, gdy
G; jest przemienna).

Przyklady 1. Niechaj G bedzie dowolng grupa, H ¢ G za$§ — jej dzielnikiem normalnym.
Woéwcezas diagram

(10) 1—H 2 i —1

zadaje krotki ciag doktadny, zwany normalnym ciagiem dokladnym. Waznym przyktadem
takiego ciagu jest

- TR/27Z
1— 277 275 R !

R/27Z — 1.
Wobec oczywistej relacji
Kere" = 277
wypisanej dla epimorfizmu grup e" : R — U(1) : 7+~ e'”, otrzymujemy izomorfizm
R/277Z =2 U(1),
ktorego istnienie pozwala przepisaé powyzszy normalny ciag dokladny w postaci powszechnie
spotykanej w literaturze, tj.
1—27Z—R—TU(l)—1.
Ciagi dokladne grup odgrywaja istotna role w algebrze homologicznej. Ponizej zademonstrujemy
ich przydatno$é i naturalnosé w opisie struktury nader powszechnie stosowanej w matematycz-
nym modelowaniu zjawisk (w szczegdlnosci w kontekscie opisu symetrii uktadow fizykalnych),
a stanowiacej naturalne uogolnienie struktury produktu grup. Azeby zrozumieé¢ wlasciwie sens
owego uogoblnienia, przeformutujemy definicje produktu pary grup (Gi,Gs) przy uzyciu stosownego
krotkiego ciagu dokladnego, a mianowicie:
1—>G1J—1>G1XG2&>G2—>1,

w ktorego zapisie 31 @ Gy — Gy x Gy : g1 —> (¢1,€2) jest zanurzeniem kanonicznym.
Zauwazmy, ze w tym przypdku istnieja homomorfizmy grup p € Homarp(Gi1 x Ga,G1) oraz
o € Homgrp (G2, G1 x G2) o wlasnosciach

poy =idg, , pryoo =idg, .
Sa nimi odwzorowania
p=pry 2 GixGy— Gy (91,92) — 4
oraz
0=72 1 Go—G1xGa 1 gar—>(e1,92).
1Rozszerzenia centralne grup odgrywaja istotna role w (kwantowo)mechanicznych i teoriopolowych realizacjach

symetrii.
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Powstaje naturalne pytanie o pojemnosé strukturalna tego ostatniego warunku w oderwaniu od
jego powyzsze]j szczegblnej (i dosé trywialnej) instancjacji. Droga do precyzyjnej odpowiedzi na
to pytanie wiedzie przez ponizsza

Definicja 9. Niechaj (Gg,a,Inv,, e — e,), a € {1,2} beda grupami, ¢. : Go — Aut(Gy)
za$§ — homomorfizmem grup. Iloczyn pélprosty grup G; i Go prawo-stowarzyszony z
automorfizmem ¢ to grupa

(Gl x G27m<p4 = '(pJInVme *— (61762)) )
7 mnozeniem

M. : (G1 X G2)><2 — Gl X GQ

((91,92), (h1,h2)) —> (911 ©go (h1), 92 -2 h2)
i odwrotnoscia
Inv, : GixGa O : (91,92) — (901an(92) OIHV1(91)7IHV2(92))~
Tloczyn kartezjanski grup z tak zadana struktura grupy oznaczamy symbolem
G1 1, Go.
Iloczyn pélprosty grup G; i Go lewo-stowarzyszony z automorfizmem ¢ to grupa
(G2 x G1, M = o, IV, @ —> (el,eg)) ,
7 mnozeniem

om t (GaxGp)? — Gax Gy

((92,91), (ha, b)) —> (g2 -2 By Prava (ha) (91) 1 h1)
i odwrotnoscia
oInv 1 Gox Gy O ¢ (g2,01) — (InVQ(gg),cpg2 OIHV1(91)).
Tloczyn kartezjanski grup z tak zadana struktura grupy oznaczamy symbolem
Ga o, x Gy.

Uwaga 6. O tym, ze w istocie mamy do czynienia ze struktura grupowa, przekonujemy sie
w bezpodrednim rachunku — tutaj tylko dla iloczynu prawo-stowarzyszonego (dla przykladu) —
wykorzystujacym zaré6wno homomorficzny charakter .,

vg7hEG2 © Pgoh = Pg O PLh,
jak i automorficzny charakter obrazu wzgledem tego odwzorowania dowolnego elementu g € Go,

V(g.h1h2)eGaxGrxGy ¢ Pg(n-1h2) = pg(h1) 1 9g(h2) .
Te warunki pozwalaja nam sprawdzi¢ — dla dowolnych (g1,g2), (h1,h2), (k1,ke) € Gy x Go —
wszystkie aksjomaty grupy, wiec taczno$é mnozenia,

((91.92) 4. (h1,h2)) . (k1,k2) = (911 @9, (R1), 92 2 h2) - (K1, k2)
(91109 (h1) 1 @gasns (K1), 922 ha 2 k2) = (g1 1 @9, (b1 1 01y (K1), g2 2 ha -2 k2)

(91,92) . (P11 oy (k1), ha -2 k2) = (91, 92) . ((P1,h2) . (K1, k2)),

neutralnos$é pary (eg,es),

(91,92) ‘p. (61762) = (91 ‘1 @92(61),92 2 62') = (91 ‘1€1,92 2 62) = (91,92%

(61762) ‘. (91,92) = (61 ‘1 Pes (91),62 2 92) = (61 ‘1 idGl(gl),ez 2 92)

= (61 ‘191,622 92) =(91,92)
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oraz fundamentalna wlasnosé¢ odwrotnosci,

(91:92) o (9451 (977),95") = (911 0g, 0 01 (971) 922 95")

= (911 90e(91"):92295") = ((9111dc, (97") 922957 ) = (911 91" 922 95 ")

(e1,e2),

(@g;l (gil),ggl) . (91,92) = (@g;l (gil) ‘1 @g;l (91)39271 2 92)

= (Lﬂg;(gfl 191),95" 2 92) = (%;(61)7951 2 g2) = (e1,€2).
Obie formy iloczynu poétprostego pozostaja w prostej relacji wzajemnej, o czym przekonuje

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def.[0] Istnieje kanoniczny izomorfizm grup miedzy iloczynami
polprostymi: prawo- i lewo-stowarzyszonymi danej pary grup (przy ustalonym homomorfizmie ),
ktory przybiera postaé

T + G x Gli’Gl 1, Go (92791)'_’(8092(91)792)-

Dowdd: Zapostulowane odwzorowanie jest jawnie odwracalne, oto bowiem odwzorowanie odwrotne
do niego to

b Grxg Go —> Ga o x Gy ¢ (g1,92) — (92, Prava(gs) (91)) -

Wystarczy zatem sprawdzi¢ warunek definiujacy homomorfizm, co czynimy w bezposrednim ra-
chunku, dla dowolnych (g1,92), (h1,hs2) € Gy x Ga,

T<P(927gl)'§0 T‘P(h%hl) = (@g2(91)792)'¢ (@hz(hl),hg)
= (9092 (91) 1 Pgs © @hQ(hl)’QQ 2 h2)

= (¢92-2h2(<ph;1(gl) 1 h1),92 2 ha)

7o(9g2 -2 2, ez (91) 1 hy)

7'90((92791)90-' (ha, hl))~

O

Powyzsze stwierdzenie pozwala nam skupi¢ si¢ w dalszej czesci dyskusji na jednej z form, np.
na formie prawo-stowarzyszonej, a obserwacje poczynione w odniesieniu do niej przettumacza
sie prosto na obserwacje dotyczace drugiej z form za posrednictwem znalezionego izomorfizmu.
Definicja iloczynu polprostego pozwala sformulowaé oczekiwane

Twierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def.[§ oraz [J]i niechaj (Ga,-a, Inva,® — €4), a € {1,2} beda
grupami. Istnienie krétkiego ciagu doktadnego grup

(11) 1— G 255Gy 225Gy — 1,

wraz z para homomorfizméw grup

p: Gy — Gy, o G3— Gy
o wlasnosciach
(12) poxi=idg,
i
(13) X200 =idg,
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jest rownowazne istnieniu homomorfizmu grup ¢ : Gz — Aut(G;) oraz izomorfizmu grup
7 G2i>G1 >4ng3.

Homomorfizm p nazywamy retrakcja xi, a o — cieciem xo.

Dowdd: Niechaj bedzie dany krotki cigg dokladny z retrakcja p i cigciem o. Wykorzystujac
warunek , obliczamy — dla dowolnego elementu g, € Go —

x2(92 2 0 0 X2 0 Inva(g2)) x2(92) '3 X2 00 0 x2 o Inva(g2)

x2(92) 3 x2 © Inva(ga) = x2(g2 -2 Inva(g2)) = x2(e2)

= €3,
a stad wniosek, ze
g2 200 x20Inva(ge) € Ker xa,
czyli tez — z racji zatozonej dokladnosci ciggu (w Ga) —
9220 ° X2 ©Inva(g2) € Image x1 .
Wobec injektywnosci y; mozemy zatem zdefiniowaé¢ odwzorowanie

1 ¢ Gy—Gi1xGs : go— (v rfr%lagexl (92200 X2 0Inva(g2)), x2(92))

= (€(92): x2(g2)) -

Przekonamy sie najpierw, ze jest ono postulowanym homomorfizmem grup, przy czym dyskusja
tej ewentualnosci doprowadzi nas wprost do definicji stosownego homomorfizmu ¢. Dla dowolnych
g2, ho € Go wyznaczamy

w922 h2) = (xa r_r](-lagexl(QQ 2 hy a0 0xa(h3' 295")), x2(g2 2 ho))
= (X1 Nmagexs (92 200 X2(92") 2 Adpoys g0y (2 2 0 0 X2(h3"))), x2(92) 3 x2(h2))

(x1 Fﬂiagcm (x10€(92) 2 Adgoyy(ge) © X1 ©E(R2)), x2(92) 3 X2(h2))
a poniewaz dla kazdych (g1,93) € G1 x G3 zachodzi

X2(Ado(gy) 0 X1(91)) = x200(g3) s x20x1(91) 3 x200(95") =933 e3-395" =es,
przeto mozemy przepisa¢ powyzsze w sugestywnej postaci
(g2 -2 h2) = (£(92) ‘1 (X1 Nimageys © Adooxs(ga) © X1) © E(h2), X2(g2) 3 x2(h2)) -
Zwazywszy, ze obraz Gs wzgledem odwzorowania
X1 Magex, © Adgyox1 ¢+ Gz — Endarp(G1) ¢ 93— X1 Mmagexa © Ado(ge) © X1

w oczywisty sposob zawiera si¢ w podzbiorze Aut(G;) c Endgrp(G1), mozemy ostatecznie — na
podstawie poréwnania wyniku naszych rachunkéw z formuta na m, w Def.@ — zapisaé

Z(gQ 2 h'2) = 2(92) ‘X1 Fl_imgexloAda(.)oxl Z(h’Q) .

Odwzorowanie @ zostato skonstruowane jako homomorfizm grup, na obecnym etapie pozostaje
przeto jedynie przekonaé sie o bijektywnym charakterze 1. Po pierwsze wiec réwnosé

u(g2) = (e1,€3)
oznacza pare rOwnosci
ganooxa(gat) =xi(er) =ea A xa(g2) =es,

ktore mozemy przepisaé w postaci réwnowaznej

92 = (x2(92)) A x2(92) = es3,
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otrzymujac tym sposobem réwnosé

g2 =0(e3) =ea,
przesadzajaca o injektywnosci 1. Dla dowolnej pary (g1,93) € G1 x Gz wybierzmy dowolne g2 € Go
o wlasnosci x2(g2) = g3 (co jest mozliwe z racji surjektywnosci x2), po czym z jego warstwy

g2 Ker xo = go Image y1 wybierzmy reprezentanta gs -2 x1(h1), h1 € Gy, ktory spetlia dodatkowy
warunek

- “1y !
g2-2x1(h1) 200 x2(x1(h1") 292") = x1(91)-
AzZeby przekonaé sie o tym, ze reprezentant taki istnieje, upraszczamy powyzszy warunek — wyko-
rzystujac po drodze doktadnosé ciagu w Go — do postaci
1!

g2-2x1(h1) 200 x2(g2) ™" = x1(g1)

albo réwnowaznej
-
x1(h) = 95" 2 x1(91) 2 00 x2(9g2) -

Bezposredni rachunek

X2(9§1 2 X1(91) -2 0°X2(g2)) = x2(g2) "3 x20ox1(91) 3 x2 0 0 0 x2(g2)

X2(92) "' s €33 x2(g2) = €3,
w ktorym raz jeszcze przywolujemy dokladnos$é ciggu w Go oraz warunek definiujacy o,
przesadza o istnieniu hp, oto bowiem pozwala on stwierdzié, ze

g2 2 x1(g1) -2 0 0 x2(g2) € Ker xa = Image x1 .
Znaleziony przez nas element Go := g2 -2 x1(h1) spelnia koniunkcje warunkow
x2(92) = g3 A T200x2(32") =xa(g1),
wiec tez jego obrazem wzgledem 1 jest
1(52) = (Xl rl_rilagexl © Xl(gl)vg3) = (91;93) .
To koriczy dowod pierwszej implikacji.
I odwrotnie, niechaj ¢. : Gs — Aut(Gy) bedzie homomorfizmem grup zadajacym strukture

iloczynu poétprostego na Gi %, Gs imniech 2 : Gy = G %, Gg bedzie izomorfizmem grup.
Wowczas definiujemy odwzorowania:

xi ¢ Gy — Gyt g1—1"(g1,e3),

X2 ¢ Ga—Gs i gar—pryou(ge),
ktore w oczywisty sposoéb sa homomorfizmami grup. Injektywnos$é xi; wynika wprost z ciagu
réwnowaznosci

xi1(g1) =e2 <= (g1,e3)=1(e2) = (e1,e3) <= g1=e1,
a ro6wnosé
x2(¢v""(e1,93)) =pryorod (e1,g3) = pra(e1, gs) = g3,

stuszna dla dowolnego g3 € Gs, przesadza o surjektywnosci ys. Pozostaje wskazaé retrakcje p dla
X1 oraz ciecie o dla yso. Bez trudu przekonujemy sie, ze homomorfizmy

p i Gog— Gy : go+—pryou(g2)
oraz
o Gz —> Ga : gz 1" (e1,03)

maja pozadane wlasnosci. O
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