
METODY ALGEBRY I GEOMETRII WYŻSZEJ W FIZYCE II
W CZASACH ZARAZY

7. I 8. WYKŁAD ZDALNY
ACTION DIRECTE GRUPY LIEGO

Rzetelna dyskusja wia̧zek głównych i stowarzyszonych, których potrzebujemy w konstrukcji
wia̧zek Clifforda i odnośnych wia̧zek spinorowych, wymaga wprowadzenia do teorii działania grup
Liego na rozmaitościach różniczkowalnych. Zaczynamy od pojȩcia podstawowego1

Definicja 1. Grupa topologiczna to grupa

(G,m ≡ ⋅, Inv ≡ (⋅)−1, ●z→ e) ,
której nośnik G jest przestrzenia̧ topologiczna̧, a odwzorowania strukturalne m i Inv sa̧ cia̧głe.
Podgrupa topologiczna grupy topologicznej (G,m, Inv, ● z→ e) to grupa topologiczna (H,
m↾H×H, Inv↾H, ●z→ e), której nośnik H jest podprzestrzenia̧ topologiczna̧ przestrzeni G. Homo-
morfizm topologicznymiȩdzy grupami topologicznymi (G1,m1, Inv1, ●1 z→ e1) i (G2,m2, Inv2,
●2 z→ e2) to homomorfizm grup cia̧gły wzglȩdem topologii dziedziny i przeciwdziedziny.

Grupa Liego to grupa

(G,m ≡ ⋅, Inv ≡ (⋅)−1, ●z→ e) ,
której nośnik jest rozmaitościa̧ gładka̧, a odwzorowania strukturalne m i Inv sa̧ klasy C∞. Pod-
grupa Liego grupy Liego (G,m, Inv, ● z→ e) to grupa Liego (H,m↾H×H, Inv↾H, ● z→ e), której
nośnik H jest podrozmaitościa̧ klasy C∞ rozmaitości G. Homomorfizm grup Liego to homo-
morfizm grup gładki wzglȩdem struktury różniczkowej dziedziny i przeciwdziedziny.

Bogatym źródłem przykładów grup Liego jest poniższe twierdzenie, które podajemy bez dowodu
(dowód jest prezentowany na kursie Teorii Grup II).

Twierdzenie 1 (Cartana o podgrupie domkniȩtej). Każda podgrupa domkniȩta grupy Liego jest
tej ostatniej podrozmaitościa̧ i grupa̧ Liego (a zatem w sumie podgrupa̧ Liego). I odwrotnie, każda
podgrupa grupy Liego bȩda̧ca jej podrozmaitościa̧ jest domkniȩta̧ podgrupa̧ Liego tejże grupy.

Przykłady 1.
(1) dowolna V ∈ ObjVect

(<∞)

K , K ∈ {R,C} jest przemienna̧ grupa̧ Liego z (m, Inv, e) =
(+V ,PV ,0V );

(2) dla V z poprzedniego przykładu GL(V ;K) = { χ ∈ EndK(V ) ∣ ∃ χ−1 } jako otwarty
podzbiór przestrzeni wektorowej EndK(V ) jest grupa̧ Liego (z superpozycja̧ endomor-
fizmów jako mnożeniem) zwana̧ grupa̧ główna̧ liniowa̧ V – jest ona izomorficzna z
grupa̧ główna̧ liniowa̧ GL(n;K) = { A ∈ K(n) ∣ det(n)A ≠ 0 } dziedzicza̧ca̧ topologiȩ
i strukturȩ różniczkowa̧ z przestrzeni wektorowej K(n) ≡ K×n2

, w której jest zanurzona
jako podzbiór otwarty det−1

(n)(K×) (wszak det(n) ∶ K(n) Ð→ K jest odwzorowaniem
wielomianowo zależnym od wyrazów macierzy, wiȩc cia̧głym);

(3) wszechobecne w fizyce „małe” grupy Liego R/2πZ ≡ U(1) ≅ S1 i SU(2) ≅ S3 oraz grupa
Poincarégo ISO(3,1) = R4 ⋊ SO(3,1) o topologii bȩda̧cej pochodna̧ (złożonej) topologii
grupy Lorentza SO(3,1) = { L ∈ GL(4;R) ∣ LT ⋅η ⋅L = η } odwzorowań zachowuja̧cych
metrykȩ Minkowskiego η = diag(−1,1,1,1) (ich naturalne działanie na R4 określa iloczyn
półprosty w definicji ISO(3,1));

(4) grupa specjalna liniowa SL(n;K) = { A ∈ GL(n;K) ∣ det(n)A = 1 };

1W interesuja̧cych nas zastosowaniach bȩdziemy mieć zawsze do czynienia ze struktura̧ różniczkowalna̧ zarówno
na grupie, jak i na zbiorze, na którym ta działa, jednakowoż dla zachowania pełnej kontroli nad założeniami, których
przyjȩcie jest niezbȩdnym w rozmaitych rozpatrywanych przez nas okolicznościach, warto wprowadzić pojemniejsze
pojȩcie grupy i jej działania w kategorii topologicznej, co też czynimy poniżej.
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(5) grupa ortogonalna O(n;K) = { A ∈ GL(n;K) ∣ AT ⋅A = 1n };
(6) grupa specjalna ortogonalna SO(n;K) = O(n;K) ∩ SL(n;K);
(7) grupa unitarna U(n) = { A ∈ GL(n;C) ∣ A† ⋅A = 1n };
(8) grupa specjalna unitarna SU(n) = U(n) ∩ SL(n;C);
(9) grupa symplektyczna Sp(n;K) = { A ∈ SL(2n;K) ∣ AT ⋅ Jn ⋅A = Jn } odwzorowań

zachowuja̧cych „strukturȩ symplektyczna̧”

Jn = ( 0n 1n
−1n 0n

) .

Uzgodninie struktury różniczkowej i algebraicznej na zbiorze G ma daleko ida̧ce konsekwencje,
których szczegółowe studium jest przedmiotem odrȩbnego kursu (Teoria Grup II – zapraszam
w tym semestrze!) i z których czȩść przyjdzie nam jeszcze omawiać w kontekście konstrukcji
powia̧zania na wia̧zkach głównych. Tymczasem jednak przejdziemy bezpośrednio do dyskusji kom-
pleksu zagadnień zwia̧zanych z działaniem grup Liego na rozmaitościach różniczkowalnych, które
odgrywaja̧ kluczowa̧ rolȩ w konstrukcji wia̧zek stowarzyszonych (takich jak wia̧zki Clifforda i
spinorowe właśnie). Zaczniemy, jak zazwyczaj, od pojȩcia podstawowego.

Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj G bȩdzie grupa̧2 i niech X bȩdzie zbiorem
o grupie symetrycznej3. Homomorfizm grup

λ⋅ ∶ GÐ→S(X) ∶ g z→ λg

określamy mianem działania lewostronnego grupy G na zbiorze X, na którym jest określone
działanie grupy G, a który nazywamy zbiorem z działaniem lewostronnym grupy G. Anty-
homomorfizm

%⋅ ∶ GÐ→S(X) ∶ g z→ ρg

nazywamy działaniem prawostronnym grupy G na zbiorze X, a zbiór w nie wyposażony
– zbiorem z działaniem prawostronnym grupy G. Lekko przecia̧żaja̧c notacjȩ, realizacjȩ
podgrupy λG ⊂S(X) bȩdziemy zapisywać jako

λ ∶ G ×X Ð→X ∶ (g, x)z→ λg(x) ≡ g ⊳ x ≡ λ(g, x) ,

a podgrupy %G ⊂S(X) – jako

% ∶ X ×GÐ→X ∶ (x, g)z→ %g(x) ≡ x ⊲ g ≡ %(x, g) .

Niechaj XA, A ∈ {1,2} bȩda̧ zbiorami z działaniami lewostronnymi λA grupy G i niech
f ∶ X1 Ð→ X2 bȩdzie odwzorowaniem pomiȩdzy nimi. Powiemy, że f jest odwzorowaniem
lewostronnie G-ekwiwariantnym, jeśli spełniony jest warunek opisany przez diagram prze-
mienny

G ×X1
λ1

//

idG×f

��

X1

f

��
G ×X2

λ2
// X2

.

2Dla skrótu odwołujemy siȩ do grupy poprzez jej nośnik.
3Grupa symetryczna zbioru to grupa permutacji jego elementów. (przyp.)

2



Metody AiGW w czasach Zarazy – 7. i 8. Action directe grupy Liego

Analogicznie w przypadku działań prawostronnych %A, A ∈ {1,2} na tych zbiorach odwzorowanie
f ∶ X1 Ð→X2 spełniaja̧ce warunek wyrażony przez diagram przemienny

X1 ×G
%1 //

f×idG

��

X1

f

��
X2 ×G

%2
// X2

nazwiemy odwzorowaniem prawostronnie G-ekwiwariantnym.
Parȩ ((X,T (X)), λ) złożona̧ z przestrzeni topologicznej (X,T (X)) oraz działania lewostron-

nego grupy topologicznej G na X nazywamy przestrzenia̧ z działaniem topologicznym
lewostronnym grupy G (albo G-przestrzenia̧ topologiczna̧ lewostronna̧), jeśli λ jest
odwzorowaniem cia̧głym. Analogicznie definiujemy przestrzeń z działaniem topologicznym
prawostronnym (albo G-przestrzeń topologiczna̧ prawostronna̧) G. Cia̧głe odwzorowanie
lewostronnie (wzgl. prawostronnie) G-ekwiwariantne miȩdzy przestrzeniami z działaniem topolog-
icznym lewostronnym (wzgl. prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl.
prawostronnie) topologicznie G-ekwiwariantnego.

Parȩ ((M, Â ), λ) złożona̧ z rozmaitości różniczkowalnej (M, Â ) oraz działania lewostronnego
grupy Liego G na M nazywamy rozmaitościa̧ z działaniem gładkim lewostronnym grupy
G (albo G-rozmaitościa̧ gładka̧ lewostronna̧), jeśli λ jest odwzorowaniem gładkim klasy
C∞. Analogicznie definiujemy rozmaitość z działaniem gładkim prawostronnym (albo G-
rozmaitość gładka̧ prawostronna̧) G. Gładkie odwzorowanie lewostronnie (wzgl. prawostron-
nie) G-ekwiwariantne klasy C∞ miȩdzy rozmaitościami z działaniem gładkim lewostronnym (wzgl.
prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl. prawostronnie) gładko G-
ekwiwariantnego. Zbiór odwzorowań G-ekwiwariantnych miȩdzy ustalonymi dwiema rozmaitoś-
ciami MA, A ∈ {1,2} z działaniem grupy G bȩdziemy oznaczać symbolem

HomG(M1,M2) .

W nastȩpnej kolejności dowodzimy pomocniczego (dla dowodu zasadniczego Tw. 3)

Twierdzenie 2 (O rzȩdzie odwzorowania ekwiwariantnego). Przyjmijmy zapis Def. 2 (i wcześniej-
szy). Niechaj ((MA, ÂA), λA), A ∈ {1,2} bȩda̧ rozmaitościami z odnośnymi działaniami gładkimi
(lewostronnymi) grupy Liego G, przy czym zakładamy dodatkowo, że λ1 jest przechodnie, tj.,

∀x,y∈M1 ∃g∈G ∶ y = λ1(g, x) ,
i niech F ∶ M1 Ð→ M2 bȩdzie odwzorowaniem gładko (lewostronnie) G-ekwiwariantnym.
Wówczas F ma stały rza̧d, w szczególności zaś przeciwobrazy punktów w M2 wzglȩdem F
sa̧ domkniȩtymi podrozmaitościami włożonymi w M1.

Dowód: Wobec przechodniości działania G na rozmaitości M1, dla każdej pary punktów x1, x2 ∈
M1 istnieje element g21 ∈ G o własności x2 = λ1

g21(x1), przy czym z racji G-ekwiwariantności F
zachodzi tożsamość funkcjonalna

F ○ λ1
g21 = λ

2
g21 ○ F ,

a zatem także tożsamość

Tx1(F ○ λ1
g21) = Tx1(λ2

g21 ○ F ) ,
która̧ możemy przepisać w postaci

Tx2F ○Tx1λ
1
g21 = TF (x1)λ

2
g21 ○Tx1F .

Z racji dyfeomorficznego charakteru odwzorowań λAg21 , A ∈ {1,2} (przesa̧dzaja̧cego o odwracal-
ności odwzorowań do nich stycznych) z powyższej tożsamości wywodzimy wniosek o tożsamości

3



Metody AiGW w czasach Zarazy – 7. i 8. Action directe grupy Liego

rzȩdów:

rkTm2F = rkTm1F ,

który w konsekwencji przechodniości λ1 możemy rozcia̧gna̧ć na cała̧ dziedzinȩ F . Końcowa czȩść
tezy wynika wprost z twierdzenia o rzȩdzie (odwzorowania). �

Kluczowa̧ z punktu widzenia zastosowań w konstrukcji wia̧zek stowarzyszonych własność dzi-
ałania grupy Liego (ogólniej: topologicznej) na rozmaitości (ogólniej: przestrzeni topologicznej)
wprowadzamy w poniższej

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def. 2. Działanie λ ∶ G ×X Ð→ X grupy topologicznej G na
przestrzeni topologicznej (X,T (X)) nazywamy właściwym, ilekroć odwzorowanie

Λ ∶= (λ,pr2) ∶ G ×X Ð→X ×X ∶ (g, x)z→ (g ⊳ x,x)(1)

jest właściwe, tj. ilekroć przeciwobrazy zbiorów zwartych wzglȩdem Λ sa̧ zwarte.

Warunek właściwości działania można przeformułować jak poniżej.

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 3. Działanie λ ∶ G × X Ð→ X grupy topologicznej
G na przestrzeni Hausdorffa (X,T (X)) jest właściwe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
podzbioru zwartego K ⊂X podzbiór

G(K) ∶= { g ∈ G ∣ λg(K) ∩K ≠ ∅ }
jest zwarty.

Dowód: Załóżmy najpierw, że działanie λ jest właściwe, tj. przeciwobraz dowolnego podzbioru
zwartego w X × X wzglȩdem odwzorowania Λ (z Def. 3) jest zwarty. Niechaj K ⊂ X bȩdzie
wybranym (dowolnie) podzbiorem zwartym, a wtedy podzbiór

G(K) ≡ { g ∈ G ∣ ∃x∈K ∶ g ⊳ x ∈ K } ≡ { g ∈ G ∣ ∃x∈X ∶ Λ(g, x) ∈ K ×K }

= pr1(Λ−1(K ×K))
jest zwarty jako cia̧gły obraz (rzut kanoniczny pr1 jest odwzorowaniem cia̧głym) przeciwobrazu
kwadratu kartezjańskiego zbioru zwartego (czyli zbioru zwartego w topologii produktowej) wzglȩ-
dem odwzorowania właściwego Λ.

I odwrotnie, niechaj podzbiór G(K) bȩdzie zwarty dla dowolnego podzbioru zwartego K ⊂ X.
Rozważmy dowolny podzbiór zwarty K̃ ⊂ X ×X. Jego cia̧głe obrazy prA(K̃) ⊂ X, A ∈ {1,2} sa̧
zwarte, przeto własność tȩ ma także ich suma mnogościowa, K12 ≡ pr1(K̃)∪pr2(K̃) ⊂X. Przy tym
oczywiście ilekroć (g, x) ∈ G ×X spełnia warunek Λ(g, x) ∈ K̃, to tym bardziej para ta spełnia
warunek Λ(g, x) ∈ K12 ×K12, oto bowiem relacja (x1, x2) ∈ K̃ implikuje relacje x1 ∈ pr1(K̃) ⊂ K12

oraz x2 ∈ pr2(K̃) ⊂ K12, wiȩc też (x1, x2) ∈ K12 ×K12, zatem ostatecznie

Λ−1(K̃) ⊂ Λ−1(K12 ×K12) ≡ { (g, x) ∈ G ×K12 ∣ g ⊳ x ∈ K12 } ⊂ G(K12) ×K12 ,

co w świetle twierdzenia o zwartości podzbiorów domkniȩtych przestrzeni topologicznej przesa̧dza
o zwartości Λ−1(K̃). Istotnie, podzbiór ten jest domkniȩty jako cia̧gły przeciwobraz zwartego, wiȩc
– na mocy twierdzenia o domkniȩtości podzbiorów zwartych przestrzeni Hausdorffa, a wobec haus-
dorffowskości X, która jest dziedziczona przez X ×X – domkniȩtego podzbioru K̃, a ponieważ
– jak pokazaliśmy – jest podzbiorem (pod)przestrzeni zwartej G(K12) × K12 (iloczynu kartez-
jańskiego zbiorów zwartych), przeto jest – znów na mocy pierwszego z przywoływanych twierdzeń
– także zwarty. �

Nierzadko wygodniejszym okazuje siȩ opis działania właściwego zawarty w

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. 3. Działanie λ ∶ G ×X Ð→ X grupy topologicznej G
na lokalnie prezwartej4 przestrzeni topologicznej (X,T (X)) jest właściwe wtedy i tylko wtedy,

4Przestrzeń topologiczna̧ nazywamy lokalnie prezwarta̧, jeśli każdy jej punkt zawiera siȩ w pewnym zbiorze
prezwartym (tj. takim, którego domkniȩcie jest zwarte) zawieraja̧cym pewne otoczenie (otwarte) tego punktu.
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gdy ze zbieżności dowolnego cia̧gu punktów

λ(g⋅, x⋅) ∶ NÐ→M ∶ nz→ gn ⊳ xn ,
określonego dla dowolnego zbieżnego cia̧gu punktów x⋅ ∶ NÐ→X oraz dowolnego cia̧gu elementów
g⋅ ∶ NÐ→ G, wynika zbieżność pewnego podcia̧gu cia̧gu g⋅.

Dowód: Załóżmy najpierw, że odwzorowanie Λ jest właściwe i niechaj x⋅ ∶ N Ð→ X oraz
g⋅ ∶ NÐ→ G bȩda̧ cia̧gami o własnościach

x ∶= lim
n→∞

xn ∈X , y ∶= lim
n→∞

gn ⊳ xn ∈X .

Korzystaja̧c z założenia o lokalnej prezwartości X, wybierzmy dowolne zbiory prezwarte U ∋ x oraz
V ∋ y zawieraja̧ce punkty x i – odpowiednio – y wraz z pewnymi ich otoczeniami (otwartymi).
Zbieżność x⋅ do x (wzgl. λ(g⋅, x⋅) do y) oznacza, że prawie wszystkie wyrazy tego cia̧gu sa̧ zawarte
w U (wzgl. V), wiȩc tym bardziej w zwartym zbiorze U (wzgl. V), to jednak oznacza, że prawie
wszystkie wyrazy cia̧gu Λ(g⋅, x⋅) ∶ N Ð→ X ×X ∶ n z→ (gn ⊳ xn, xn) sa̧ zawarte w zwartym
podzbiorze U ×V, a zatem prawie wszystkie wyrazy cia̧gu (g⋅, x⋅) ∶ NÐ→ G×X ∶ nz→ (gn, xn)
sa̧ zawarte w podzbiorze Λ−1(U ×V), który wobec właściwego charakteru Λ jest zwarty. Ta cecha
Λ−1(U × V) przesa̧dza o istnieniu podcia̧gu zbieżnego cia̧gu (g⋅, x⋅), co w szczególności implikuje
zbieżność odnośnego podcia̧gu cia̧gu g⋅.

I odwrotnie, załóżmy, że spełniona jest implikacja z końca tezy dowodzonego stwierdzenia.
Ustalmy podzbiór zwarty K ⊂ X × X i wybierzmy dowolny cia̧g (g⋅, x⋅) punktów w zbiorze
Λ−1(K). Jego obraz w X ×X wzglȩdem Λ jest zawarty w zwartym podzbiorze K, można zeń
przeto wybrać podcia̧g zbieżny, którego przeciwobraz przecina siȩ z cia̧giem wyjściowym (g⋅, x⋅)
definiuja̧c (pod)cia̧g, o którym mowa we wspomnianej wcześniej implikacji. Tym sposobem otrzy-
mujemy podcia̧g (g⋅, x⋅) w Λ−1(K) ⊂ G×X zbieżny w G×X w topologii produktowej, a ponieważ
zbiór Λ−1(K) jest domkniȩty jako cia̧gły przeciwobraz zwartego, wiȩc też domkniȩtego (j/w)
podzbioru K, przeto granica tego zbieżnego podcia̧gu leży w Λ−1(K), co ostatecznie dowodzi
zwartości Λ−1(K) i tym samym przekonuje, że Λ jest odwzorowaniem właściwym. �

Przykładu bezpośredniego zastosowania powyższego rezultatu jest

Stwierdzenie 3. Działanie topologiczne zwartej grupy topologicznej na dowolnej rozmaitości
różniczkowalnej jest właściwe.

Dowód: Każdy cia̧g elementów grupy ma podcia̧g zbieżny z racji zwartości grupy, teza wynika
zatem wprost ze Stw. 2. �

Mamy także

Stwierdzenie 4. Działanie dowolnej podgrupy domkniȩtej dowolnej grupy Liego stanowia̧ce
ograniczenie do podgrupy działania regularnego prawego (wzgl. lewego) grupy na sobie jest właś-
ciwe.

Dowód: Zastosujemy kryterium ze Stw. 2. Niechaj g⋅ ∶ N Ð→ G bȩdzie cia̧giem zbieżnym,
h⋅ ∶ N Ð→ H zaś – takim, dla którego cia̧g g⋅ ⋅ h⋅ ∶ N Ð→ G ∶ n z→ gn ⋅ hn jest zbieżny. Wobec
cia̧głości operacji grupowych w G zbieżnym jest wówczas także cia̧g (Inv ○ g⋅) ⋅ (g⋅ ⋅ h⋅) = h⋅. �

I wreszcie kluczowe dla naszych dalszych rozważań

Stwierdzenie 5. Działanie definiuja̧ce grupy strukturalnej na przestrzeni totalnej wia̧zki głównej
jest właściwe.

Dowód: Rozważmy cia̧gi p⋅ ∶ NÐ→ PG i g⋅ ∶ NÐ→ G o własnościach

lim
n→∞

pn = p , lim
n→∞

(pn ⊲ gn) = p̃ .
5
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Wobec cia̧głości rzutu kanonicznego na bazȩ oraz charakteru działania grupy strukturalnej (we
włóknie) otrzymujemy równość

πPG
(p̃) ≡ πPG

( lim
n→∞

(pn ⊲ gn)) = lim
n→∞

πPG
(pn ⊲ gn) = lim

n→∞
πPG

(pn)

= πPG
( lim
n→∞

pn) = πPG
(p) ,

która w świetle Def. ?? pozwala zapisać

p̃ = p ⊲ φPG
(p, p̃) .

Niechaj πPG
(p) ∈ Oi, gdzie Oi jest elementem pokrycia trywializuja̧cego PG. Istnieje indeks

N ∈ N o własności

∀n≥N ∶ pn, pn ⊲ gn ∈ π−1
PG

(Oi) ,

możemy zatem rozpatrywać podcia̧gi pN+⋅ i pN+⋅ ⊲ gN+⋅ w obrazie trywializacji τi ∶ π−1
PG

(Oi)
≅ÐÐ→

Oi ×G, w którym

τi(pn) =∶ (xn, γn) , τi(p) =∶ (x, γ) ,
czyli

lim
n→∞

(xn, γn) = (x, γ) ,

wiȩc też

τi(pn ⊲ gn) = τi(pn) ⊲ gn = (xn, γn) ⊲ gn = (xn, γn ⋅ gn)
oraz

τi(p̃) = τi(p ⊲ φPG
(p, p̃)) = τi(p) ⊲ φPG

(p, p̃) = (x, γ) ⊲ φPG
(p, p̃) = (x, γ ⋅ φPG

(p, p̃)) ,
czyli

lim
n→∞

(γn ⊲ gn) = γ ⋅ φPG
(p, p̃) .

Wobec cia̧głości operacji grupowych wyprowadzamy sta̧d wniosek

lim
n→∞

gn ≡ lim
n→∞

(γ−1
n ⋅ (γn ⋅ gn)) = γ−1 ⋅ (γ ⋅ φPG

(p, p̃)) = φPG
(p, p̃) ,

który przesa̧dza o słuszności dowodzonej tezy. �

Ida̧c tym tropem dalej w kierunku fizykalnych zastosowań

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (PG,B,G, πPG
) bȩdzie wia̧zka̧ główna̧,

M zaś – rozmaitościa̧ z działaniem (lewostronnym) λ ∶ G ×M Ð→M grupy G. Rozważmy roz-
maitość produktowa̧ PG ×M . Działanie grupy G dane wzorem

λ̃⋅ ∶ G × (PG ×M)Ð→ PG ×M ∶ (g, (p, x))z→ (r(p, g−1), λ(g,m))
(2)

jest wolne i właściwe.

Dowód: Oczywisty. �

Tytułem przygotowania gruntu pod wynik wieńcza̧cy nasze rozważania wysłowimy jeszcze

Lemat 1. Przyjmijmy zapis Def. 2 i niechaj ((X,T (X)), λ) bȩdzie przestrzenia̧ z działaniem
topologicznym grupy topologicznej G. Rzut kanoniczny

πX/G ∶ X Ð→X/G
na przestrzeń orbit

X/G ∶= { G ⊳ x ∣ x ∈X }
6
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jest odwzorowaniem otwartym5 wzglȩdem topologii ilorazowej na X/G.

Dowód: Rozważmy zbiór otwarty O ⊂ X. Jego obraz πX/G(O) jest – wprost na mocy definicji
topologii ilorazowej – otwarty w X/G, jeśli przeciwobraz tego ostatniego,

π−1
X/G(πX/G(O)) = { λ(g, x) ∣ (g, x) ∈ G ×O } ≡ G ⊳ O

jest otwarty w X. Tak jednak jest w istocie, oto bowiem zbiór ten jest suma̧ mnogościowa̧

G ⊳ O = ⋃
g∈G

λg(O)

obrazów zbioru otwartego O wzglȩdem automorfizmów λg przestrzeni X, czyli zbiorów ot-
wartych. �

Możemy już sformułować fundamentalne

Twierdzenie 3 (O rozmaitości ilorazowej). Przyjmijmy notacjȩ Def. 3 oraz Lematu 1 (i wcześniej-
sza̧). Ilekroć działanie grupy Liego G na rozmaitości (M, Â ) jest gładkie, swobodne i właściwe,
przestrzeń orbit M/G jest rozmaitościa̧ topologiczna̧ wymiaru dimM −dim G i istnieje na niej je-
dyna struktura gładka, wzglȩdem której rzut kanoniczny πM/G jest gładka̧ submersja̧. Przestrzeń
orbit z owa̧ wyróżniona̧ struktura̧ rozmaitości nosi miano rozmaitości ilorazowej.

Dowód: Zaczniemy od zidentyfikowania struktury rozmaitości topologicznej na zbiorze orbit M/G.
Topologia M/G jest topologia̧ ilorazowa̧ indukowana̧ z M : zbiór O ⊂ M/G jest otwarty wtedy
i tylko wtedy, gdy jego przeciwobraz π−1

M/G(O) jest otwarty w M . Jest to topologia Hausdorffa.
Istotnie, wykorzystajmy relacjȩ równoważności Rλ na M , jaka̧ jest przynależność do tej samej
orbity działania G,

Rλ = Λ(G ×M) ⊂M ×M ,

gdzie Λ jest odwzorowaniem zdefiniowanym w Równ. 1. Relacja ta zadaje rozkład M na wzajem
rozła̧czne orbity działania grupy G. Niechaj x i y bȩda̧ punktami w M , których obrazy πM/G(x)
i πM/G(y) sa̧ dwoma różnymi punktami w przestrzeni orbit, tj. πM/G(x) ≠ πM/G(y), a wtedy
(x1, x2) ∉ Rλ, a ponieważ podzbiór Rλ ⊂ M ×M jest w świetle twierdzenia o domkniȩtości
odwzorowania właściwego o prezwartej przeciwdziedzinie domkniȩty w topologii produktowej na
M ×M jako cia̧gły obraz zbioru domkniȩtego G ×M wzglȩdem odwzorowania właściwego Λ,
przeto istnieje otoczenie otwarte O(x1,x2) ∋ (x1, x2) o własności O(x1,x2)∩Rλ = ∅. Wprost na mocy
definicji topologii produktowej otoczenie takie jest suma̧ mnogościowa̧ pewnej rodziny iloczynów
kartezjańskich podzbiorów otwartych w M , wybieraja̧c zatem dowolny z nich – powiedzmy O1 ×
O2, O1,O2 ∈ T (M) – otrzymujemy relacje Oα ∋ xα, α ∈ {1,2} oraz (O1 ×O2)∩Rλ = ∅, a zatem
także πM/G(Oα) ∋ πM/G(xα), przy czym koniecznie πM/G(O1) ∩ πM/G(O2) = ∅, w przeciwnym
bowiem razie istniałyby punkty yα ∈ Oα, α ∈ {1,2} należa̧ce do wspólnej orbity działania G, a
zatem także (y1, y2) ∈ Rλ∩(O1×O2), co przeczyłoby rozła̧czności O1×O2 i Rλ. W konsekwencji
Lematu 1 zbiory πM/G(Oα) sa̧ otwartymi otoczeniami punktów πM/G(xα) w przestrzeni orbit.

W nastȩpnej kolejności dokonamy rozkładu rozmaitości M na włożone weń gładko orbity dzia-
łania grupy G, po czym stowarzyszymy z tym rozkładem stosowne lokalne mapy, w których
współrzȩdne kartografuja̧ce kierunki transwersalne do (bliskich sobie) orbit zostana̧ ostatecznie
wykorzystane w konstrukcji atlasu przestrzeni orbit. Punktem wyjścia do tak zakreślonej taktyki
jest upewnienie siȩ, że orbity działania grupy sa̧ w istocie podrozmaitościami gładko włożonymi w
M . W tym celu rozważymy odwzorowanie gładkie, określone dla dowolnego (ustalonego) punktu
x ∈M ,

Ωx ≡ λ(⋅, x) ∶ GÐ→M ∶ g z→ λ(g, x) ,
o oczywistej własności

Ωx(G) = G ⊳ x .
5Odwzorowanie otwarte miȩdzy przestrzeniami topologicznymi to takie, które przeprowadza podzbiory ot-

warte dziedziny w podzbiory otwarte przeciwdziedziny.
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Odwzorowanie to jest jawnie G-ekwiwariantne,

∀g∈G ∶ Ωx ○ `g = λg ○Ωx ,

tj. splata ze soba̧ działania G: lewe regularne na sobie oraz λ na M , a ponieważ pierwsze z tych
działań jest przechodnie, przeto możemy odnieść do Ωx tezȩ Tw. 2, wnioskuja̧c o stałości rzȩdu
tego odwzorowania. Ponadto jest ono injekcja̧, oto bowiem równość

g2 ⊳ x = Ωx(g2) = Ωx(g1) = g1 ⊳ x ⇐⇒ (g−1
2 ⋅ g1) ⊳ x = x

oznacza – wobec założenia dotycza̧cego charakteru działania λ – równość

g−1
2 ⋅ g1 = e ⇐⇒ g2 = g1 .

To jednak w poła̧czeniu z wcześniejsza̧ konkluzja̧, a w odwołaniu do twierdzenia o immersywności
gładkiej injekcji o stałym rzȩdzie (wynikaja̧cego wprost z twierdzenia o stałym rzȩdzie), pozwala
stwierdzić, że Ωx jest immersja̧. Przy tym ilekroć K ⊂M jest zwarty, wiȩc też (wobec hausdorf-
fowskości M) domkniȩty, jego przeciwobraz Ω−1

x (K) jest domkniȩty w G wobec cia̧głości Ωx, a
ponieważ dla dowolnego należa̧cego doń elementu g zachodzi relacja g ⊳ x ∈ K, czyli też

(g ⊳ (K ∪ {x})) ∩ (K ∪ {x}) = (g ⊳ K ∪ {g ⊳ x}) ∩ (K ∪ {x}) ⊃ {g ⊳ x} ≠ ∅ ,
co implikuje jego zawieranie siȩ

Ω−1
x (K) ⊂ G(K ∪ {x})

w zbiorze G(K ∪ {x}), który jest zwarty na mocy Stw. 1, przeto Ω−1
x (K) jest zwarty. To zaś

oznacza, że Ωx jest odwzorowaniem właściwym, a zatem ostatecznie – w konsekwencji poprzed-
nich ustaleń – gładkim włożeniem (jest nim każda injektywna immersja bȩda̧ca odwzorowaniem
właściwym – patrz: Niezbȩdnik Rozmaitości).

Wybierzmy (dowolnie) punkt x ∈ M , a wraz z nim jego przeciwobraz e ∈ G wzglȩdem Ωx,
i lokalne mapy: κe ∶ Oe Ð→ R×D, D = dim G na pewnym otoczeniu otwartym Oe elementu
neutralnego e w G oraz κx ∶ Ox Ð→ R×N , N = dimM na pewnym otoczeniu otwartym Ox
punktu x w M , w których lokalna prezentacja włożenia Ωx przybiera postać kanoniczna̧ (jako
immersja), czyli

G ⊳ {x} ∩Ox = κ−1
x (Ux × {0n}) ,

gdzie Ux ∈ T (R×D) jest homeomorficznym obrazem fragmentu orbity x zawartego w Ox. Niechaj
∆x ∶= κ−1

x ({0D} ×R×N)
bȩdzie podrozmaitościa̧ Ox transwersalna̧ do (fragmentu) rzeczonej orbity G ⊳ {x}, wyznaczaja̧ca̧
rozkład przestrzeni stycznej

TxM = Tx(G ⊳ {x})⊕Tx∆x ,

w którym wobec immersywności Ωx identyfikujemy

TeΩx(TeG) ≡ Tx(G ⊳ {x}) ⊂ TxM .(3)

Oznaczmy dalej

δx ∶= λ↾G×∆x
∶ G ×∆x Ð→M .

Wykażemy, że δx jest dyfeomorfizmem na pewnym otoczeniu punktu (e, x) ∈ G×∆x. W tym celu
wykorzystamy gładkie włożenie

ıx ∶ GÐ→ G ×∆x ∶ g z→ (g, x)
do rozłożenia odwzorowania Ωx wedle schematu

Ωx = δx ○ ıx ,
a zatem także – stycznego do niego:

TeΩx = T(e,x)δx ○Teıx .
Zważywszy Równ. (3), konstatujemy prawdziwość relacji

T(e,x)δx(T(e,x)(G ×∆x)) ≡ T(e,x)δx(TeG⊕Tx∆x) ⊃ T(e,x)δx(TeG⊕ {0Tx∆x})
8
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≡ T(e,x)δx ○Teıx(TeG) = TeΩx(TeG) = Tx(G ⊳ {x}) .
Wprowadźmy dalej gładkie włożenie

ıe ∶ ∆x Ð→ G ×∆x ∶ y z→ (e, y)
podrozmaitości transwersalnej do (lokalnego fragmentu) orbity G ⊳ {x}, aby móc rozłożyć gładkie
włożenie ∆x ∶ ∆x Ð→M w postaci

∆x = δx ○ ıe
i – co za tym idzie – styczne do niego:

Ty∆x = T(e,y)δx ○Tyıe .
Wobec oczywistej równości

Txıe(Tx∆x) = {0TeG}⊕Tx∆x

otrzymujemy tym razem relacjȩ

T(e,x)δx(T(e,x)(G ×∆x)) ⊃ T(e,x)δx({0TeG}⊕Tx∆x) ≡ T(e,x)δx ○Txıe(Tx∆x)

= Tx∆x(Tx∆x) ≡ Tx∆x ⊂ TxM ,

ostatecznie zatem stwierdzamy, że

T(e,x)δx(T(e,x)(G ×∆x)) ⊃ Tx(G ⊳ {x})⊕Tx∆x ≡ TxM ,

skoro zaś zarazem

TxM ⊃ T(e,x)δx(T(e,x)(G ×∆x)) ,
to nieuchronnie

T(e,x)δx(T(e,x)(G ×∆x)) = TxM ,

co dowodzi surjektywności T(e,x)δx, a ponieważ jest też – wobec ustalonej wcześniej immersywności
Ωx –

dimRT(e,x)(G ×∆x) ≡ dimRTeG + dimRTx∆x

= dimRTx(G ⊳ {x}) + dimRTx∆x ≡ dimRTxM ,

przeto T(e,x)δx jawi siȩ bijekcja̧. Na tym etapie możemy już odwołać siȩ do twierdzenia o
lokalnej odwracalności odwzorowań, aby orzec istnienie pewnego otoczenia otwartego Vx punktu
(e, x) ∈ G × ∆x odwzorowywanego dyfeomorficznie przez (ograniczenie) δx w pewne otoczenie
otwarte Õx punktu x ∈ M . Biora̧c pod uwagȩ naturȩ topologii (produktowej) na G × ∆x (we-
dle schematu myślowego wyłożonego na pocza̧tku niniejszego dowodu w uzasadnieniu hausdorf-
fowskości topologii ilorazowej na przestrzeni orbit), upewniamy siȩ, że pierwsze z tych otoczeń
można wybrać w postaci produktowej Vx = We ×Wx, przy czym z każdego z otoczeń: Wa, a ∈
{e, x} można wyja̧ć prezwarte przeciwobrazy pewnych kul otwartych BD(κ̃e(e) = 0D; εe) ≡
κ̃e(W̃e), εe > 0 oraz – odpowiednio – BN−D(κ̃x(x) = 0N−D; εx) ≡ κ̃x(W̃x), εx > 0 wzglȩdem
lokalnych map κ̃e ∶ We Ð→ R×D oraz – odpowiednio – κ̃x ∶ Wx Ð→ R×N−D. W dalszej czȩści
naszej analizy skupimy uwagȩ na otoczeniu produktowym Ṽx ≡ W̃e × W̃x.

W nastȩpnej kolejności pokażemy, że otoczenie W̃x ⊂ ∆x można wybrać na tyle małym,
ażeby każda orbita działania G przecinała je w co najwyżej jednym punkcie. Załóżmy przeci-
wnie i rozważmy przeliczalna̧ bazȩ otoczeń x w W̃x złożona̧ z przeciwobrazów wzglȩdem κ̃x
rodziny kul otwartych BN−D(0N−D; rn), rn ∶= 1

E(ε−1x )+n
, n ∈ N. W każdym z przeciwobrazów

Bn ≡ κ̃−1
x (BN−D(0N−D; rn)) tkwi para punktów xn oraz yn ≠ xn należa̧cych do tej samej orbity,

tj. spełniaja̧cych warunek yn = gn ⊳ xn dla pewnego elementu gn ∈ G. Przy tym wobec założonej
postaci bazy otoczeń oba cia̧gi punktów w (prezwartym) W̃x zbiegaja̧ do x,

lim
n→∞

xn = x = lim
n→∞

(gn ⊳ xn) ,
9
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a zatem – w świetle Stw. 2, a z racji właściwego charakteru λ – cia̧g g⋅ zdefiniowany przez parȩ
cia̧gów (x⋅, y⋅) zawiera podcia̧g gn⋅ zbieżny do pewnego elementu g ∈ G. Cia̧głość działania λ
pozwala nam zatem zapisać cia̧g równości

g ⊳ x ≡ λ( lim
k→∞

(gnk
, xnk

)) = lim
k→∞

λ(gnk
, xnk

) ≡ lim
k→∞

ynk
= x ,

a ponieważ mamy do czynienia z działaniem wolnym, przeto nieodzownie g = e. Jednakowoż dla
dostatecznie dużych wartości k ∈ N zachodzi gnk

∈ W̃e, przy czym gnk
≠ e (wszak ynk

≠ xnk
) wiȩc

też

λ(gnk
, xnk

) = ynk
= λ(e, ynk

) ,
co z racji injektywności δx↾W̃e×W̃x

≡ λ↾
W̃e×W̃x

implikuje równość

(gnk
, xnk

) = (e, ynk
) ,

prowadza̧ca̧ do jawnej sprzeczności. Otoczenie W̃x o postulowanej cesze zawsze zatem istnieje.
Rozważmy teraz złożenie homeomorfizmów

φx ∶= (κ̃e × κ̃x) ○ (δx↾Ṽx
)−1 ∶ Õx

≅ÐÐ→ Ṽx ≡ W̃e × W̃x
≅ÐÐ→ BD(0D; εe) ×BN−D(0N−D; εx) .

Pokażemy, że określa ono lokalna̧ mapȩ zgodna̧ z działaniem grupy G w tym naturalnym sensie,
że orbity tegoż działania sa̧ w tej mapie hiperpłaszczyznami parametryzowanymi przez pierwszych
D współrzȩdnych. Zacznijmy od tego, że wobec otwartości zarówno swojej dziedziny, jak i prze-
ciwdziedziny homeomorfizm φx dopuszcza postulowana̧ interpretacjȩ, pozostaje wiȩc jedynie up-
ewnić siȩ co do słuszności naszych oczekiwań dotycza̧cych opisu fragmentów orbit zawartych w
jego dziedzinie. Mamy

φ−1
x ∶ BD(0D; εe) ×BN−D(0N−D; εx)Ð→ Õx

∶ (ξ, ζ)z→ δx(κ̃−1
e (ξ), κ̃−1

x (ζ)) ≡ λ(κ̃−1
e (ξ), κ̃−1

x (ζ)) ,
bez trudu przeto stwierdzamy, że dowolna hiperpowierzchnia ζ = ζ∗ = const jest zawarta w poje-
dynczej orbicie, oto bowiem jej homeomorficzny przeciwobraz w M wzglȩdem φx spełnia relacjȩ

φ−1
x (BD(0D; εe) × {ζ∗}) ≡ λ(W̃e × {κ̃−1

x (ζ∗)}) ⊂ λ(G × {κ̃−1
x (ζ∗)}) ≡ G ⊳ {κ̃−1

x (ζ∗)} .

Rozumowanie to pokazuje, że dowolna orbita G ⊳ {y}, y ∈ M przecina Õx wzdłuż sumy mno-
gościowej (fragmentów) hiperpowierzchni o opisie współrzȩdniowym ζ = ζi = const, i ∈ Iy dla
pewnego zbioru indeksów Iy. Otoczenie W̃x zostało jednak wybrane tak, iżby dowolna orbita
przecinała je w co najwyżej jednym punkcie, wobec czego ∣Iy ∣ ≤ 1. Lokalna mapa φx jest zatem
– w istocie – zgodna z działaniem G w określonym wyżej znaczeniu i może być wykorzystana w
kartografowaniu przestrzeni orbit na otoczeniu punktu πM/G(x) ≡ [x].

Skonstruujemy teraz lokalna̧ mapȩ na otoczeniu πM/G(Õx) punktu [x], pamiȩtaja̧c, że ot-
wartość zbioru πM/G(Õx) ∋ [x] w topologii ilorazowej jest zapewniona przez otwartość rzutu
kanonicznego πM/G, stwierdzona̧ w Lemacie 1. Oznaczmy lokalne ciȩcie przez x w poprzek orbit
zawartych w Õx symbolem

∆̃x ∶= φ−1
x ({0D} ×BN−D(0N−D; εx))

i zauważmy, że ograniczenie rzutu kanonicznego

πM/G↾∆̃x
∶ ∆̃x Ð→ πM/G(Õx)

jest bijekcja̧ w świetle założeń poczynionych w odniesieniu do charakteru przeciȩć orbit działania
G z Õx oraz z racji potwierdzonej zgodności mapy φx z tymże działaniem. Przy tym ilekroć
W ⊂ ∆̃x jest podzbiorem otwartym, jego obraz w przestrzeni orbit

πM/G(W) ≡ πM/G ○ φ−1
x ({0D} × pr2 ○ φx(W))

= πM/G ○ φ−1
x (BD(0D; εe) × pr2 ○ φx(W))

jest w oczywisty sposób otwarty jako obraz wzglȩdem złożenia odwzorowań otwartych zbioru
BD(0D; εe)× pr2 ○φx(W) otwartego w topologii produktowej – wszak φx jest homeomorfizmem,
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wiȩc też odwzorowaniem otwartym, a rzut na druga̧ składowa̧ zadanego przezeń zbioru φx(W)
otwartego w topologii produktowej, czyli bȩda̧cego suma̧ mnogościowa̧ iloczynów kartezjańskich
zbiorów otwartych, jest taka̧ż suma̧ rzutów tychże iloczynów na druga̧ składowa̧, wiȩc także
zbiorem otwartym w R×N−D. Koniec końców odwzorowanie ograniczone πM/G↾∆̃x

jest zatem
homeomorfizmem, którego cia̧gła̧ odwrotność bȩdziemy oznaczać symbolem

σ[x] ∶= (πM/G↾∆̃x
)−1 ∶ πM/G(Õx)

≅ÐÐ→ ∆̃x .

Zdefiniujmy odwzorowanie

ψ[x] ∶= pr2 ○ φx ○ σ[x] ∶ πM/G(Õx)
≅ÐÐ→ ∆̃x

≅ÐÐ→ {0D} ×BN−D(0N−D; εx)Ð→ BN−D(0N−D; εx) ,
które – jak łatwo widać – jest homeomorfizmem otoczenia otwartego πM/G(Õx) na kulȩ otwarta̧
BN−D(0N−D; εx) ⊂ R×N−D, czyli – innymi słowy – lokalna̧ mapa̧ klasy C0. Należy przy tym
podkreślić, że lokalna prezentacja rzutu kanonicznego określona przez lokalna̧ mapȩ φx na Õx
oraz stowarzyszona̧ z nia̧ lokalna̧ mapȩ ψ[x] na πM/G(Õx) przyjmuje prosta̧ postać

ψ[x] ○ πM/G ○ φ−1
x ∶ BD(0D; εe) ×BN−D(0N−D; εx)↠ BN−D(0N−D; εx) ,

o jawnie submersywnym charakterze. Odwzorowanie σ[x] ma zatem naturalna̧ interpretacjȩ ciecia
lokalnego submersji πM/G. Jeśli wiȩc zaindukujemy strukturȩ rozmaitości na M/G z tej na roz-
maitości M (j/w) przy użyciu podatlasu na M utworzonego przez wszystkie możliwe mapy lokalne
na M zgodne z działaniem G i wszystkie ciȩcia lokalne rzutu kanonicznego nad obrazami –
wzglȩdem tegoż ciȩcia – ich dziedzin, to dla zakończenia dowodu twierdzenia pozostanie nam je-
dynie wykazać gładkość odwzorowań przejścia miȩdzy mapami określonymi na przecinaja̧cych siȩ
niepusto otoczeniach w przestrzeni orbit, a na koniec – jedyność tak otrzymanej struktury gładkiej.

Niechaj zatem ψ[xA] ∶ πM/G(ÕxA
) ≅ÐÐ→ BN−D(0N−D; εxA

), A ∈ {1,2} bȩda̧ dwiema lokalnymi
mapami spełniaja̧cymi warunek πM/G(Õx1) ∩ πM/G(Õx2) ≠ ∅, a stowarzyszonymi z lokalnymi
mapami φxA

∶ ÕxA

≅ÐÐ→ BD(0D; εe;A) × BN−D(0n; εxA
). Przecinanie siȩ rzutów πM/G(ÕxA

)
otoczeń ÕxA

odnośnych punktów xA oznacza, że sa̧ w tych otoczeniach punkty yA ∈ ÕxA
należa̧ce

do tej samej orbity, tj. y2 = g21 ⊳ y1 dla pewnego elementu g21 ∈ G, możemy zatem bez straty
ogólności (dokonawszy – jeśli trzeba – trywialnego przesuniȩcia w przeciwdziedzinach obu map
φxA

) przyja̧ć, że yA = xA i jest spełniony warunek

x2 = g21 ⊳ x1 .

Załóżmy najpierw, że g21 = e, a wtedy możemy wprost rozpatrzeć odwzorowanie przejścia miȩdzy
mapami φx1 = (ξ1, ζ1) i φx2 = (ξ2, ζ2) na zbiorze O12 ∶= Õx1 ∩ Õx2 . Jako że przeciȩcia dowolnej
orbity z każdym z otoczeń odpowiadaja̧ stałej i jedynej wartości ζ1 oraz takiejż wartości ζ2,
przeto gładkie (wprost na mocy konstrukcji – wszak φxA

sa̧ mapami na gładkiej rozmaitości M)
odwzorowanie przejścia miȩdzy obiema mapami jest postaci

φx2 ○ (φx1↾O12
)−1 ∶ φx1(O12)

≅ÐÐ→ φx2(O12)

∶ (ξ1(y), ζ1(y))z→ (F1 ○ (ξ1, ζ1), F2 ○ ζ1)(y) ,
gdzie F1 i F2 sa̧ pewnymi odwzorowaniami gładkimi. W szczególności wiȩc otrzymujemy relacjȩ

ζ2(y) = F2 ○ ζ1(y) , y ∈ O12 ,

z której odczytujemy jawnie gładka̧ postać odwzorowania przejścia miȩdzy mapami indukowanymi:

ψ[x2] ○ (ψ[x1]↾πM/G(O12)
)−1

∶ ψ[x1] ○ πM/G(O12)
≅ÐÐ→ ψ[x2] ○ πM/G(O12)

∶ pr2 ○ φx1 ○ (πM/G↾∆̃x1
)−1(πM/G(y)) ≡ ζ1(y)z→ ζ2(y) = F2(ζ1(y)) .

W przypadku g21 ≠ e nie możemy wprawdzie a priori rozważać odwzorowań przejścia miȩdzy
mapami φx1 i φx2 na O12 (zbiór ten może być w szczególności pusty), ale możemy zasta̧pić
mapȩ lokalna̧ φx2 oraz ciȩcie lokalne σ[x2] użyte w definicji mapy lokalnej ψ[x2] na πM/G(Ox2)
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innymi z tego samego podatlasu na M i – odpowiednio – zbioru ciȩć lokalnych rzutu kanonicznego,
indukuja̧cych mapy lokalne na przestrzeni orbit, które wspólnie wyznaczaja̧ tȩ sama̧ mapȩ lokalna̧
ψ[x2] na πM/G(Ox2), ale jednocześnie przeprowadzaja̧ punkt z jej dziedziny przez zbiór otwarty
w nakryciu M przecinaja̧cy siȩ z Ox1 w pewnym otoczeniu otwartym x1, co sprowadza nas do
poprzednio zweryfikowanego przypadku. Otóż wiȩc użyjmy automorfizmu λg21 , aby zdefiniować
odwzorowanie

φ21
x1
∶= φx2 ○ λg21 ∶ λg−121

(Õx2)
≅ÐÐ→ BD(0D; εe;2) ×BN−D(0N−D; εx2)

na otwartym (wprost z konstrukcji) otoczeniu λg−121
(Õx2) punktu x1. Jako że automorfizm λg21

przeprowadza orbity na orbity, φ21
x1

jest mapa̧ lokalna̧ zgodna̧ z działaniem G. Definicjȩ tȩ uzu-
pełniamy stosowna̧ definicja̧ lokalnego ciȩcia rzutu kanonicznego nad πM/G(Õx2),

σ21
[x2]

∶= λg−121
○ σ[x2] .

Ta ostatnia ma sens, gdyż

πM/G ○ σ21
[x2]

= πM/G ○ σ[x2] = idπM/G(Õx2
)
,

a przy tym zgodnie z zapowiedzia̧ odtwarza, w poła̧czeniu z nowa̧ mapa̧ lokalna̧, wyjściowa̧ mapȩ
lokalna̧ na πM/G(Õx2), o czym przekonuje bezpośredni rachunek:

ψ21
[x2]

∶= pr2 ○ φ21
x1
○ σ21

[x2]
= pr2 ○ φx1 ○ λg21 ○ λg−121

○ σ21
[x2]

= pr2 ○ φx1 ○ σ21
[x2]

≡ ψ[x2] .

To kończy dowód istnienia struktury gładkiej, o której jest mowa w tezie twierdzenia. Należy
jeszcze wykazać struktury tej jedyność.

W tym celu rozważmy dowolne dwie takie struktury na tej samej przestrzeni orbit M/G,
oznaczaja̧c odnośne jej kopie indeksem: (M/G)A, A ∈ {1,2} dla wygodnego odróżnienia. Wprost
na mocy poczynionego założenia rzut kanoniczny πM/G ∶ M ↠ (M/G)A, A ∈ {1,2} jest w obu
przypadkach gładka̧ surjektywna̧ submersja̧, można zatem odnieść do niego tezȩ Stw.2.1 (o kwazi-
uniwersalnej własności submersji), i to na dwa sposoby: możemy oto zapisać diagram przemienny

(M/G)2

M

πM/G

<<

πM/G
// (M/G)1

idM/G

OO

,

w którym traktujemy πM/G ∶ M ↠ (M/G)1 jako submersjȩ, πM/G ∶ M ↠ (M/G)2 zaś (to
samo odwzorowanie) – jako odwzorowanie referencyjne, którego gładkość przesa̧dza o gładkości
idM/G; możemy też zamienić miejscami (i rolami) (M/G)1 i (M/G)2, co prowadzi do wniosku, że
także wtedy, gdy traktujemy idM/G jako odwzorowanie z (M/G)2 w (M/G)1, jest ono gładkie,
co jest równoznaczne z równoważnościa̧ obu struktur różniczkowych. �

Uwaga 1. Czȩsto przyjmuje siȩ, że nośnik struktury rozmaitości topologicznej powinien spełniać
drugi aksjomat przeliczalności. Bez trudu przekonujemy siȩ, że przestrzeń orbit M/G ma tȩ
cechȩ, oto bowiem obraz dowolnej skończonej lub przeliczalnie nieskończonej bazy O ∶= {On}n∈I⊆N
topologii M wzglȩdem rzutu kanonicznego na przestrzeń orbit, πM/G(O) = {πM/G(On)}n∈I⊂N, jest
– w świetle Lematu 1 – odpowiednia̧ baza̧ topologii (ilorazowej) M/G. Istotnie, πM/G(O) jest
pokryciem otwartym M/G, a ponadto dla dowolnej pary πM/G(On1), πM/G(On2), n1, n2 ∈ N
elementów tej rodziny o niepustym przeciȩciu πM/G(On1) ∩ πM/G(On2) ∋ G ⊳ x, x ∈ M istnieje
element πM/G(On12) ⊂ πM/G(On1) ∩ πM/G(On2) o własności πM/G(On12) ∋ G ⊳ x. W rzeczy
samej, z relacji πM/G(On1) ∩ πM/G(On2) ∋ G ⊳ x wynika istnienie punktów xA ∈ OnA

, A ∈ {1,2}
oraz elementu grupy g21 ∈ G spełniaja̧cych relacjȩ x2 = g21 ⊳ x1, wobec czego zbiór λg21(On1) ma
niepuste przeciȩcie z On2 , a ponieważ jest otwarty (jako homeomorficzny obraz zbioru otwartego),
przeto jest suma̧ mnogościowa̧ pewnej rodziny elementów bazy O. Przynajmniej jeden element tej
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rodziny – oznaczmy go On12 – przecina siȩ niepusto z On2 , a zatem – wprost na mocy definicji
bazy topologii – istnieje element On122 ∈ O spełniaja̧cy warunek

On122 ⊂ On12 ∩On2 ⊂ λg21(On1) ∩On2 ,

z którego wynika już poża̧dany warunek

πM/G(On122) ⊂ πM/G(λg21(On1) ∩On2
) ⊂ πM/G(λg21(On1)) ∩ πM/G(On2)

= πM/G(On1) ∩ πM/G(On2) .
Wreszcie na koniec zauważmy, że dla dowolnego zbioru otwartego O ⊂M/G zachodzi – wprost na
mocy definicji topologii ilorazowej oraz wobec bazowego charakteru O – tożsamość

π−1
M/G(O) =⋃

i∈I

Oni
,

w której I ⊂ N jest pewnym zbiorem indeksów. Wobec powyższego otrzymujemy równość

πM/G(π−1
M/G(O)) = πM/G(⋃

i∈I

Oni
) =⋃

i∈I

πM/G(Oni) ,

która przesa̧dza o bazowym charakterze πM/G(O).
Na zakończenie tej czȩści wykładu wypowiemy stwierdzenie istotne z punktu widzenia zas-

tosowań teorii grup Liego w opisie nieliniowych realizacji symetrii w teorii pola (w szczególności
w modelowaniu efektywnej teorii pola „małych” wzbudzeń klasycznej jej próżni), a mianowicie

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Lematu 1 i niechaj G bȩdzie grupa̧ Liego, H ⊆ G zaś –
jej podgrupa̧ domkniȩta̧. Istnieje dokładnie jedna struktura rozmaitości gładkiej na przestrzeni
ilorazowej G/H z topologia̧ ilorazowa̧ zaindukowana̧ z G, wzglȩdem której rzut kanoniczny πG/H ∶
GÐ→ G/H jest surjektywna̧ submersja̧. Naturalne lewe działanie

[`]⋅ ∶ G × (G/H)→ G/H ∶ (g̃, gH)z→ (g̃ ⋅ g)H(4)

jest gładkie wzglȩdem tej struktury. Gładka rozmaitość G/H z działaniem grupy G określona
tym sposobem nosi miano gładkiej przestrzeni jednorodnej G.

Dowód: Rozważmy działanie ℘ ∶ G ×H Ð→ G ∶ (g, h) z→ g ⋅ h podgrupy H ⊂ G na grupie G
otrzymane w wyniku ograniczenia do tejże podgrupy prawego działania regularnego G na sobie.
Jest ono jawnie swobodne, a przy tym możemy je zapisać jako superpozycjȩ

℘ =m ○ (idG × H)
odwzorowań gładkich (przy czym gładkość kanonicznego włożenia H ∶ H Ð→ G wynika wprost
z twierdzenia Cartana o podgrupie domkniȩtej grupy Liego), zatem jest też gładkie. W świetle
Stw. 4 jest ono również właściwe, możemy wiȩc odnieść do pary (G,H) tezȩ Tw. 3, konstatuja̧c
prawdziwość pierwszej czȩści tezy twierdzenia dowodzonego. Pozostaje zatem wykazać gładkość
działania [λ]. Zauważmy, że działanie to domyka diagram przemienny

G/H

G ×G

πG/H○m

99

idG×πG/H
// G ×G/H

[λ]

OO

,

w którym idG × πG/H jest submersja̧, co pozwala zastosować Twierdzenie o kwazi-uniwersalnej
własności submersji (Stw. 0.29 z Niezbȩdnika różniczkowo-geometrycznego), aby wywnioskować
gładkość [λ] z gładkości odwzorowania πG/H ○m, wynikaja̧cej ze stwierdzonej wcześniej gładkości
πG/H i założonej gładkości m. �
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