TEORIA GRUP II
WYKLEAD 7.
MAGNA CARTAN

Lemat 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj H c G bedzie grupa domknieta grupy Liego
G w topologii podprzestrzeni i niech X. : N — g bedzie ciagiem wektoréw w algebrze Liego
g tejze grupy, o granicy X := lim, .. X, € ¢, a nadto niech £. : N — R,y bedzie ciaggiem
liczbowym zbieznym do lim,,, t, =0, przy czym Ay, (t,) € H, n € N. Wowczas

Vte]R : )\X(t) eH.

Dowdd: Dla ustalonego (dowolnie) ¢t € R rozwazmy ciag
N : N—Z: nr—>E(tL),

gdzie E : R — Z jest cecha (funkcja entier). Jako ze -~ -1< N, <--, neN, przeto — na mocy

tn tn)
Twierdzenia o trzech ciagach, a wobec zalozenia poczynionego w odniesieniu do t. —
lim t,-N,=t,
n—o00

wobec czego takze

lim ¢, -N,> X, =t X.

n—oo
Na podstawie Stw. 2-3-4.6,7,9 oraz 10, jak rowniez Stw. 2-3-4.5 i podstawowych wtasciwosci potoku
pola wektorowego wyznaczamy

Ax (t)

Ao x (1) = Mim, oo t-Noo X, (1) = 7}1_{{)10 Aty N x, (1) = 7}1_{210 Ao x, (Nn)

lim ®;,5x, (Np;0,e) = im @ ox, (1N, - 1, @4 ox, (N, - 1;0,¢€))
= lim q)tnDXn (Nn - 1, 0, 6) . )\tnDXTL (1)

= lim @¢ox, (LN, -2, P 0x, (Vo —2;0,€)) - Atox, (1)

n—o0o

= lim & ox,(N,-2;0,€)-Aox, (1) =...= lim A, ox, (1) = lim Ay, (t,)V",

a poniewaz H > Ax, (t,)V" jest domknieta, przeto — zgodnie z teza stwierdzenia — takze

Ax(t)éﬁEH.

Twierdzenie 1 (Cartana o podgrupie domknietej). Kazda podgrupa domknieta grupy Liego jest
tej ostatniej podrozmaitoscig i grupa Liego (a zatem w sumie podgrupa Liego). I odwrotnie, kazda
podgrupa grupy Liego bedaca jej podrozmaitoscia jest domknieta podgrupa Liego tejze grupy.

Dowdd: Niechaj H c G bedzie podgrupa domknieta w topologii podprzestrzeni i niech g bedzie al-
gebra Liego G. Skonstruujemy bezposrednio lokalna mape podrozmaitosci na otoczeniu otwartym
punktu e € H c G, a nastepnie utworzymy atlas podrozmaitosci przesuwajac owa mape do kazdego
z punktéw podgrupy. W tym celu rozwazmy podzbior

h={Dy(0) | 7eC®®RH)cC(RG) A A0)=c}ecg.
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Dla dowolnej pary $ciezek 1,72 € C*(R,H) spekliajacych warunki 7,(0) = e, a € {1,2} idla
dowolnych tq,t5 € R definiujemy $Sciezke zlozona
v R—H: troy(ti-t) n(tz-t),
po czym obliczamy
7(0) =71(0) -12(0) =e-e=e, Dv(0) =t > Dy1(0) + 2 > Dy2(0) .

Wektor styczny do v w ¢ = 0 nalezy do b (wprost z definicji), widzimy zatem, ze dowolna
R-liniowa kombinacja elementéw zbioru h jest w nim zawarta, czyli — innymi stowy — b jest
podprzestrzenia R-liniowa przestrzeni g. W nastepnej kolejnosci dowodzimy tozsamosci

(1) hb={Xeg | Vir : Ax(t)eH}.
Zawieranie 2 jest oczywiste,
X = Ax(0) = DAx(0), Ax(0) =e,

rozwazmy przeto dowolny wektor X := Dv(0) € b okreslony przez pewna sciezke v € C* (R, H)
i zdefiniujmy, dla dostatecznie malego £ > 0 (na tyle, by Sciezka (] — €,¢[) byla zawarta w
dyfeomorficznym obrazie otoczenia U, wektora 04 € g wzgledem odwzorowania exp, zgodnie ze
Stw. 2-3-4.10), Sciezke wektorow

€ :]-ee[—g: t— eXpF&i o(t)
przez

£(0) = exply, ©7(0) = explyy, (¢) = 0
Otrzymujemy, przywolawszy po drodze Rown. (2—3—4 2),

hoX = §Gleov(t) = G eoexp o £(1) = § heoexp(£(0) + t > DE(0) + O (1))

= jt t= oeXp(ﬁ(O) +1 > DE(0)) = §7 Moexp(t > DE(0)) = % t=0AsDe(0) (1),
czyli — w $wietle Stw. 2-3-4.7 —

h>X =9 1oApe(o)(t) = DE(O).

Mozemy zatem zapisaé

lim nl>£( ) €h.

n—oo
Zdefiniujmy ciggi

t. : N—Ryg : n—s L

n’

X :N—g:n—np

1
e~ 1+1+n ) ’
przy czym postaé¢ argument w pierwszej z tych definicji gwarantuje, ze ten pozostaje w dziedzinie
okreslonosci &,

1 _ €
0< e l+l+n = l+e(1+n) <e.

Na mocy Stw. 2-3-4.7 zachodzi relacja
Ax, (tn) = Aex, (1) = )‘E(E_lilm)(l) = exp o §( 5‘131+n) = 7(5-1:1%) eH,
mozemy wiec przywolaé¢ Lemat [T} aby stwierdzi¢, ze
Vier + Ax(t) = Apeoy (1) = Mmoo x,, () € H,

co dowodzi inkluzji
hbec{Xeg | Ver : Ax(t)eH}.
Tym sposobem zidentyfikowaliSmy algebre Liego podgrupy H. Ta wraz z dowolnym jej dopelnie-
niem prostym m c g,
(2) g=hem
w przestrzeni R-liniowej g (dopelnienie to nie jest w ogolnosci podalgebra Liego algebry g) stanowi

poszukiwany model lokalnej mapy podrozmaitosci na otoczeniu e w H c G. Azeby sie o tym
2



Teoria Grup II — 7. Magna Cartan

przekonaé¢, pokazemy najpierw, ze istnieje otoczenie otwarte M wektora Oy € m o wlasnosci
exp(M) nH = {e}. Istotnie, gdyby tak nie byto, mozna byloby wybra¢ ciag wektorow Y. : N —
m~ {04} zbiezny do lim,_ e Y, = 04 10 wlasnosci exp(Y,,) € H, n € N, wtedy jednak — wybrawszy
(dowolnie) norme |-||g : g — Ryp na g ciagla w topologii na g (zatem np. wzigwszy norme
euklidesowa indukujgcg naturalng topologie na g) — uzyskaliby$my ciag wektorow

vt N— |- [gH({1}) nm : n— [V, |7 > Vi,

z ktorego wobec zwartosci sfery | - H;l({l}) N m mogliby$émy nastepnie wybra¢ podciag zbiezny

Up. 0 granicy v :=limg_eo Uy, € |- [51({1}) nm, wige tez polozywszy
7. : N—Ryo : n+— |Ya|q,
i sprawdziwszy relacje

limy oo Ty = iMoo [Yalg = [limpoe Yalg = [0gllg = 0,

Ao, (Tn) = >‘HY7LHm1>vn(1) = Ay, (1) eexp(h) =H,
mogliby$my ponownie skorzysta¢ z Lematu [T} dostajac
vtE]R : Av(t) € H,

czyli — w $wietle rownosci — v € b, a zatem — wobec rozktadu — sprzeczno$é z wezesniejszym
wynikiem v € m \ {Og}. Majac pozadane otoczenie M c m, wybierzmy nastepnie takie otoczenia
otwarte: Oy wektora 0y w b oraz On ¢ M cm wektora 0y w m, a takze O, elementu e w G,
izby odwzorowanie

©: Opx0pn — 0, : (X,Y)+—exp(X)-exp(Y)

byto dyfeomorfizmem. O tym, ze wybor taki jest mozliwy, przesadza analiza rozszerzonego odw-
zorowania

P:hom—G : (X,)Y)+—exp(X)- -exp(Y).
Jego styczna w (04,04) to
DP(04,04) = T(o,.0)(h@m)=h@m — Tz, 0,)G=TG=g : (z,y) — z+y,
co w $wietle Stw. 2-3-4.7 oraz Rown. (2-3-4.2) wynika wprost z rachunku

D(ﬁ(Og,Og)(x, Y)

& N (exp(0g + > 2) - exp(0g + ¢ > 1))
g tco (Mo (1) - Aoy (1)) = S Hco (A (1) - Ay (1))

= Temy(o)(jj Mzo Aa (1)) + Teln, 0y (57 M=o Ay (1))

= Tere(x) + Tele(y) =r+y

i dowodzi izomorficznego charakteru D@(0g4,04) (wszak g = h @ m), ktéry pozwala odniesé¢ do
@ Twierdzenie o Lokalnej Odwracalnosci Odwzorowan. Niechaj teraz h € O, nH, a wtedy h =
exp(X) -exp(Y) dla pewnych (X,Y) € Oy x Oy, ale tez exp(X) € exp(h) = H, wigc exp(Y) =
exp(X)™-geH- (0. nH) c H, co wobec zalozenia Y € O ¢ M oznacza, ze Y = 04, czyli
h = exp(X) € exp(Op). Jest przeto k. = ©~! mapa na otoczeniu O, elementu neutralnego w G,
a przy tym

HnO.=r'({ (X,05) ehom | XeOy}).
Mape na otoczeniu punktu h € H definiujemy jako
kpi=kolp-1 : Ip(O,) =, Op x O

(podzbior 1,(O.) jest otwarty jako homeomorficzny obraz zbioru otwartego O.). Uzyskujemy
tym sposobem atlas podrozmaitosci {kp}ren dla H ¢ G, w ktérym operacje grupowe sg gladkie
jako ograniczenia operacji z G.

3
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I odwrotnie, niech H ¢ G bedzie podgrupa i podrozmaitoscia grupy Liego G. Operacje grupowe
na H sa stosownymi zlozeniami tychze operacji na G (z zalozenia gladkich) z kanonicznymi

gladkimi wlozeniami (g : H—> ty(H) ¢ G i ich odwrotnosciami ' : t(H) — H,
mHELI_{IOmGO(LHXLH), InVH:LﬁloInVGOLH,

i jako takie sa gladkie. Jest zatem H podgrupa Liego. Pozostaje pokazaé, ze jest ona domknigta.
W tym celu rozwazmy dowolny punkt ¢ € H z domkniecia H podgrupy H, wraz z odno$nym
ciggiem h. : N — H don zbieznym, lim, . h, = g. Niechaj O, € 7(G) bedzie dziedzina
lokalnej mapy podrozmaitosci k na otoczeniu e € tg(H), a U, € 7 (G) — pewnym podotoczeniem
O, > U, o wlasnoéci U, c O, (wystarczy wybraé¢ U, jako przeciwobraz wzgledem x dostatecznie
malej kuli w RH™E wokot r(e)). Przywolawszy Lemat 2-3-4.1, ustalmy (dowolnie) otoczenie
otwarte O elementu neutralnego e € G o wlasnosci mg o (Invg x idg)(O x O) c U, po czym

rozwazmy ciag
g,::g’l.h_ : N—G : nr—>g’1.hn
o granicy (obliczonej z wykorzystaniem cigglosci mnozenia)

lim g, =e.

n—o0

Prawie wszystkie jego wyrazy sa zawarte w O, a zatem — dla dostatecznie duzych m,n e N —

h# “hm :9;1'9m = f(gn:gm) € fF(OxO) cUe .
Przy tym dla ustalonego n otrzymujemy — wobec ciaglosci mnozenia —

lim h'-h, =ht-g,

m—00
a poniewaz granica ciagu punktow z U, nalezy do U, c O,, przeto takze h;'-g € O.nH. Przy tym w
dziedzinie O, mapy podrozmaitosci k przeciecie Hn O, jest homeomorficznym przeciwobrazem
wzgledem # dopehienia (w #(0.) € .7 (R¥™G)) sumy mnogosciowej pary zbioréw otwartych
zlozonych z punktéw o — odpowiednio — $cisle dodatnich i $cisle ujemnych ostatnich dim G-dim H
wspOlrzednych (opisujacych kierunki transwersalne do obrazu k(HnO,) =V x {(0,0,...,0)}, Ve
T (REMEY) " co oznacza, ze podzbior Hn O, jest domkniety w O,. Ilekroé¢ zatem mamy do
czynienia z ciggiem punktow w Hn O, zbieznym w O, a takim jest h,'-h., granica jego lezy
takze w Hn O, czyli w szczegdlnosci

ht-geHNnO.cH,
wiec tez g € H, to za$ przesadza o postulowanej rownosci

H=H.

Przyktady 1.
(1) Grupa (pseudo)ortogonalna Og(p,q) (1) jest (jako zbiér) przeciwobrazem 771({0,})
podzbioru domknigtego {0, } c R(p+¢q) wzgledem odwzorowania (jawnie cigglego)

7 : GLr(p+q) — R(p+gq) : An—)ATmlp,q\BA—lpyq,

zapisanego przy uzyciu macierzy

117,‘1 = dlag(17 1a (RS} 17 _1,—1, ey —1) s
—_— — —
p razy q razy

jest przeto podgrupa domknietg grupy Liego GLr(p+q) z Przykl. 2?7 (4), czyli tez (pod)grupa
Liego. Grupa ta ma wyro6zniong podgrupe Liego

SO]R(pv Q) = detz;+q)({1}) s

zwang grupa specjalna ortogonalna.
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W przypadku pq = 0 ta ostatnia podgrupa zadaje rozktad grupy ortogonalnej na sktad-
owe spdjne

Or(p; q) = SOr(p,q) UPe, - SOr(p,q) ,
w ktorego zapisie
Po, : R? O : (vh0?,..,0P) — (—v, 0%, ... oP)

jest odbiciem elementarnym w hiperptaszczyznie o réwnaniu v! = 0.
W przypadku pg # 0 podgrupa SOg(p,q) rozklada si¢ na sktadowe spdjne

SOr(p,q) = SOg(p,q) UPe, - Pe,,, - SOr(p,q),

przy czym P, . jest odbiciem elementarnym w hiperptaszczyZnie o réwnaniu Pl =0, a
(pod)grupe Liego bedaca skladowa spojna jednosci SOL(p,q), zwana grupa specjalna
ortogonalna ortochroniczna, tworza macierze zachowujace zaréwno orientacje pod-
przestrzeni R*P x {04} c RP4, jak i orientacj¢ podprzestrzeni {0,} x R*? c RP¢ (nalezy
zwrocié uwage, ze przeksztalcenia ortogonalne zachowuja kazda z tych podprzestrzeni, a
to z racji okreslonosci formy kwadratowe;j 5,(Ep Dy ograniczeniu do kazdej z nich). Ostate-
cznie otrzymujemy rozklad peilnej grupy ortogonalnej na sktadowe spdjne w postaci

Or(p,q) = SOg(p,q) UP., - SOr(p,q) UP,,, -SOr(p,q) UP., -Pc,., -SOx(p,q) -



