
TEORIA GRUP II
WYKŁAD 7.

MAGNA CARTAN

Lemat 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj H ⊂ G bȩdzie grupa̧ domkniȩta̧ grupy Liego
G w topologii podprzestrzeni i niech X⋅ ∶ N Ð→ g bȩdzie cia̧giem wektorów w algebrze Liego
g tejże grupy, o granicy X ∶= limn→∞ Xn ∈ g, a nadto niech t⋅ ∶ N Ð→ R>0 bȩdzie cia̧giem
liczbowym zbieżnym do limn→∞ tn = 0, przy czym λXn(tn) ∈ H, n ∈ N. Wówczas

∀t∈R ∶ λX(t) ∈ H .

Dowód: Dla ustalonego (dowolnie) t ∈ R rozważmy cia̧g

N⋅ ∶ NÐ→ Z ∶ nz→ E( t
tn

) ,

gdzie E ∶ RÐ→ Z jest cecha̧ (funkcja̧ entier). Jako że t
tn
− 1 < Nn ≤ t

tn
, n ∈ N, przeto – na mocy

Twierdzenia o trzech cia̧gach, a wobec założenia poczynionego w odniesieniu do t⋅ –

lim
n→∞ tn ⋅Nn = t ,

wobec czego także

lim
n→∞ tn ⋅Nn ⊳Xn = t ⊳X .

Na podstawie Stw. 2-3-4.6,7,9 oraz 10, jak również Stw. 2-3-4.5 i podstawowych właściwości potoku
pola wektorowego wyznaczamy

λX(t) = λt⊳X(1) ≡ λlimn→∞ tn⋅Nn⊳Xn(1) = lim
n→∞ λtn⋅Nn⊳Xn(1) = lim

n→∞ λtn⊳Xn(Nn)

≡ lim
n→∞ Φtn⊳Xn(Nn; 0, e) = lim

n→∞ Φtn⊳Xn
(1;Nn − 1,Φtn⊳Xn(Nn − 1; 0, e))

= lim
n→∞ Φtn⊳Xn(Nn − 1; 0, e) ⋅ λtn⊳Xn(1)

= lim
n→∞ Φtn⊳Xn

(1;Nn − 2,Φtn⊳Xn(Nn − 2; 0, e)) ⋅ λtn⊳Xn(1)

= lim
n→∞ Φtn⊳Xn(Nn − 2; 0, e) ⋅ λtn⊳Xn(1)2 = . . . = lim

n→∞ λtn⊳Xn(1)Nn = lim
n→∞ λXn(tn)Nn ,

a ponieważ H ∋ λXn(tn)Nn jest domkniȩta, przeto – zgodnie z teza̧ stwierdzenia – także

λX(t) ∈ H ≡ H .

�

Twierdzenie 1 (Cartana o podgrupie domkniȩtej). Każda podgrupa domkniȩta grupy Liego jest
tej ostatniej podrozmaitościa̧ i grupa̧ Liego (a zatem w sumie podgrupa̧ Liego). I odwrotnie, każda
podgrupa grupy Liego bȩda̧ca jej podrozmaitościa̧ jest domkniȩta̧ podgrupa̧ Liego tejże grupy.

Dowód: Niechaj H ⊂ G bȩdzie podgrupa̧ domkniȩta̧ w topologii podprzestrzeni i niech g bȩdzie al-
gebra̧ Liego G. Skonstruujemy bezpośrednio lokalna̧ mapȩ podrozmaitości na otoczeniu otwartym
punktu e ∈ H ⊂ G, a nastȩpnie utworzymy atlas podrozmaitości przesuwaja̧c owa̧ mapȩ do każdego
z punktów podgrupy. W tym celu rozważmy podzbiór

h ∶= { Dγ(0) ∣ γ ∈ C∞(R,H) ⊂ C∞(R,G) ∧ γ(0) = e } ⊂ g .
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Dla dowolnej pary ścieżek γ1, γ2 ∈ C∞(R,H) spełniaja̧cych warunki γα(0) = e, α ∈ {1,2} i dla
dowolnych t1, t2 ∈ R definiujemy ścieżkȩ złożona̧

γ ∶ RÐ→ H ∶ tz→ γ1(t1 ⋅ t) ⋅ γ2(t2 ⋅ t) ,
po czym obliczamy

γ(0) = γ1(0) ⋅ γ2(0) = e ⋅ e = e , Dγ(0) = t1 ⊳ Dγ1(0) + t2 ⊳ Dγ2(0) .
Wektor styczny do γ w t = 0 należy do h (wprost z definicji), widzimy zatem, że dowolna
R-liniowa kombinacja elementów zbioru h jest w nim zawarta, czyli – innymi słowy – h jest
podprzestrzenia̧ R-liniowa̧ przestrzeni g. W nastȩpnej kolejności dowodzimy tożsamości

h = { X ∈ g ∣ ∀t∈R ∶ λX(t) ∈ H } .(1)

Zawieranie ⊇ jest oczywiste,

X = λ̇X(0) ≡DλX(0) , λX(0) = e ,
rozważmy przeto dowolny wektor X ∶= Dγ(0) ∈ h określony przez pewna̧ ścieżkȩ γ ∈ C∞(R,H)
i zdefiniujmy, dla dostatecznie małego ε > 0 (na tyle, by ścieżka γ(] − ε, ε[) była zawarta w
dyfeomorficznym obrazie otoczenia U0 wektora 0g ∈ g wzglȩdem odwzorowania exp, zgodnie ze
Stw. 2-3-4.10), ścieżkȩ wektorów

ξ ∶ ] − ε, ε[Ð→ g ∶ tz→ exp↾−1U0
○ γ(t)

przez

ξ(0) = exp↾−1U0
○ γ(0) = exp↾−1U0

(e) = 0g .

Otrzymujemy, przywoławszy po drodze Równ. (2-3-4.2),

h ∋X ≡ d
dt
↾t=0γ(t) = d

dt
↾t=0exp ○ ξ(t) ≡ d

dt
↾t=0exp(ξ(0) + t ⊳ Dξ(0) +O(t2))

= d
dt
↾t=0exp(ξ(0) + t ⊳ Dξ(0)) = d

dt
↾t=0exp(t ⊳ Dξ(0)) ≡ d

dt
↾t=0λt⊳Dξ(0)(1) ,

czyli – w świetle Stw. 2-3-4.7 –

h ∋X = d
dt
↾t=0λDξ(0)(t) = Dξ(0) .

Możemy zatem zapisać

lim
n→∞ n ⊳ ξ( 1

n
) ∈ h .

Zdefiniujmy cia̧gi

X⋅ ∶ NÐ→ g ∶ nz→ n ⊳ ξ( 1
ε−1+1+n) , t⋅ ∶ NÐ→ R>0 ∶ nz→ 1

n
,

przy czym postać argument w pierwszej z tych definicji gwarantuje, że ten pozostaje w dziedzinie
określoności ξ,

0 < 1
ε−1+1+n = ε

1+ε (1+n) < ε .

Na mocy Stw. 2-3-4.7 zachodzi relacja

λXn
(tn) = λtn⊳Xn(1) ≡ λξ( 1

ε−1+1+n
)(1) ≡ exp ○ ξ( 1

ε−1+1+n) = γ(
1

ε−1+1+n) ∈ H ,

możemy wiȩc przywołać Lemat 1, aby stwierdzić, że

∀t∈R ∶ λX(t) ≡ λDξ(0)(t) = λlimn→∞ Xn(t) ∈ H ,

co dowodzi inkluzji

h ⊆ { X ∈ g ∣ ∀t∈R ∶ λX(t) ∈ H } .
Tym sposobem zidentyfikowaliśmy algebrȩ Liego podgrupy H. Ta wraz z dowolnym jej dopełnie-
niem prostym m ⊂ g,

g = h⊕m(2)

w przestrzeni R-liniowej g (dopełnienie to nie jest w ogólności podalgebra̧ Liego algebry g) stanowi
poszukiwany model lokalnej mapy podrozmaitości na otoczeniu e w H ⊂ G. Ażeby siȩ o tym
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przekonać, pokażemy najpierw, że istnieje otoczenie otwarte M wektora 0g ∈ m o własności
exp(M) ∩H = {e}. Istotnie, gdyby tak nie było, można byłoby wybrać cia̧g wektorów Y⋅ ∶ NÐ→
m∖{0g} zbieżny do limn→∞ Yn = 0g i o własności exp(Yn) ∈ H, n ∈ N, wtedy jednak – wybrawszy
(dowolnie) normȩ ∥ ⋅ ∥g ∶ g Ð→ R≥0 na g cia̧gła̧ w topologii na g (zatem np. wzia̧wszy normȩ
euklidesowa̧ indukuja̧ca̧ naturalna̧ topologiȩ na g) – uzyskalibyśmy cia̧g wektorów

υ⋅ ∶ NÐ→ ∥ ⋅ ∥−1g ({1}) ∩m ∶ nz→ ∥Yn∥−1 ⊳ Yn ,

z którego wobec zwartości sfery ∥ ⋅ ∥−1g ({1}) ∩ m moglibyśmy nastȩpnie wybrać podcia̧g zbieżny
υn⋅ o granicy υ ∶= limk→∞ υnk

∈ ∥ ⋅ ∥−1g ({1}) ∩m, wiȩc też położywszy

τ⋅ ∶ NÐ→ R>0 ∶ nz→ ∥Yn∥g ,

i sprawdziwszy relacje

limn→∞ τn ≡ limn→∞ ∥Yn∥g = ∥ limn→∞ Yn∥g = ∥0g∥g = 0 ,

λυn(τn) = λ∥Yn∥m⊳υn(1) = λYn(1) ∈ exp(h) = H ,

moglibyśmy ponownie skorzystać z Lematu 1, dostaja̧c

∀t∈R ∶ λυ(t) ∈ H ,

czyli – w świetle równości (1) – υ ∈ h, a zatem – wobec rozkładu (2) – sprzeczność z wcześniejszym
wynikiem υ ∈ m ∖ {0g}. Maja̧c poża̧dane otoczenie M ⊂ m, wybierzmy nastȩpnie takie otoczenia
otwarte: Oh wektora 0g w h oraz Om ⊂M ⊂ m wektora 0g w m, a także Oe elementu e w G,
iżby odwzorowanie

ϕ ∶ Oh ×Om Ð→ Oe ∶ (X,Y )z→ exp(X) ⋅ exp(Y )

było dyfeomorfizmem. O tym, że wybór taki jest możliwy, przesa̧dza analiza rozszerzonego odw-
zorowania

ϕ̃ ∶ h⊕mÐ→ G ∶ (X,Y )z→ exp(X) ⋅ exp(Y ) .

Jego styczna w (0g,0g) to

Dϕ̃(0g,0g) ∶ T(0g,0g)(h⊕m) ≡ h⊕mÐ→ Tϕ̃(0g,0g)G = TeG ≡ g ∶ (x, y)z→ x + y ,

co w świetle Stw. 2-3-4.7 oraz Równ. (2-3-4.2) wynika wprost z rachunku

Dϕ̃(0g,0g)(x, y) = d
dt
↾t=0(exp(0g + t ⊳ x) ⋅ exp(0g + t ⊳ y))

≡ d
dt
↾t=0(λt⊳x(1) ⋅ λt⊳y(1)) = d

dt
↾t=0(λx(t) ⋅ λy(t))

= Terλy(0)(
d
dt
↾t=0 λx(t)) +Telλx(0)(

d
dt
↾t=0 λy(t))

= Tere(x) +Tele(y) = x + y

i dowodzi izomorficznego charakteru Dϕ̃(0g,0g) (wszak g = h ⊕ m), który pozwala odnieść do
ϕ̃ Twierdzenie o Lokalnej Odwracalności Odwzorowań. Niechaj teraz h ∈ Oe ∩ H, a wtedy h =
exp(X) ⋅ exp(Y ) dla pewnych (X,Y ) ∈ Oh ×Om, ale też exp(X) ∈ exp(h) = H, wiȩc exp(Y ) =
exp(X)−1 ⋅ g ∈ H ⋅ (Oe ∩ H) ⊂ H, co wobec założenia Y ∈ Om ⊂ M oznacza, że Y = 0g, czyli
h = exp(X) ∈ exp(Oh). Jest przeto κe ≡ ϕ−1 mapa̧ na otoczeniu Oe elementu neutralnego w G,
a przy tym

H ∩Oe = κ−1({ (X,0g) ∈ h⊕m ∣ X ∈ Oh }) .

Mapȩ na otoczeniu punktu h ∈ H definiujemy jako

κh ∶= κ ○ lh−1 ∶ lh(Oe)
≅ÐÐ→ Oh ×Om

(podzbiór lh(Oe) jest otwarty jako homeomorficzny obraz zbioru otwartego Oe). Uzyskujemy
tym sposobem atlas podrozmaitości {κh}h∈H dla H ⊂ G, w którym operacje grupowe sa̧ gładkie
jako ograniczenia operacji z G.
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I odwrotnie, niech H ⊂ G bȩdzie podgrupa̧ i podrozmaitościa̧ grupy Liego G. Operacje grupowe
na H sa̧ stosownymi złożeniami tychże operacji na G (z założenia gładkich) z kanonicznymi
gładkimi włożeniami ιH ∶ H

≅ÐÐ→ ιH(H) ⊂ G i ich odwrotnościami ι−1H ∶ ιH(H) ≅ÐÐ→ H,

mH ≡ ι−1H ○mG ○ (ιH × ιH) , InvH = ι−1H ○ InvG ○ ιH ,
i jako takie sa̧ gładkie. Jest zatem H podgrupa̧ Liego. Pozostaje pokazać, że jest ona domkniȩta.
W tym celu rozważmy dowolny punkt g ∈ H z domkniȩcia H podgrupy H, wraz z odnośnym
cia̧giem h⋅ ∶ N Ð→ H doń zbieżnym, limn→∞ hn = g. Niechaj Oe ∈ T (G) bȩdzie dziedzina̧
lokalnej mapy podrozmaitości κ na otoczeniu e ∈ ιH(H), a Ue ∈ T (G) – pewnym podotoczeniem
Oe ⊃ Ue o własności Ue ⊂ Oe (wystarczy wybrać Ue jako przeciwobraz wzglȩdem κ dostatecznie
małej kuli w RdimG wokół κ(e)). Przywoławszy Lemat 2-3-4.1, ustalmy (dowolnie) otoczenie
otwarte O elementu neutralnego e ∈ G o własności mG ○ (InvG × idG)(O × O) ⊂ Ue, po czym
rozważmy cia̧g

g⋅ ∶= g−1 ⋅ h⋅ ∶ NÐ→ G ∶ nz→ g−1 ⋅ hn
o granicy (obliczonej z wykorzystaniem cia̧głości mnożenia)

lim
n→∞ gn = e .

Prawie wszystkie jego wyrazy sa̧ zawarte w O, a zatem – dla dostatecznie dużych m,n ∈ N –

h−1n ⋅ hm = g−1n ⋅ gm ≡ f(gn, gm) ∈ f(O ×O) ⊂ Ue .
Przy tym dla ustalonego n otrzymujemy – wobec cia̧głości mnożenia –

lim
m→∞ h−1n ⋅ hm = h−1n ⋅ g ,

a ponieważ granica cia̧gu punktów z Ue należy do Ue ⊂ Oe, przeto także h−1n ⋅g ∈ Oe∩H. Przy tym w
dziedzinie Oe mapy podrozmaitości κ przeciȩcie H ∩Oe jest homeomorficznym przeciwobrazem
wzglȩdem κ dopełnienia (w κ(Oe) ∈ T (RdimG)) sumy mnogościowej pary zbiorów otwartych
złożonych z punktów o – odpowiednio – ściśle dodatnich i ściśle ujemnych ostatnich dim G−dim H
współrzȩdnych (opisuja̧cych kierunki transwersalne do obrazu κ(H∩Oe) = V × {(0,0, . . . ,0)}, V ∈
T (RdimH)), co oznacza, że podzbiór H ∩ Oe jest domkniȩty w Oe. Ilekroć zatem mamy do
czynienia z cia̧giem punktów w H ∩Oe zbieżnym w Oe, a takim jest h−1n ⋅ h⋅, granica jego leży
także w H ∩Oe, czyli w szczególności

h−1n ⋅ g ∈ H ∩Oe ⊂ H ,

wiȩc też g ∈ H, to zaś przesa̧dza o postulowanej równości

H = H .

�

Przykłady 1.
(1) Grupa (pseudo)ortogonalna OR(p, q) (1) jest (jako zbiór) przeciwobrazem τ−1({0n})

podzbioru domkniȩtego {0n} ⊂ R(p + q) wzglȩdem odwzorowania (jawnie cia̧głego)

τ ∶ GLR(p + q)Ð→ R(p + q) ∶ Az→ AT ⊡ 1p,q ⊡A − 1p,q ,

zapisanego przy użyciu macierzy

1p,q = diag(1,1, . . . ,1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
p razy

,−1,−1, . . . ,−1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

q razy

) ,

jest przeto podgrupa̧ domkniȩta̧ grupy Liego GLR(p+q) z Przykł. ?? (4), czyli też (pod)grupa̧
Liego. Grupa ta ma wyróżniona̧ podgrupȩ Liego

SOR(p, q) ≡ det−1(p+q)({1}) ,
zwana̧ grupa̧ specjalna̧ ortogonalna̧.
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W przypadku pq = 0 ta ostatnia podgrupa zadaje rozkład grupy ortogonalnej na skład-
owe spójne

OR(p, q) = SOR(p, q) ⊔ Pe1 ⋅ SOR(p, q) ,
w którego zapisie

Pe1 ∶ R×p↺ ∶ (v1, v2, . . . , vp)z→ (−v1, v2, . . . , vp)
jest odbiciem elementarnym w hiperpłaszczyźnie o równaniu v1 = 0.

W przypadku pq ≠ 0 podgrupa SOR(p, q) rozkłada siȩ na składowe spójne

SOR(p, q) = SO+
R(p, q) ⊔ Pe1 ⋅ Pep+1 ⋅ SO+

R(p, q) ,
przy czym Pep+1 jest odbiciem elementarnym w hiperpłaszczyźnie o równaniu vp+1 = 0, a
(pod)grupȩ Liego bȩda̧ca̧ składowa̧ spójna̧ jedności SO+

R(p, q), zwana̧ grupa̧ specjalna̧
ortogonalna̧ ortochroniczna̧, tworza̧ macierze zachowuja̧ce zarówno orientacjȩ pod-
przestrzeni R×p × {0q} ⊂ Rp,q, jak i orientacjȩ podprzestrzeni {0p} × R×q ⊂ Rp,q (należy
zwrócić uwagȩ, że przekształcenia ortogonalne zachowuja̧ każda̧ z tych podprzestrzeni, a
to z racji określoności formy kwadratowej δ(p,q)E w ograniczeniu do każdej z nich). Ostate-
cznie otrzymujemy rozkład pełnej grupy ortogonalnej na składowe spójne w postaci

OR(p, q) = SO+
R(p, q) ⊔ Pe1 ⋅ SO+

R(p, q) ⊔ Pep+1 ⋅ SO+
R(p, q) ⊔ Pe1 ⋅ Pep+1 ⋅ SO+

R(p, q) .

5


