
GEOMETRIA RÓŻNICZKOWA II
WYKŁAD 14.

(CECI N’EST PAS) LA FIN

Symetrie wycechowane w jȩzyku wia̧zek głównych i stowarzyszonych
– topologia i geometria

Przedstawimy obecnie fundamentalne zastosowanie konstrukcji wia̧zek głównych i stowarzyszo-
nych w mechanice i teorii pola, jakim jest uniwersalny schemat cechowania (tj. ulokalniania)
ich symetrii globalnych. Zaczniemy od pomocniczej

Definicja 1. Niechaj (E,B,F, πE) bȩdzie wia̧zka̧ włóknista̧ o lokalnych trywializacjach τi ∶
π−1
E (Oi)

≅ÐÐ→ Oi × F nad pokryciem trywializuja̧cym O = {OBi }i∈I , przy czym zakładamy1, że
elementy pokrycia sa̧ zarazem dziedzinami map κBi ∶ OBi

≅ÐÐ→ Ui ⊂ R×m, m = dimB pewnego
atlasu ÂB bazy B. Zdefiniujmy pomocnicze dyfeomorfizmy

T iv ∶ Ui
≅ÐÐ→ T iv(Ui) =∶ U0

i ∶ w z→ w − v , v ∈ Ui
odwzorowuja̧ce zbiory otwarte Ui w odnośne otoczenia 0m ≡ T iv(v) ∈ R×m. Wybrawszy dowolny
atlas ÂF = {κFα}α∈J włókna typowego F , złożony z map κFα ∶ OFα

≅ÐÐ→ Vα ⊂ R×n, n = dimF, α ∈ J ,
indukujemy na E atlas ÂE = {κEi,α}(i,α)∈I×J , który tworza̧ mapy

κEi,α ≡ (κBi × κFα ) ○ τi↾τ−1
i (OBi ×OFα ) ∶ τ−1

i (OBi ×OFα ) ≅ÐÐ→ Ui × Vα ⊂ R×m+n ,

zwane mapami dostosowanymi. Na zbiorze

Γx(E) ∶= { φ ∈ Γloc(E) ∣ (πE ○ φ)−1({x}) ≠ ∅ }
ciȩć lokalnych wia̧zki E określonych w punkcie x ∈ B zadajemy relacjȩ równoważności:

φ1 ∼1x φ2 ⇐⇒ (φ1(x),Txφ1) = (φ2(x),Txφ2) .
Klasȩ abstrakcji ciȩcia φ ∈ Γx(E) wzglȩdem tej relacji oznaczamy symbolem

1xφ ≡ [φ]∼1x
i określamy mianem pierwszego miotu różniczkowego ciȩcia φ. Zbiór tych klas abstrakcji nad
ustalonym punktem x ∈ B bȩdziemy oznaczać symbolem

J1
xE ≡ { 1xφ ∣ φ ∈ Γx(E) } .

Wia̧zka pierwszych miotów różniczkowych ciȩć wia̧zki E to wia̧zka włóknista o skład-
owych

● baza B o strukturze rozmaitości zadawanej przez atlas ÂB ;
● przestrzeń totalna

J1E ∶= ⊔
x∈B

J1
xE

o strukturze rozmaitości opisanej poniżej;
● włókno typowe J1

0m(R×m ×F ) o strukturze rozmaitości różniczkowalnej opisanej poniżej;
● rzut na bazȩ

πJ1E ∶ J1E Ð→ B ∶ (1xφ,x) z→ x .

1Założenie to nie stanowi ograniczenia ogólności naszych rozważań, oto bowiem pokrycie takie uzyskujemy
dokonuja̧c rozdrobnienia dowolnego pokrycia trywializuja̧cego wzglȩdem wybranego (dowolnie) atlasu na B.
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Przy tym odwzorowania

J1κEi,α ∶ J1Ei,α ≡ { 1xφ ∣ φ(x) ∈ τE −1
i (OBi ×OFα ) } ≅ÐÐ→ J1κEi,α(J1Ei,α)

∶ 1xφz→ (κBi (x), κFα ○ φ(x),D(κFα ○ φ ○ κB −1
i )(κBi (x))) , (i, α) ∈ I × J

indukuja̧ na J1E mocna̧ topologiȩ cofniȩciowa̧ z topologii produktowej (podprzestrzeni) na zbio-
rach J1κEi,α(J1Ei,α) ⊂ R×m+n+mn, tj. taka̧, w której podzbiór V ⊂ J1E jest otwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy jest spełniony warunek

∀(i,α)∈I×J ∶ J1κEi,α(V ∩ J1Ei,α) ∈ T (J1κEi,α(J1Ei,α)) .
W tej topologii odwzorowania J1κEi,α sa̧ – wprost na mocy jej konstrukcji – homeomorfizmami i
(dziȩki temu) możemy ich użyć jako map, zwanychmapami indukowanymi (lub naturalnymi),
o odnośnych transformacjach współrzȩdniowych na

J1Eij,αβ ≡ { 1xφ ∣ φ(x) ∈ τE −1
i (OBij ×OFαβ) }

w postaci

J1κEij,αβ ∶= J1κEi,α ○ (J1κEj,β)
−1 ∶ J1κEj,β(J1Eij,αβ)

≅ÐÐ→ J1κEi,α(J1Eij,αβ)

∶ (κBj (x), κFβ ○ φ(x),D(κFβ ○ φ ○ κB −1
j )(κBj (x)))

z→ (κBi (x), κFα ○ φ(x),D(κFα ○ φ ○ κB −1
i )(κBi (x)))

= (tBij(κBj (x)), tFαβ(κFα ○ φ(x)),

DtFαβ(κFβ ○ φ(x)) ○D(κFβ ○ φ ○ κB −1
j )(κBj (x)) ○DtBij(κBj (x))−1)

Zależność punktu w obrazie od argumentu z dziedziny jest klasy C∞ w składowej bazowej oraz
w składowej z włókna wia̧zki E (z założenia),

tBij ∈ Diff∞(κBj (OBij), κBi (OBij)) , tFαβ ∈ Diff∞(κFβ (OFαβ), κFα (OFαβ)) ,
i tejże klasy C∞ w składowej ostatniej w argumencie bazowym oraz tym z włókna wia̧zki E,

DtFαβ ∈ C∞(κFβ (OFαβ),R×n2

) , DtBij ∈ C∞(κj(OBij),R×m2

)

a nadto liniowa, wiȩc klasy C∞ w argumencie ostatnim D(κFβ ○φ○κB −1
j )(κBj (x)), zatem w sumie

klasy C∞, tym samym wiȩc zadaje na J1E strukturȩ rozmaitości różniczkowalnej. Zauważmy
przy tym, że rzut na bazȩ jest surjekcja̧ klasy C∞ jako superpozycja odwzorowań tego samego
typu,

πJ1E↾J1Ei,α = κB −1
i ○ pr1 ○ J1κEi,α .

Strukturȩ rozmaitości różniczkowalnej na zbiorze J1
0m(R×m × F ) zadajemy w sposób analog-

iczny do opisanego powyżej, przy czym wykorzystujemy tu globalna̧ mapȩ na bazie R×m wia̧zki
trywialnej R×m × F oraz mapy lokalne κFα , α ∈ J na jej włóknie. Mamy wiȩc na podzbiorach

J1
0m

(R×m ×OFα ) ≡ { 10mφ ∣ φ(0) ∈ τE −1
i ({0m} ×OFα ) }

odwzorowania

J1
0mκ

F
α ∶ J1

0m
(R×m ×OFα ) ≅ÐÐ→ J1

0τ
F
α (J1

0(R×m ×OFα ))

∶ 10mφz→ (κFi ○ φ(0m),D(κFi ○ φ)(0m)) ,
które indukuja̧ na J1

0m(R×m × F ) mocna̧ topologiȩ cofniȩciowa̧ z topologii produktowej (pod-
przestrzeni) na zbiorach J1

0τ
F
α (J1

0(R×m × OFα )) ⊂ R×n(1+m) i wzglȩdem tej topologii pełnia̧ rolȩ
map lokalnych klasy C∞.

Trywializacje lokalne wia̧zki J1E sa̧ zadane w postaci

J1τEi ∶ π−1
J1E(Oi)

≅ÐÐ→ Oi × J1
0m(R×m × F )
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∶ (1xφ,x) z→ (x, 10m((TκBi (x) ○ κBi × idF ) ○ τEi ○ φ ○ κB −1
i ○ T −1

κBi (x)))

W odwołaniu do powyższej definicji, która formalizuje intuicyjne pojȩcie klas współstyczności
(pierwszego rzȩdu) ciȩć lokalnych wia̧zki (w analogii do konstrukcji wia̧zki stycznej jako wia̧zki
klas współstyczności ścieżek w rozmaitości) możemy wprowadzić podstawowy koncept fizykalny.

Definicja 2. Niechaj Σ bȩdzie gładka̧ rozmaitościa̧ różniczkowalna̧ wyposażona̧ w strukturȩ me-
tryczna̧ g ∈ Γ(T∗Σ ⊗R,Σ T∗Σ) o sygnaturze (d,1), d ∈ N i niech F bȩdzie gładka̧ rozmaitościa̧
o grupie automorfizmów (dyfeomorfizmów zachowuja̧cych ewentualna̧ dodatkowa̧ strukturȩ, np.
liniowa̧ lub torsora grupy) Aut(F ). Lagranżowska teoria pola typu F nad (Σ,g) to para

F ∶= ((F ,Σ, F, πF),ADF)
złożona z wia̧zki włóknistej (F ,Σ, F, πF), nosza̧cej miano kowariantnej wia̧zki konfigura-
cyjnej typu F (albo po prostu wia̧zki pól typu F ), o włóknie typowym F i trywializacjach
lokalnych

τi ∶ π−1
F (Oi)

≅ÐÐ→ Oi × F , i ∈ I
stowarzyszonych z pokryciem otwartym O = {Oi}i∈I bazy Σ, zwanej czasoprzetrzenia̧, oraz
funkcjonału

AF
DF ∶ Γ(F) Ð→ U(1) ,

zwanego amplituda̧ Diraca–Feynmana, którego punkty krytyczne sa̧ określane jako klasyczne
konfiguracje pola typu F . Przy tym zakładamy istnienie funkcjonału2

SF ∶ Γ(F) Ð→ R/2πZ
wyznaczaja̧cego amplitudȩ Diraca–Feynmana wedle wzoru

AF
DF = exp ○ (iSF) ,

który nazywamy funkcjonałem działania teorii pola F , a który jest zadany w postaci klasy
modulo 2π całek po Σ z morfizmu wia̧zek włóknistych

LF ∶ J1F Ð→⋀ d+1T∗Σ

zwanego gȩstościa̧ lagranżjanu teorii pola F , tj. dla dowolnego ciȩcia φ ∈ Γ(F) zachodzi

SF [φ] = ∫
Σ
LF (j1⋅ φ) + 2πZ .

Ciȩcia globalne wia̧zki F zyskuja̧ w tym kontekście przydomek pól typu F , a ich przestrzeń
Γ(F) jest nazywana przestrzenia̧ konfiguracyjna̧ teorii pola F .

Symetria̧ globalna̧ teorii pola F nazywamy dowolny automorfizm (Φ, idΣ) ∈ AutBun(Σ)(F ∣Σ)
(pokrywaja̧cy identyczność na bazie) wia̧zki pól tejże teorii modelowany (globalnie) na automor-
fizmie włókna typowego ϕ ∈ Aut(F ) (niezależnym od punktu w bazie, a nawet – od elementu
pokrycia trywializuja̧cego) w sensie wyrażanym przez rodzinȩ diagramów przemiennych indek-
sowana̧ przez I ∋ i

π−1
F (Oi) Φ //

τi

��

π−1
F (Oi)

τi

��
Oi × F

idOi×ϕ
// Oi × F

i indukuja̧cy automorfizm

ΓΦ ∶ Γ(F)↺ ∶ φz→ Φ ○ φ

2Wybór przeciwdziedziny funkcjonału działania został wyjaśniony na etapie wcześniejszym, kiedy dyskutowali-
śmy kwantowomechaniczna̧ interpretacjȩ amplitud Diraca–Feynmana.
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przestrzeni konfiguracyjnej o własności

AF
DF ○Φ = AF

DF .

Grupie złożonej ze wszystkich automorfizmów wia̧zki pól opisanej wyżej postaci nadajemy miano
grupy symetrii globalnych teorii pola F . Bȩdziemy ja̧ oznaczać symbolem

Symm(F ↖ F ) .
W świetle powyższej definicji naturalnym jest przyja̧ć, że grupa ta jest zawarta w komutancie
grupy strukturalnej wia̧zki (w której przyjmuja̧ wartości odwzorowania przejścia określaja̧ce relacje
pomiȩdzy lokalnymi trywializacjami, o wspólnej prezentacji ϕ automorfizmu Φ).

W powyższej definicji symetrie globalne zyskuja̧ implicite interpretacjȩ czynna̧ , w ramach której
Φ przeprowadza w siebie różne konfiguracje pola, w szczególności zaś – konfiguracje krytyczne
(czyli klasyczne) na nietożsame z nimi (w sensie fizykalnym) konfiguracje krytyczne. Jako takie,
symetrie globalne określaja̧ na przestrzeni stanów teorii fizycznej odpowiedniość pomiȩdzy różnymi
konfiguracjami klasycznymi.

Automorfizmy włókna typowego wia̧zki pól można także interpretować w ujȩciu biernym jako
transformacje współrzȩdniowe na F , czyli – innymi słowy – jako zmiany opisu jednej i tej samej
konfiguracji pola. Ażeby to lepiej zrozumieć, oznaczmy przez D ≡ dimF liczbȩ niezależnych
stopni swobody teorii pola F i rozważmy lokalne mapy: κ1 ∶ OFx

≅ÐÐ→ Ux ⊂ RD na otoczeniu
x ∈ F i κ2 ∶ OFϕ(x)

≅ÐÐ→ Uφ(x) ⊂ RD na otoczeniu ϕ(x) ∈ F , zakładaja̧c przy tym dla prostoty
dalszych rozważań, że ϕ(OFx ) ⊂ OFϕ(x). W tych okolicznościach możemy traktować dyfeomorfizm
ϕ, a ściślej – jego lokalna̧ prezentacjȩ współrzȩdniowa̧ ϕ21 ≡ κ2 ○ϕ ○ κ−1

1 , jako (gładka̧) redefinicjȩ
współrzȩdnych punktów y ∈ OFx z wyjściowych κ1(y) na nowe κ2 ○ ϕ(y), oto bowiem

κ2 ○ ϕ(y) ≡ ϕ21(κ1(y)) .
Gdy spojrzeć na transformacje symetrii jako na takie właśnie arbitralne zmiany układu współ-
rzȩdnych (lokalnych) w przestrzeni wewnȩtrznych stopni swobody teorii pola, wówczas staje siȩ
całkowicie jasnym, że nie ma żadnego powodu oczekiwać (w czasoprzestrzeni, w której informa-
cja propaguje siȩ ze skończona̧ szybkościa̧), iżby obserwatorzy opisuja̧cy zjawiska teoriopolowe
z różnych punktów czasoprzestrzeni Σ dokonywali równoczesnych redefinicji swych lokalnych
opisów. W powszechnie przyjȩtym (choć nie jedynym) paradygmacie gładkiego opisu zjawisk
fizykalnych postulujemy przeto ulokalnienie albo inaczej wycechowanie symetrii globalnej.
Polega ono na zasta̧pieniu wyjściowej wia̧zki pól F nowa̧ wia̧zka̧ o tym samym włóknie ty-
powym F (wiȩc o tych samych stopniach swobody), na której, jednakowoż, symetrie modelowane
przez G ≡ Symm(F ↖ F ) (w obrazie lokalnych trywializacji) sa̧ realizowane lokalnie, tj. mamy
do czynienia z (lokalnie) gładkimi profilami transformacji symetrii w Symm(F ↖ F ), czyli z
lokalnymi transformacjami cechowania γ ∶ OB Ð→ G, które nie zmieniaja̧ wartości am-
plitudy Diraca–Feynmana teorii z wycechowana̧ symetria̧ G. Ta ostatnia powinna być w jakimś
sensie3 strukturalnie pokrewna wyjściowej teorii pola F , tj. powinien istnieć (zasadniczo) algo-
rytmiczny schemat przepisywania F do nowej postaci z symetria̧ wycechowana̧. Punktu wyjścia
do uniwersalnej formalizacji niedynamicznego aspektu takiej transkrypcji, tj. tego, który doty-
czy redefinicji samej wia̧zki pól F , nie zaś – dodatkowych struktur na wia̧zce stycznej TF nad
nia̧, pozwalaja̧cych zdefiniować człony gȩstości langranżjanu zależne od ciȩć gładkich poprzez ich
pochodne, dostarcza konstrukcja wia̧zki stowarzyszonej z wia̧zka̧ główna̧ o grupie strukturalnej G,
o czym przekonuje nas chwila refleksji nad treścia̧ Stw. 12&13.2 w poła̧czeniu ze Stw. 12&13.3
i 12&13.4. Jedynym uogólnieniem konstrukcji prowadza̧cej do Def. 6.1 podyktowanym przez
potrzebȩ uzwglȩdnienia generycznej struktury wia̧zki pól nad czasoprzestrzenia̧ Σ oraz – przede
wszystkim – ewentualna̧ dodatkowa̧ strukturȩ na jej przestrzeni totalnej, do której możemy chcieć

3Nie ma całkowicie uniwersalnego schematu transkrypcji wyjściowej teorii pola F do postaci z symetria̧ wyce-
chowana̧. Istnieja̧ natomiast pewne standardowe schematy cechowania o ograniczonym zakresie stosowalności, z
których najbardziej rozpowszechniony jest tzw. schemat minimalny – ten jest omawiany krytycznie acz konstruk-
tywnie np. na trzecim semestrze wykładu monograficznego Autora pt. „Elementy Algebry i Geometrii Wyższej w
Fizyce”.
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podnieść ulokalniana̧ symetriȩ – jest zasta̧pienie rozmaitości M w tejże definicji (odpowiadaja̧cej
wia̧zce trywialnej Σ ×M Ð→ Σ) dowolna̧ wia̧zka̧ nad baza̧ Σ wia̧zki głównej PG. Poniżej przed-
stawiamy analogony definicji, stwierdzeń i twierdzeń z Wykładów 12. i 13. uwzglȩdniaja̧ce to
umotywowane fizykalnie uogólnienie. Uważny Czytelnik dotychczasowych wykładów bez trudu
znajdzie w nich wszelkie narzȩdzia formalne niezbȩdne do sprawdzenia sensowności i poprawności
definicji i udowodnienia (s)twierdzeń, co też pozostawiamy Mu w charakterze ćwiczenia.

Zaczynamy od

Definicja 3. Niechaj (PG,B,G, πPG
) bȩdzie wia̧zka̧ główna̧ o trywializacjach lokalnych τPG

i ∶
π−1
PG

(Oi)
≅ÐÐ→ Oi ×G, i ∈ I stowarzyszonych z pokryciem otwartym O = {Oi}i∈I , a (E,B,F, πE)

– wia̧zka̧ włóknista̧ o trywializacjach lokalnych τEi ∶ π−1
E (Oi)

≅ÐÐ→ Oi × F, i ∈ I stowarzy-
szonych z tym samym pokryciem O, na której jest określone gładkie działanie (lewostronne)
Λ⋅ ∶ G × E Ð→ E grupy Liego G wyznaczaja̧ce rodzinȩ automorfizmów {(Λg, idB)}g∈G tejże
wia̧zki modelowanych lokalnie na automorfizmach {λg}g∈G włókna typowego w sposób opisany
przez diagram przemienny

G × π−1
E (Oi)

Λ⋅ //

idG×τEi

��

π−1
E (Oi)

τEi

��
G ×Oi × F (pr2,λ⋅○pr1,3)

// Oi × F

.(1)

Wia̧zka produktowa stowarzyszona z PG poprzez Λ⋅ to wia̧zka włóknista

(PΛ
GE,B,F, πPΛ

G
E)

o składowych:
● przestrzeń totalna PΛ

GE ≡ (PG ×B E)/G bȩda̧ca rozmaitościa̧ ilorazowa̧ określona̧ przez
działanie

Λ̃⋅ ∶ G × (PG ×B E) Ð→ PG ×B E ∶ (g, (p, ε)) z→ (rg−1(p),Λg(ε)) ,
indukowane na produkcie włóknistym wia̧zek PG i E przez Λ⋅ i działanie definiuja̧ce r⋅
grupy G na PG;

● rzut na bazȩ

πPΛ
G
E ∶ PΛ

GE Ð→ B ∶ [(p, ε)] z→ πPG
(p) .

Przy tym trywializacje lokalne indukowane przez trywializacje składowych przyjmuja̧ postać

[τi] ∶ π−1
Pλ

G
E(Oi)

≅ÐÐ→ Oi × F ∶ [(p, ε)] z→ (πPG
(p), λ

pr2○τ
PG
i (p)(pr2 ○ τEi (m))) ,

a odnośne odwzorowania przejścia sa̧ określone przez odwzorowanie

[τi] ○ [τj]−1 ∶ Oij × F ↺ ∶ (x, f) z→ (x,λ
g
PG
ij (x) ○ g

E
ij(x)(f))) .

Fizykalne zastosowania powyższej konstrukcji wynikaja̧ wprost z

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 3. Struktura grupy (Frécheta) na przestrzeni ciȩć glo-
balnych Γ(AdPG) wia̧zki doła̧czonej ma swa̧ realizacjȩ na przestrzeni ciȩć globalnych Γ(PΛ

GE)
wia̧zki produktowej stowarzyszonej PΛ

GE indukowana̧ przez odwzorowanie gładkie

[Λ]×⋅ ∶ AdPG ×B PΛ
GE Ð→ PΛ

GE

spełniaja̧ce (włókno po włóknie) aksjomaty działania grupy G na rozmaitości M i modelowane
lokalnie na Λ.

Mamy także istotne w konstrukcji lokalnego opisu symetrii cechowania i pól materii w teorii z
symetria̧ wycechowana̧
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Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. 3 i oznaczmy symbolem HomBun(B)(PG,E ∣B) zbiór
morfizmów wia̧zek włóknistych PG Ð→ E pokrywaja̧cych identyczność na (wspólnej) bazie B.
Istnieje bijekcja

Γ(PΛ
GE) ≅ HomG(PG,E) ∩HomBun(B)(PG,E ∣B)(=∶ HomBun(B)(PG,E ∣B)G) ,

określona przez wzajem odwrotne odwzorowania (zapisane w terminach (π, ε) ∈ Γloc(PG)×Γloc(E)
składaja̧cych siȩ na globalne ciȩcie PΛ

GE):

Φ×
Λ ∶ Γ(PΛ

GE) Ð→ HomBun(B)(PG,E ∣B)G ,

Φ×
Λ[(π, ε)] ∶ PG Ð→ E ∶ pz→ ΛφPG

(p,π○πPG
(p))(ε ○ πPG

(p))

i

S×Λ ∶ HomBun(B)(PG,E ∣B)G Ð→ Γloc(PΛ
GE) ,

S×Λ[Φ] ∶ B Ð→ PΛ
GE ∶ (Oi ∋)xz→ [(τPG −1

i (x, e),Φ ○ τPG −1
i (x, e))] .

oraz

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Stw. 1 i 2. Bijekcja Φ×
Λ jest (lewostronnie) ekwiwariantna

wzglȩdem działań grupy Γ(AdPG): działania

Γ[Γ[r̃×]]Λ⋅ ∶ Γ(AdPG) × Γ(PΛ
GE) Ð→ Γ(PΛ

GE)

∶ (σ, [(π, ε)]) z→ [([r]σ○πP ○π(⋅) ○ π(⋅), ε(⋅))] ≡ [([r]σ(⋅) ○ π(⋅), µ(⋅))](2)

na przestrzeni Γ(PΛ
GE) oraz naturalnego działania

[Φ×
AdΛ] ∶ Γ(AdPG) ×HomBun(B)(PG,E ∣B)G Ð→ HomBun(B)(PG,E ∣B)G

∶ (γ,Φ) z→ ΛΦAd[γ](⋅)(Φ(⋅))

na przestrzeni odwzorowań G-ekwiwariantnych HomG(PG,M), czyli działanie

Φ×
AdΛ⋅ ≡ [Φ×

AdΛ]⋅ ○ (Φ−1
Ad × idHomBun(B)(PG,E ∣B)G)

grupy HomBun(B)(PG,G ∣B)G czyni przemiennym poniższy diagram

Γ(AdPG) × Γ(PΛ
GE)

Γ[Γ[r̃×]]Λ⋅ //

ΦAd×Φ×
Λ

��

Γ(PΛ
GE)

Φ×
Λ

��
HomBun(B)(PG,G ∣B)G ×HomBun(B)(PG,E ∣B)G

Φ×
AdΛ

33
HomBun(B)(PG,E ∣B)G

.

Mamy również oczywiste, lecz pomocne

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. 3 i niechaj PαG ≡ (PαG,B,G, πPαG), α ∈ {1,2} bȩda̧
wia̧zkami głównymi o grupie strukturalnej G nad wspólna̧ baza̧ B, a (E,B,F, πE) – wia̧zka̧
włóknista̧ z działaniem Λ ∶ G×E Ð→ E opisanym tamże. Dowolny (izo)morfizm wia̧zek głównych
(Φ, idB , idG) ∶ P1

G Ð→ P2
G indukuje kanonicznie (izo)morfizm wia̧zek włóknistych

Φ̃ ∶ P1 Λ
G E Ð→ P2 Λ

G E ∶ [(p, ε)] z→ [(Φ(p), ε)] ,

ten zaś określa bijekcjȩ miȩdzy odnośnymi przestrzeniami ciȩć globalnych

ΓΦ̃ ∶ Γ(P1 Λ
G E) Ð→ Γ(P2 Λ

G E) ∶ φz→ Φ̃ ○ φ .
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Uwaga 1. Maja̧c na uwadze przyszłe zastosowania powyższego stwierdzenia, warto przyjrzeć siȩ
odwzorowaniu ΓΦ̃ w obrazie trywializacji lokalnych ταi ∶ π−1

Pα
G
(Oi)

≅ÐÐ→ Oi × G, α ∈ {1,2} nad
pokryciem {Oi}i∈I bazy B współtrywializuja̧cym obie wia̧zki główne – w tym obrazie (izo)morfizm
Φ jest reprezentowany przez rodzinȩ {hi ∶ Oi Ð→ G}i∈I odwzorowań lokalnie gładkich, które
spełniaja̧ warunki z Równ. (6&7.2), patrz: Tw. 6&7.2. Rozważmy ciȩcie globalne φ ∈ Γ(P1 Λ

G E) o
ograniczeniach

φ↾Oi ∶ Oi Ð→ P1 Λ
G E ∶ xz→ [(τ1−1

i (x, e), ϕi(x))]
utworzonych przy użyciu ciȩć lokalnych ϕi ∈ Γ(E↾Oi) i spełniaja̧cych w dowolnym punkcie y ∈ Oij
warunek zszycia

[(τ1−1
i (y, e), ϕi(y))] = [(τ1−1

j (y, e), ϕj(y))] = [(τ1−1
i (y, e) ⊲ g1

ij(y), ϕj(y))]

= [(τ1−1
i (y, e), g1

ij(y) ⊳ ϕj(y))] ,
czyli, innymi słowy,

∀y∈Oij ∶ ϕi(y) = g1
ij(y) ⊳ ϕj(y) .

Tym samym informacja o istnieniu ciȩcia globalnego φ ∈ Γ(P1 Λ
G E) jest zawarta w rodzinie ciȩć

lokalnych {ϕi}i∈I . Ciȩcie ΓΦ̃[φ] jest reprezentowane lokalnie przez rodzinȩ odwzorowań gładkich
(wszak powstaja̧ ze złożenia odwzorowań jawnie gładkich z surjektywna̧ submersja̧ π(P2

G
×BE)/G)

ΓΦ̃[φ]i ∶ Oi Ð→ P2 Λ
G E ∶ xz→ [(τ2−1

i (x, e), hi(x) ⊳ ϕi(x))] .

Bez trudu upewniamy siȩ, że tak określone ciȩcia lokalne wia̧zki P2 Λ
G E sa̧ w istocie ograniczeniami

ciȩcia globalnego

ΓΦ̃[φ] ∈ Γ(P2 Λ
G E) , ΓΦ̃[φ]↾Oi ≡ ΓΦ̃[φ]i .

W rzeczy samej, w punktach y ∈ Oij zachodzi równość

[(τ2−1
j (y, e), hj(y) ⊳ ϕj(y))] = [(τ2−1

i ○ τ2
ij(y, e), (hj(y) ⋅ g1

ji(y)) ⊳ ϕi(y))]

= [(τ2−1
i (y, e) ⊲ g2

ij(y), (hj(y) ⋅ g1
ji(y)) ⊳ ϕi(y))]

= [(τ2−1
i (y, e), (g2

ij(y) ⋅ hj(y) ⋅ g1
ji(y)) ⊳ ϕi(y))]

= [(τ2−1
i (y, e), hi(y) ⊳ ϕi(y))] .

Możemy już teraz wrócić do interesuja̧cych nas struktur fizykalnych. Bez trudu identyfikujemy
naturalnych kandydatów do roli wia̧zki pól z symetria̧ wycechowana̧ i działaja̧cej na niej wia̧zki
grup.

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def. 2 oraz Stw. 1. Niechaj G ⊆ Symm(F ↖ F ) bȩdzie podgrupa̧
grupy symetrii globalnych teorii pola F o strukturze skończenie wymiarowej grupy Liego i niech
(PG,Σ,G, πPG

) bȩdzie dowolna̧ wia̧zka̧ główna̧ o grupie strukturalnej G nad czasoprzestrzenia̧ Σ.
Wia̧zka pól typu F z cechowaniem typu PG to wia̧zka

(Pev
G F ,Σ, F, πPev

G
F)

stowarzyszona z PG poprzez odwzorowanie ewaluacji

ev⋅ ∶ G ×F Ð→ F ∶ (α,ϕ) z→ α(ϕ) ≡ evα(ϕ) ,
a jej ciȩcia globalne to pola typu F z cechowaniem typu PG. Grupȩ (Frécheta) Γ(AdPG) ≅
AutGrpBunG(Σ)(PG ∣Σ) określamy w tym kontekście mianem grupy cechowania typu PG. Od-
wzorowania

Γ[Γ[r̃×]]Λ

χ
∶ Γ(Pev

G F)↺ , χ ∈ Γ(AdPG)

zdefiniowane w Stw. 3 (patrz: Równ. (2)) sa̧ przy tym nazywane transformacjami cechowania,
a sama wia̧zka PG zyskuje przydomek wia̧zki cechowania.
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Transkrypcja wyjściowej teorii pola, skonstruowanej z niezmienników działania grupy symetrii
globalnej Symm(F ↖ F ), w terminach ciȩć globalnych wia̧zek stowarzyszonych PΛ

GF z (dowolna̧)
wia̧zka̧ cechowania PG podporza̧dkowana postulatowi – w istocie swej dość nieprecyzyjnemu,
wrȩcz heurystycznemu – minimalności zmian struktury funkcjonału działania w procedurze ulo-
kalniania symetrii z grupy G ⊂ Symm(F ↖ F ), wydaje siȩ zadaniem wysoce nieoczywistym, a
same ciȩcia – nader niewygodnymi obiektami ewentualnych manipulacji formalnych. W sukurs
przychodzi nam tutaj odpowiedniość pomiȩdzy rzeczonymi ciȩciami a G-ekwiwariantnymi mor-
fizmami odwzorowuja̧cymi wia̧zkȩ cechowania PG w wyjściowa̧ wia̧zkȩ pól F , opisana w Stw. 2,
w poła̧czeniu z elementarna̧ własnościa̧ strukturalna̧ wia̧zki cechowania, jaka̧ jest jej trywialność
lokalna, przy czym ta ostatnia jest – w świetle Stw. 6&7.3 – równoważna istnieniu ciȩć lokalnych. Te
pozwalaja̧ na lokalna̧ imitacjȩ struktury obecnej w wyjściowym modelu teoriopolowym na gruncie

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Stw. 2 i niechaj σ∗ ∶ O Ð→ PG bȩdzie dowolnym ciȩciem
(lokalnym) wia̧zki głównej PG nad zbiorem otwartym O ⊂ B. Prezentacja lokalna pola (typu
F z cechowaniem typu PG ) φ ∈ Γ(PΛ

GF) w cechowaniu σ∗ to ciȩcie lokalne

φσ∗ ∶= Φ×
Λ[φ] ○ σ∗ ∈ Γloc(F) .

Podobnie prezentacja lokalna transformacji cechowania γ ∈ Γ(AdPG) w cechowaniu σ∗
to odwzorowanie (lokalnie) gładkie

γσ∗ ∶= ΦAd[γ] ○ σ∗ ∶ O Ð→ G .

Wybór ciȩcia σ∗ zyskuje w tym kontekście miano (wyboru) cechowania lokalnego.

Uwaga 2. To, że odwzorowanie φσ∗ ∶ O Ð→ F jest w istocie ciȩciem lokalnym wia̧zki pól F
nad O, wynika wprost z przemienności diagramu

PG

Φ×
Λ[φ] //

πPG

��

F

πF

��
Σ

idΣ

Σ

,

ten bowiem pozwala zapisać

πF ○ φσ∗ ≡ (πF ○Φ×
Λ[φ]) ○ σ∗ = πPG

○ σ∗ = idO .

Stwierdzenie 5. W zapisie Def. 5 oraz Stw. 3 i przy oznaczeniach
γφ ∶= Γ[Γ[r̃×]]Λγ (φ) , Inv○γσ∗ ∶= rInv○ΦAd[γ]○σ∗(⋅)(σ∗(⋅))

zachodza̧ tożsamości

(γφ)
σ∗

(⋅) = Λγσ∗(⋅)φσ∗(⋅) = φInv○γσ∗(⋅) .

Dowód: W świetle Stw. 3 oraz G-ekwiwariantności Φ×
Λ[φ] otrzymujemy cia̧g równości

(γφ)
σ∗

(⋅) ≡ Φ×
Λ[γφ] ○ σ∗(⋅) = Φ×

AdΛΦAd[γ](Φ×
Λ[φ]) ○ σ∗(⋅)

≡ ΛΦAd[γ]○σ∗(⋅)(Φ×
Λ[φ] ○ σ∗(⋅)) ≡ Λγσ∗(⋅)φσ∗(⋅)

oraz

ΛΦAd[γ]○σ∗(⋅)(Φ×
Λ[φ] ○ σ∗)(⋅) = Φ×

Λ[φ] ○ (rInv○ΦAd[γ]○σ∗(⋅)(σ∗(⋅)))

≡ Φ×
Λ[φ] ○ Inv○γσ∗(⋅) ≡ φInv○γσ∗(⋅) .

�
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Uwaga 3. Powyższe stwierdzenie dowodnie pokazuje sens nazwy nadanej wyborowi ciȩcia refe-
rencyjnego σ∗ – oto zmiana tego wyboru,

σ∗ z→ Inv○γσ∗ ,

prowadzi do przecechowania (czyli transformacji cechowania) pola fizycznego,

φz→ γφ .

Dotychczasowa dyskusja nie rozstrzyga naturalnych (a powia̧zanych ze soba̧) kwestii: Które z
(nieizomorficznych) wia̧zek cechowania wybrać do wycechowania danej symetrii globalnej w teorii
pola? Co dokładnie kwantyfikuje ewentualna swoboda wyboru wia̧zki cechowania? Wrócimy do
tych pytań przy jakiejś przyszłej okazji, która z pewnościa̧ nastanie. . .


