GEOMETRIA ROZNICZKOWA II
WYKLEADY 4. I 5.
WIAZKI WEKTOROWE

1. WIAZKI Z DODATKOWA STRUKTURA (WE WLOKNIE) — STUDIUM KANONICZNE

Rozwazania fizykalne doprowadzily nas ostatnio do nader pojemnego pojecia wiazki wioknis-
tej, ktora zasadnie jest postrzegaé jako naturalne uogdlnienie konstrukeji produktu kartezjanskiego
rozmaitosci, przez co rozumiemy, ze ten dostarcza jej (wigzki) modelu lokalnego w tym samym
znaczeniu, w jakim podzbiér otwarty przestrzeni topologicznej R™ z naturalna struktura gtadka
dostarcza modelu lokalnego rozmaitosci. W konkretnych sytuacjach teoretycznych pojawia sig za-
zwyczaj potrzeba geometryzacji przy uzyciu wiazki wtasnie dodatkowych struktur algebraicznych
lub teoriogrupowych, a to celem umodelowania gtadkiej dystrybucji takowych struktur nad zadana
rozmaitoscig (np. gltadkiej dystrybucji iloczynow skalarnych na przestrzeniach stycznych do punk-
tow rozmaitosci lub gladkiej dystrybucji spinoréw nad czasoprzestrzenia). Nasza tak wlasnie
umotywowana peregrynacje po rozleglym uniwersum wiazek zaczynamy od konstrukcji kanon-
icznej stowarzyszonej z kazZdg rozmaitoscia rézniczkowalna i stanowiacej fundamentalng sktadowa
opisu pol tensorowych na rozmaitosciach, jaka jest konstrukcja opisana w ponizszej

—

Definicja 1. Wiazka styczna nad rozmaitoscia gltadka (M, /) wymiaru n € N* o atlasie
o zlozonym z map lokalnych r; : O; S UeT (R*™), 4 € I stowarzyszonych z pokryciem
otwartym {O;};c; rozmaitosci M,

Uoi=M,

iel
to wiazka wtoknista o sktadowych:

e baza M, o strukturze rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C'*° zadawanej przez atlas @7,
e przestrzen totalna bedaca suma roztaczna

TM:= | | P,
xeM

zbioréw klas abstrakcji
Po={~v:]-¢ge[—=M | >0 A ~(0)=x }/~
Sciezek (lokalnych) klasy C' przez = € M wzgledem relacji réownowaznosci (wspotsty-

cznosci)

— 72(0) =z =71(0)
Y1~z Y2 { D(/{o’yg)(O):D(/’\?o’Yl)(O)

(zapisanej w dowolnej mapie lokalnej x : O, U, € J (R*™) na pewnym otoczeniu
O, punktu z) o strukturze rozmaitosci opisanej ponizej;

e wlokno typowe R*™ o naturalnej strukturze rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C°°;

e rzut na bazg

2 TM—M : ([y].,,z)—x.
Przy tym odwzorowania
Tri + TO; =17, (O;) — Uy x R*™ + [y]., —> (ki(x),D(ki 07)(0))

indukujg na TM mocng topologie cofnigciowa z topologii produktowe]j (podprzestrzeni) na zbio-
rach U; x R*™ c R*2", tj. taka, w ktorej podzbior V c TM jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
1
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jest spelniony warunek
vie] : THi(VﬁTOi) € ﬂ(l/lz X Rxn) .

W tej topologii odwzorowania Tk; sa jawnie homeomorficzne, stanowia przeto mapy lokalne,
zwane mapami naturalnymi, dla ktérych odwzorowania przej$cia to

Ttij = TKJZ' o (Tlij)_l : /{j(Oij) X Rxn i> HZ(O”) X Rxn
(5 (2), D(k; 07)(0)) = ((2), D(r; 0 7)(0))
= (tij(r5(2)),D(tsj 0 K 07)(0))

= (tij(;(2)), Dty (15 (2) ) (D(x; 0 7)(0)))
Zalezno$¢ punktu w obrazie od argumentu z dziedziny jest klasy C*° w skladowej bazowe] (z
zalozenia),
tij € Diffm(nj(OU), ni(Oij)) s
i klasy C' w sktadowej z wlokna w argumencie bazowym,
x 2

Dtij eC (/@j(Oij),R " ),
a nadto liniowa, wiec klasy C'*° w argumencie z widkna D(x; 0y)(0), czyli ostatecznie klasy C*°,
i jako taka zadaje na TM strukture gtadkiej rozmaitosci rozniczkowalnej. Zarazem odwzorowania
Tk; pelnia tez role lokalnych trywializacji, tautologicznie C*°-gtadkich wzgledem zdefiniowanej tu
(przy ich uzyciu) struktury rézniczkowej. Wreszcie tez rzut na baze jest surjekcja klasy C'* jako
superpozycja odwzorowai tego samego typu,

TrM Mo, = Ky opry o Tk
Na wtoknie P, tak okreslonej wiazki stycznej znajdujemy naturalna strukture liniowaq. Istotnie,
oznaczywszy v~ = D(kov)(0) e R*" dla skrotu, na zbiorze P, klas abstrakcji Sciezek wzgledem
relacji wspolstycznosci okreslamy strukture grupy przemiennej z dziataniem

P, xP, — P,
(1] [2)-n) — [ -3t 67 (k(2) +t > (vy, +0y,)) € Om]NI

= [l + 2]~
i elementem neutralnym danym w postaci klasy [7,]., Sciezki stalej
r: R—M:t—uzx,
a nastepnie dzialanie ciata R

RxP, —P, : (\[1].,)—[]-ecltr s (k(z)+t-A>0,) on]%,

przy czym w obu przypadkach £ > 0 jest dobrane tak, azeby Sciezka bedaca wynikiem dzialania
lezala w calosci w O,.

Zadanie domowe 1. Sprawdz niezaleznosé¢ definicji relacji wspoétstycznosci oraz struktury lin-
iowej na P, od uzytych w nich map lokalnych k, ustalonych dowolnie.

Zadanie domowe 2. Biorac za punkt wyj$cia sume roztaczna

|_| Oz x RX™

i€l
i wykorzystujac odwzorowania przej$cia pomiedzy dziedzinami map lokalnych na M (a Scislej —
odwzorowania styczne do nich), a podpierajac sie przy tym intuicjami wyrobionymi przy dowodzie
Twierdzenia o rekonstrukcji wigzki wloknistej z poprzedniego wsadu notatek wykltadowych, skon-
struuj alternatywny model wiazki stycznej nad M i wskaz naturalny izomorfizm z modelem z
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powyzszej definicji. Nastepnie zidentyfikuj kanoniczna strukture R-liniowg w tym nowym mod-
elu i zdefiniuj izomorfizm (widkno po wloknie) pomiedzy ta struktura a strukturg opisana pod
definicja.

2. WIAZKI WEKTOROWE

Strukture wiazki przestrzeni liniowych zaobserwowana w poprzednim rozdziale formalizujemy
w

Definicja 2. Przyjmijmy dotychczasowa notacje, ustalmy (dowolnie) n € N i rozwazmy K e
{R,C} ze standardowa topologia (euklidesowa) i strukturg rozniczkowg klasy C*°. Wiazka wek-
torowa rzedu n nad cialem K klasy C* to wiazka widknista (V, B,K*" my) o wlasnosciach

e wiokno V, = 75! ({2}) nad dowolnym punktem z € B jest przestrzenig K-liniowg;
e ograniczenia dyfeomorfizméow klasy C'* (lokalnych trywializacji)
prooTily, Vg K, zeB

sa izomorfizmami przestrzeni K-liniowych,

przy czym odwzorowania definiujace strukture K-liniowa na wioknach V sa klasy C*°, w szczegol-
nosci wiec mamy dyfeomorfizm

(1) A:VxpV—YV

modelowany na definiujacej operacji binarnej A™ : K*"xK*" — K*" (dodawanie ,,po wspotrzednych”)
w rozumieniu diagramu przemiennego

71 (0:) xp 751 (O:) 2 T (0))
(2) TiXT; Ti
(0; xK*™) xo, (0; x K*™) O; x K"

(Pr17An°Pr2,4)
oraz rodzine dyfeomorfizméow
(3) K* — Diff*(V) : A+— Ly

o K-liniowych ograniczeniach do wldkien, uzupetniang przez odwzorowanie K-liniowe Lg,, mode-
lowanych na definiujacym dzialaniu ¢ : K x K*” — K*" (mnozenie w K ,po wspoélrzednych”)
w rozumieniu diagramu przemiennego

La

™' (0:) ™' (0:)
(4) g g
Oi x K*™ Oi x KX™

n

A

W przypadku K = R moéwimy o rzeczywistej wiazce wektorowej, gdy zas K = C — o ze-
spolonej wiazce wektorowej.

Rzad wiazki bedziemy oznaczaé¢ symbolem rkV. Ilekroé¢ rkV = 1, wiazke okreslamy mianem
wiazki liniowej i zwyczajowo oznaczamy symbolem L,

K——1L

L .

B
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Odwzorowanie (rozniczkowalne klasy C*)
Oy : B—V : zv+71(z,0"), zec0;,

nosi miano ciecia zerowego wiazki wektorowej V. Jest ono cieciem globalnym V. Zaréwno zbior
cig¢ lokalnych T',c(V), jak i zbior cig¢ globalnych T'(V) niosg naturalng (punktowg) strukture
modulu nad pierscieniem C*(B,K).
Podwiazka wektorowa rzedu m wigzki wektorowej (V, B, K*" 1y) to podwigzka (W, B,K*™ mylw), m <
n tejze wigzki (wloknistej) o tej wlasnosci, ze nad dowolnym punktem bazy x € B jej wiokno
W, cV, jest podprzestrzenia K-liniowa.
Morfizm wiazek wektorowych (nad cialem K) (V4, B4, K*™"4 7my,), naeN, Ae{l,2}
to morfizm wiazek wtoknistych

(Qaf) : (VlaBlaKxnlaﬂ-Vl)_>(VQaBQaKxnzaﬂ-Vz)a
ktorego ograniczenie do witdékna nad dowolnym punktem bazy z € By,
(5) Ply,, : Vie —Vory,

jest odwzorowaniem K-liniowym. Rzad morfizmu wigzek wektorowych (@, f) to odw-
zorowanie

tk(®,f) : By — N : z+—1k(®ly,,).
Mamy istotne

Twierdzenie 1. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$é miedzy nigdzie nieznikajacymi
cigciami lokalnymi klasy C* wigzki liniowej klasy C'* i jej trywializacjami lokalnymi (tejze
klasy). W szczegdlnosci wigzka liniowa jest (globalnie) trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy ma
nigdzie nieznikajace cigcie globalne.

Dowdd: Kazde nigdzie nieznikajace ciecie o : O — L~ {0 (B)} wiazki liniowej L nad zbiorem
O € T(B) jest gladko indeksowana przez baze O wigzki rodzing baz o(z), x € O poszczegol-
nych jednowymiarowych wiékien L., zatem dowolnemu wektorowi v € 771 (0) z widkna L
mozemy przypisa¢ w jednoznaczny sposob skalar A(v) € K o wlasnosci

7 (v)

v=Lywy(comL(v)),

przy czym zalezno$é tegoz skalara od wektora v jest gladka (wszak wlasnosé te ma superpozycja
odwzorowan gladkich oony) i

A(v) =0 — v=0g

7 (v)

wobec niezerowosci o. To pozwala nam zdefiniowaé¢ odwzorowanie
7o+ THO0) — OxK : v (12(v),A(v)),

jawnie K-liniowe i gtadkie (klasy C*). Bez trudu wskazujemy jego odwrotnosc:
b OxK— 77 (0) & (x,)) —> L)\(J(I)),

o tych samych cechach strukturalnych.
Cigcie lokalne przyporzadkowane dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : wgé (0) — O xK to

or t O— 71 (0) + x— 7 (2, 1x).
O jego niezerowosci przekonuje prosty argument: jesli dopuscimy réwnosé
0p, =7 (,1x)

nad pewnym punktem z € O, to woéwczas wobec zalozonej przez nas K-liniowosci 7 dochodzimy
do sprzecznosci

(z,0g) =7(0,)=7To Tﬁl(x, 1) = (z,1k) .
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Wypisane tu przyporzadkowania sa wzajem odwrotne. Istotnie, nad dowolnym punktem x € O
Wyznaczamny

or (x) = 7'(;1(:107 1) = LlK(U(m)) =o(x),
zatem

Or =0.

o

Ponadto jesli dla dowolnego wektora v € Ly, () € 771(0) zdefiniowaé (w sposéb jednoznaczny)
skalar A(v) rownaniem

v =Ly (o7 omL(v)) =Ly o7 H(mL(v), 1) = 7 (7L (v), A(v)) ,
to wyznaczamy
A(v) =pryo7(v),
a stad takze
7o, (v) = (7L(v),prp 0 7(v)) = 7(v),
czyli

T, =T.

.

Zadanie domowe 3. Udowodnij nastgpujace uogdlnienie powyzszego twierdzenia na przypadek
tkV > 1.

Twierdzenie 2. Przyjmijmy oznaczenia Def.2. Wiazka wektorowa rzedu n € N* nad baza B
jest globalnie trywialna, tj. izomorficzna z wiazka (B xK*", B, K*" pr;) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje n jej cie¢ globalnych oF, k € 1,n, ktore nad kazdym punktem x € B bazy definiuja n
wektorow liniowo niezaleznych o*(z), k€1, n.

Podobnie jak same wiazki wektorowe, morfizmy tych wiazek pokrywajace dyfeomorfizm iden-
tycznodciowy na bazie maja prosty opis lokalny, z ktérego nieraz przyjdzie nam korzystac.

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def.2. Dowolny morfizm (®, idg) wiazek wektorowych
(Va, B,K™ my,), Ae{1,2} o odnosnych trywializacjach lokalnych 7% : 3 (0;) — O; x
K*™4 (stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym Op = {O; }4er) i odwzorowaniach
przejscia gf} ¢ 0;; — GL(n4;K), opisany przez diagram przemienny

v, — 2

Vo
V1 ™y

B=———=818B
idp

zadaje rodzing {h;}ie; odwzorowan macierzowych (lokalnie) klasy C*°
h; + O — Mat(ny xn9,K), i€l

o wlasnosci

(6) Vacoi, © 95(x) - hy(x) = hi(x) - g;;() -

I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.
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Dowdd: Wybierzmy (dowolnie) baze {e,} w przestrzeni K*™! ina tej podstawie zdefiniujmy

ciecia lokalne

(7) e 0, — V27N (ze,).

acl,ny

Zauwazmy, ze odwzorowanie ® jest w pelni okre§lone przez wartosci przyjmowane przezen na
powyzszych cigciach, oto bowiem wobec zatozonej K-liniowosci 7; oraz ® w dowolnym punkcie

v= Tifl(sc, 7 >y, ea) = Lf)i)(sfj)(x)) , ze0;
otrzymujemy
®(v) = B(LLY (e (2))) = LE 0 (0 ().

Wybierzmy zatem (dowolnie) baze {f,} w K*"2) o bazie dualnej {f*}

odno$ne ciecia lokalne Vs jako

¢7(~Z) : Oz—)VQ : x’_)71271(x7fr)7

1 oznaczmy

rel,no rel,ng?

po czym zdefiniujmy
Riari= fFopryorio®ori (- e,) @ O — Mat(ng x ng; K),
czyli poprzez formute
(8) L2, 0y (69(@)) = 0(c$ ().
Powyzsze dane lokalne morfizmu ® mozemy zapisa¢ w postaci macierzy
hz(l‘) = hiar(di)b (6; Rk fr), reQ;,
podobnie reprezentujemy tez odwzorowania przejscia:
955(®) = gijap(2) > (€ ®xc €), 95:(@) = G5 rs (@) > (f ®x f).-
Przywolujac definicje tych ostatnich, ustalamy relacje
77 @, hi () (ea)) = 777 (@, 03 (2) - By (@) (ea)) s

a jednoczesnie, wobec K-liniowosci 77* oraz @, znajdujemy

7 (@ h(a)(ea)) = (7 7 (2,ea)) = O(7 T (2, 955 (2) ()

= L @o(m @) =Ly o (@ hile)(e)

= 777w hiz) - gi5(2) (ea)) -

Niechaj teraz (Va4,B,K*™4 7y,), A € {1,2} beda wigzkami wektorowymi o trywializacjach
lokalnych 7% : 73! (O;) — O; x G i odwzorowaniach przejscia g;j : O;; — GL(n;K). Niech
tez h; @ O; — Mat(ny x ng;K), i € I bedzie rodzing odwzorowari jak w tezie dowodzonego
stwierdzenia, przy uzyciu ktorej okreslamy odwzorowania lokalne

®; gy (0) — iy (00) =7 T (@, 0) = 7T (2, k() (0)
ktore w $wietle tozsamosci, spetnionej dla dowolnych z € O;; i ve K*™,
() Hw,v)) = (7 N (w,g5:(2)(0))) =77 (@, hy (@) - g5 () (0))
7 (@, 95 (2) - hy(2) - gji(2) (0)) = 777 (@, hi(2) (v))

(7 (2, 0)),

K2

jawia sie ograniczeniami odwzorowania globalnie gtadkiego

P : Vl —>V2, QDFW%;i(OL) :(I)i.
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Odwzorowanie to jest w oczywisty sposob K-liniowe i zachowuje widkna. O

Proste zastosowanie powyzszego wyniku stanowi

Twierdzenie 4. Przyjmijmy notacje Tw. 3. Ilekroé¢ ograniczenie ® do wiékna V;, nad dowol-

nym punktem z € B jest R-linjowym izomorfizmem @y, —: Vi, = Vo, wowczas @ jest
izomorfizmem wiazek wektorowych.

Dowdd: Niechaj {O;}ier bg:dzieNotwartym pokryciem bazy, ktorego elementy sa no$nikami lokalnych
trywializacji 771 : 73 (0;) — O x R*", i € I, o odnosnych odwzorowaniach przejscia g;‘}
0;; — GL(r;R). W obrazie tych trywializacji morfizm (®,idg) przyjmuje posta¢ macierzowa
T7l2_1 o® OTil_l : O’L‘ x R*" O : ([L’7U1) — (l’7hi($)(vl)),
w ktorej odwzorowania h; : O; — R(r) sa (lokalnie) gladkie i przyjmuja wartosci w pod-
przestrzeni GL(r;R) (w konsekwencji zalozenia o izomorficznej naturze ograniczen do widkna)
speliajace tozsamosci
gi; (@) - hj(x) = hi(x) - gij(x),  weOy.
Zdefiniujmy odwzorowania lokalnie gladkie®
Ui+ (00) — 71, (05) 77 (@,02) — (2, hi(2) 7 (v2)).
Otrzymujemy, dla dowolnego (z,v2) € O;; x R*",

U (777 (2, 02)) Uy(77 (@ g5 (@) (v2)) = 777 (2,5 (2) - (@) (v2))
7 (2,935 (2) by (2) 7 gFi(@) (v2) = 777 (s ha(2) ™ g3 - g5 (%) (v2))

2-1 -1, 2 2-1 -1 _ 2-1
727 (@ hi(@) ™t i (@) (v2)) = 727 (@ hi@) T (v2)) = Wi 7 (2, 00))
gdzie przy przejsciu do trzeciego wiersza oraz w pierwszej jego réwnosci uzyliSmy warunku 1-
kocycklu spelnianego przez odwzorowania przejscia Vs. Stwierdzamy przeto, ze odwzorowania W,

sa ograniczeniami globalnie gtadkiego morfizmu
vV, —Vy, Ul-10,) = Yis
Vo \ i

o pozadanej wlasnosci
T=¢".

Twierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def. 2 i niechaj (@, f) : (V1, By, K*™ 7y, ) — (Va, By, K*™2 7y,)
bedzie morfizmem wigzek wektorowych V4, A€ {1,2} stalego rzedu rk (P, f) = r € N. Wowczas
jadro morfizmu (9, f)

Ker(q)vf) = |_| ker ((I)FV“)

IGBl

niesie kanoniczna strukture podwiazki wektorowej jego dziedziny Vi, przy czym
rkKer (®, f) =nq1 —r.

Dowdd: Na mocy algebraicznego bilansu wymiaréw zachodzi

(v, Pier (#,1)) " ({2}) 2 K™ 77,
wystarczy zatem skonstruowaé gladkie trywializacje lokalne tak otrzymanej wigzki (wzajem izomor-
ficznych) przestrzeni wektorowych. Zwazywszy lokalny charakter zagadnienia, ograniczymy sig

lOdwracanie macierzy jest operacja algebraiczna, zatem jawnie gltadka.
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do (dostatecznie matych) otoczenn otwartych: ; (ustalonego dowolnie) punktu z; € By oraz
Oy > f(Oy) punktu f(x1), na ktorych okreslone sg dyfeomorfizmy (klasy C*)

To, @ (04) —> Oxx K™ Ae{1,2}.

W obrazie tychze morfizm (@, f) przybiera postac
Doy =70, 0P o7y 1 O x K™ — Oy x K2 & (2,0) — (f(2), La(x)(v))

dla pewnego gtadkiego odwzorowania

Ly : Oy — Mat(ng xn1;K) : 2+ Lg(x)
o wlasnosci

Ker®ty, =KerLg(x),
wiec tez o rzedzie
tkLy(x)=7.
Dokonajmy rozktadu
K*™ =Ker Lg(z1) @ Ay, K*"2 = Image Lg (1) ® Ag,
okreslonego dla pewnych przestrzeni dopeliajacych Ay c K*™4 o wymiarach
dimg Ay =ny — dimg Ker Lg (1) = dimg Image Lg (1) = ne — dimg A, .
Wobec oczywistej relacji
Aq 2 Image Lo (1)

mozemy nastepnie skonstruowaé indeksowang przez O; > x rodzine odwzorowan K-liniowych

K(}(IE) K™ ® Ay EKGI‘L@(ZEl)@Al@AQ —>KerL<p(x1)EBImageLq>(:r1)®A2
= Ker Lo (1) @ K*"?

(ka 513 62) — (kv OImageLq>(x1)7 52) to (07 L@(Z‘))(k, 51) ;
o jawnie odwracalnym elemencie
Ko (1) = idker Lo (21) ® Lo (21) 1A, ®ida, -

Jako ze odwzorowania odwracalne tworzg podzbior otwarty w Homg (K*™ & Ay, Ker Lg(21) @
K*™2) (a mianowicie: dopelnienie przeciwobrazu zbioru domknietego {0k} wzgledem odwzorowa-
nia det (,, +dimy A,) bedacego superpozycja odwzorowar cigglych, wigc tez ciagtego), przeto Ao (z1)
nalezy do tego podzbioru wraz z pewnym swoim otoczeniem otwartym U, ktérego przeciwobraz
wzgledem (cigglego) odwzorowania Ao jest otoczeniem otwartym V; = K:Dl (U) 5> 1 o wlasnosci
Vi ¢ O;. Oto wiec obok C*-gladkiego odwzorowania

Agp = Ao by, : Vi — ISOK(Kan ® Ag, Ker Lo (x1) @ KX’”) ,
mamy tez C*°-gladkie odwzorowanie
Vo=InvoAs : : V| — ISOK(KGI Lo(z1) @ K™ K™ @ AQ) ,
(punktowo) odwrotne do Ag w kazdym z € V;. Rozwazmy dowolny wektor
(k,01) e Ker Lo(z1) ® Ay = K",
Ustaliwszy x € V;, stwierdzamy, ze

(k,él) € KerLé(x) = A@(x)(ka(slaOAg) = (k,OAUOAz)

<~ (k751,0A2)=V<p(l')(k‘,0A1,0A2).
Wrzigwszy pod uwage wlozenia kanoniczne:

JKer Lo (z1) © Ker Ly (1) = Ker Ly (z1) & K™
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oraz
Jns 2 K K™ @ Aoy,
mozemy zatem zapisaé
JK*n1 (Ker L@(x)) S V@(x)(Image]Kequ,(wl)) )
ale tez

dimg ggxn: (Ker Ls (x)) = dimg Ker Lg (2) = ny — dimg Image Lg ()

= ny —dimg Image L (1) = dimg Ker Lg (1) = dimg Image jxer Lo(21)

= dimg Vo (2)(Image jker 14 (1)) -

przy czym ostatnia rownos¢ wynika z odwracalnosci Ve (x). Widzimy wiec, ze
Jxxm (Ker Lo (2)) = Vo (z) (Image Jer Lo (21) ) -
i na tej podstawie konstatujemy, ze dla dowolnie ustalonego izomorfizmu
le, ¢ Ker Lo(21) — K*™ "
odwzorowanie

T,}ll o Vi x KM — Ker (@, f) Ty,

($, k) — T(_Qi ($, pr1,2 ° V@(ZE)(L;i(k?), OImage Ly (z1)s OAz))
jest (C*°-)gladka odwrotnoscia trywializacji lokalnej (takze (C*°-)gtadkiej)
TV, : Ker (q)a f) er — V1 x KX

Ta (z,v) — (a:,Lzl opr; o Aq;(x)(v,OAz)) .

Corollarium 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis, w tym ten ze Stw.5, i niechaj (F,B, F,7g)
bedzie wiazka wtoknista klasy C'*°. Jadro epimorfizmu wiazek wektorowych

(Trg,7g) : TE—TB
jest podwiazka wektorowa klasy C'*°
(VE =Ker (Trg,75), BE,K*™F 1)

wigzki stycznej TE. Okreslamy ja mianem (pod)wiazki pionowej (lub wertykalnej) nad FE.
Jej widkno V,E = (VE), nad p € E, zwane (pod)przestrzenia pionowa (lub wertykalna),
rozpinaja wektory pionowe (lub wertykalne).

Zadanie domowe 4. Udowodnij corollarium.

3. GEOMETRYZACJE KONSTRUKCJI LINIOWYCH

Definicja wiazki wektorowej nad rozmaito$cia dostarcza schematu geometryzacji czysto alge-
braicznej struktury przestrzeni wektorowej. W §lad za nig mozemy — na gruncie Tw.1-2-3.4 —
dokonaé¢ geometryzacji rozmaitych naturalnych operacji na przestrzeniach wektorowych. Ponizej
przedstawiamy kilka z nich, niektore z nich napotkamy w dalszej czesci kursu.
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3.1. Suma prosta wiazek wektorowych.

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def.2. Suma prosta (Whitneya) wiazek wektorowych
(Vy, B, K 'y ), a€{l,2} nad K, o wspolnej bazie B to wigzka wektorowa

(Vl ©®K,B Vo=V, xp V?a Bvanl oK™ = Kxn1+n2’ Ty, ©pry rV1><BVz) s

w ktorej Vi xpg Vs jest produktem witoknistym rozmaitosci V,, « € {1,2} opisywanym przez
diagram przemienny

Vi1 xp Vy

pry fviBy w\l x5 V2

Vl VQ

Ty, %

B

i wyposazonym w strukture podrozmaitosci gtadko wtozonej w rozmaito$é produktowa Vi x Vo,
zgodnie z teza Tw. 4. z Niezbednika Rozmaitosci.

Wi1okno sumy Whitneya nad dowolnym punktem bazy x € B przyjmuje postaé
(Vy ok, VQ)x =Vi, ®Vay,
stanowi wiec suma Whitneya naturalna adaptacje konstrukcji sumy prostej przestrzeni wektorowych
do geometrycznej kategorii przestrzeni modelowanych lokalnie na produktach (elementéw topologii)
rozmaitosci rézniczkowalnej z topologicznymi przestrzeniami wektorowymi K*™, n e N.

Wiazke te mozna réwniez opisaé — w duchu Tw. 1-2-3.4 — w terminach danych lokalnych jej
sktadnikow, tj. wspolnego pokrycia trywializujacego & = {O;}ier wiazek V,, « € {1,2} (otrzy-
manego np. poprzez wspolne rozdrobnienie odnosnych pokry¢ trywializujacych) wraz z okreslonymi
dlan odwzorowaniami przejscia g5 : Oi; — GLk(na), (i,7) € (IXQ)(&,. Odwzorowania przejscia
sumy Whitneya obu wiazek, stowarzyszone z tym samym pokryciem trywializujacym i stanowiace
podstawe rekonstrukeji (klasy rownowaznosci) wiazki Vi @k g Vs, to

giljéBQ = gzl7 @ 912] : Oij — GLK(nl) @ GLK(TLQ) c GLK(nl + 7’7,2) .

Z suma Whitneya wiazek wektorowych stowarzyszona jest para epimorfizméw wiazek wek-
torowych

pry. : Vieog pVe»V,, aec{l,2}
przyjmujacych nad (dowolnym) punktem x € B postaé
Pras @ Vig @V, » Vo, o (v1,02) — v,
Odnoszac Tw. 4 do konstrukcji Whitneya otrzymujemy
Corollarium 2. Niechaj (V, B,R*", my) bedzie wigzkg wektorowa rzedu r € N* i niech (W4, B,
R*™4 7w, ), A € {1,2} beda wigzkami wektorowymi odnosnych rzedéow r4 € N* spelniajacych

tozsamosé ri +rg =1, zanurzonymi w tej pierwszej poprzez jw, : Wy = V. Ilekro¢ w dowolnym
punkcie x € B spelniona jest tozsamosé

Vm = Jw, (le) OR JW, (WZ:c) 3
istnieje kanoniczny izomorfizm wiazek wektorowych
VW, ®B,R W .

Dowdd: Zdefiniujmy
a: WieprWy, —V : (w,we) — A(le(wl)dwz(wﬂ),

korzystajac z gladkiego odwzorowania A : VxgV — V stanowigcego element struktury wiazki
wektorowej na V. W §wietle poczynionych zalozenn ograniczenie wypisanego odwzorowania do
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dowolnego wlokna jest izomorfizmem, a zatem okresla pozadany izomorfizm wiazek wektorowych
wprost na mocy Tw. 4. O

3.2. Iloczyn tensorowy wiazek wektorowych.
Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def. 2. Tloczyn tensorowy wiazek wektorowych (V,, B, K*"e
v, ), a€{1,2} nad K, o wspélnej bazie B i odnosnych odwzorowaniach przejicia g5 ¢ Oy —
GLk(nq) stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym {O;}ie; to dowolna wigzka
wektorowa

(Vi @k, Vs, B, K™ @ K*"? 2 K*™™ my, o pr )

izomorficzna z wigzka zrekonstruowana, w rozumieniu Tw. 1-2-3.4, z danych lokalnych

9:2%:=g;®9; + Oij — GLg(n1) ® GLg(n2) © GLg(n1 - n2) .

Tloczyn tensorowy wiazek wektorowych mozna w szczegélnosci utworzyé wychodzac od sumy
roztacznej wlokien nad punktami bazy B>z w postaci
(Vi ®k,5 V2)z =V1, 0k Vo,
i dokonujgc stosownej ‘minimalnej’ topologizacji tego zbioru, przy ktorej (naturalne) lokalne try-
wializacje tautologicznie staja sie homeomorfizmami, a nastepnie indukujac strukture gtada na
sumie roztgcznej wzdtuz tychze (pre-)trywializacji z rozmaitosci modelowej (iloczynu podzbioru

otwartego bazy i wlokna typowego) — por.: Tw. 5 oraz Rozdz. 3.6. Mamy tu zatem do czynienia z
naturalng adaptacja konstrukcji iloczynu tensorowego przestrzeni wektorowych.

3.3. Wiazka homomorfizméw i wiazka dualna.

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. 2. Wigzka homomorfizméw (zwana takze wigzka Hom)
wigzek wektorowych (Vo, B,K*"> my_), a € {1,2} nad K, o wspolnej bazie B i odnosnych
odwzorowaniach przejscia g7 : O;; — GLk(nq) stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem
trywializujacym {O;}ier to dowolna wigzka wektorowa

(Homg, p(V1,Vs), B, Homg (K™, K*"2) 2 K™ ™ Thomy, (v,.72) )
izomorficzna z wiazka zrekonstruowana, w rozumieniu Tw. 1-2-3.4, z danych lokalnych

91'1;2 = HomK(meagfj(')) ° HomK(gilj(')ila me)

: 0;; — Endg (Homg (K™™', K*"?))

zapisanych w terminach odwzorowan K-liniowych, ktére w dowolnym punkcie = € O;; przyjmuja
postaé¢ — odpowiednio —

Homg (g5 (2) ", K*)  : Homg (K", K*) O

X xogy(x)!,
oraz

HomK(KXm,gfj(z)) : Homg(K*™,K*™) O

X — gi;(x) o x.
Jak w poprzednim przypadku, wlokno wigzki homomorfizméw nad dowolnym punktem bazy
x € B mozna wybra¢ w postaci
Homy (V1, V), = Homg (Viz, Vayz),
a nastepnie dokonaé stosownej ‘minimalnej’ topologizacji wlokien tych sumy roztacznej nad bazg —

por.: Tw. 5 oraz Rozdz. 3.6. Mamy przeto do czynienia z naturalng adaptacja konstrukeji przestrzeni
K-liniowej homomorfizméw miedzy (ustalonymi) przestrzeniami wektorowymi.
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Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def.5. Wiazka dualna (zwana takze wiazka dwoista) wigzki
wektorowej (V, B,K*" my) to wigzka wektorowa (o oczywistym rzucie na baze)

(V* =Homg 5(V, B xK), B, K™ 2 K*" 7y ) ,
w ktorej definicji (B x K, B,K,pr;) jest trywialng wigzka wektorowg rzedu 1 nad K.
Takze tutaj mozemy ‘minimalnie’ topologizowaé zbior

L] V2.

zeB
3.4. Kompleksyfikacja rzeczywistej wiazki wektorowej.

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Def. 2, zaktadajac przy tym, ze K = R. Kompleksyfikacja wiazki
wektorowej (V,B,R*N ry) to wigzka wektorowa (o oczywistym rzucie na baze)

(VE=Verp (BxC),B,CN mye),

w ktorej definicji (B x C, B,C = R*?,pr;) jest trywialng wiazka wektorowa rzedu 1 nad C, z
naturalng strukturg trywialnej wigzki wektorowej rzedu 2 nad R (indukowanej przez kanoniczne
wlozenie jg : R — C : 7 > (r,0)). Dzialanie ciala bazowego C na VC jest przy tym
dziedziczone z naturalnego dziatania

idgxt; : BxC O : (z,2) — (z,(-2)

tegoz ciata na czynniku trywialnym B x C wedle schematu
LCEidv®(idBX€<), CE(C
3.5. Wiazka wyznacznikowa.
Definicja 8. Przyjmijmy zapis Def. 2. Wiazka wyznacznikowa wiazki wektorowej (V, B, K*" my)
(nad K) o bazie B i odwzorowaniach przejscia g¢;; : O,; — GLg(n) stowarzyszonych z
pokryciem trywializujacym {O;};c; to dowolna wigzka wektorowa
(det Vv B7 K? WdetV)

izomorficzna z wiazka zrekonstruowana, w rozumieniu Tw. 1-2-3.4, z danych lokalnych
g?jet i=det(py0gi; ¢ O — K.
Wiazke wyznacznikowa otrzymujemy chociazby w procedurze ‘minimalnej’ topologizacji sumy
roztacznej nad baza B >z wldkien postaci

(det V), = A"V

w zgodzie z interpretacja tejze wiazki jako geometryzacji konstrucji wyznacznika na przestrzeni
wektorowej — por: Tw. 5 oraz Rozdz. 3.6.

3.6. Wiazka ilorazowa. Dotychczas (poza dowodem Tw.5) wskazywaliémy jedynie algorytm
‘minimalnej’ topologizacji sumy rozlacznej podstruktur liniowych wzgl. struktur pochodnych nad
baza wiazki wektorowej jako alternatywny schemat geometryzacji obiektéw znanych z kategorii
algebraicznej. Obecnie uzyjemy go do zbudowania wigzki wektorowej o istotnym znaczeniu (m.in.)
w studiach rézniczkowo-topologicznych zanurzen tg : S — M, w ktorych interesuja nas wlas-
ciwodci semi-lokalne rozmaitosci zanurzenia M, tj., jej wlasnosci w pewnym otwartym otoczeniu
podrozmaitosci zanurzonej S (globalne z punktu widzenia rozmaitosci S, lecz lokalne z punktu
widzenia rozmaitosci zanurzenia M). Zanurzenie tg wyroznia podwigzke

Tis(S)cTMtg
styczna do podrozmaitos$ci zanurzonej w wiazce wektorowej powstalej przez ograniczenie wigzki
stycznej TM nad M do tejze podrozmaitosci, albo réwnowaznie (nad S)
TS cugTM.
Od tej pory bedziemy utozsamiaé S z jej wiernym obrazem tg(S) w M, co pozwoli odcigzy¢
zapis:
Ts(S)=TS, TMlg=1sTM, TScTMtg
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bez utraty jego czytelnosci. W powyzszych okolicznodciach naturalnym staje si¢ pytanie o istnie-
nie whitneyowskiego dopelnienia prostego podwiazki TS w wiazce TM }g, czyli takiej podwiazki
wektorowej A c TM g, ktoéra spelnia tozsamosé TM g = TS @sr A. Wiazki dopelniajacej mozna
nastepnie uzy¢ do semi-lokalnej (we wskazanym wezesniej rozumieniu) linearyzacji M w pewnym
otoczeniu 7 2 S, tj., do konstrukeji dyfeomorfizmu odwzorowujacego 7 na otoczenie ciecia ze-
rowego 0A(S) =S w przestrzeni totalnej] A w taki sposob, ze S przechodzi na 0A(S) — o jego
istnieniu méwi fundamentalne Twierdzenie o Otoczeniu Tubularnym, ktérego nader przejrzysty
dowod (wykorzystujacy ogdlnag teorie sprejow rozniczkowych) mozna znalezé w monografii [BJ73]
Brockera i Jénicha.
Pierwszy krok w demarkowanej powyzej dyskusji wykonujemy w

Twierdzenie 6. Niechaj (V, B,R*f my) bedzie wiazka wektorowa rzedu R e N* i niech (W, B,
R*" myw) bedzie jej podwiazka wektorowag rzedu r < R, zanurzong przez odwzorowanie gy : W <
V. Zbiér
TV /W
V/W := |_]|3 Vi/jw(Wz) —— B : (v,2) —
xEe

niesie kanoniczna strukture wiazki wektorowej rzedu R —1r nad baza B, ktora okreslamy mianem
wiazki ilorazowej dla (V,W). Istnieje kanoniczny epimorfizm wiazek wektorowych

T(V,W) . V—’V/W

Dowdd: Kazde widkno surjekcji myw jest przestrzenig wektorowg wymiaru R —r, nasze zadanie
sprowadza si¢ zatem, jak zazwyczaj w kategorii wiazek wektorowych, do wyposazenia zbioru V/W
w (‘minimalng’) topologie, w ktorej stosownie zdefiniowane trywializacje lokalne zostang tauto-
logicznie podniesione do rangi homeomorfizméw, a nastepnie pozwolag wyindukowaé (tautologicz-
nie homeomorficzne) mapy lokalne na przestrzeni totalnej V/W. Zaczniemy od wyboru takiego
pokrycia otwartego {O;};cr bazy B, nad ktérym obie wigzki: V i W dopuszczaja odnosne try-
wializacje lokalne: 7,7 : 73'(0;) = 0; xR*E j ™ (0)) =5 0; x R*". Te pozwalaja
nam stowarzyszy¢ z odwzorowaniem Jw jego lokalnie gtadkie dane h; € [Q;, R*"* @g R*®], i€ I,
zdefiniowane formula

7 ogwor, bt O xR — Oy xR*® ¢ (z,w) — (z,hi(z)(w)).
Wybierzmy (dowolnie) punkt x% e O;, ustalmy izomorfizmy (niekanoniczne)

Lyi R =, im hi(x%) @ coker hy(z'), coker h;(z%) = R*® /im h; (z%)

. i = xR—r
v, ¢ cokerhi(z,) — R ,

a nastgpnie rozwazmy odwzorowanie R-liniowe

R*" im h;(z%) @g coker h;(xl)
Li 0 hi(al) \ /h(j) ’
im h;(z%)

w ktorego zapisie Jipp,(»i) Jest injekcja kanoniczng. Dokonajmy rozszerzenia wldkna typowego
R*" podwiazki o kojadro (w ) i zdefiniujmy, dla dowolnego z € O;, odwzorowanie R-liniowe

hi(x) © R* @ coker hy(zl) — imh;(z') @g coker hy(zl) : (w,d) — (0,6) + tyi 0 hi(z)(w),
zalezace w sposob (jawnie) gtadki od z € O;. Jego odwrazalnoéé w 2%,
%Z(xi) =PIy olgi© hl(xi) Or idcokerhi(aji) ’

w potaczeniu z otwartoscia zbioru odwzorowan odwracalnych w Homg (R*" @gcoker h;(z¢),im h; (2% )®r
coker h;(z},)) 2 R(R), przesadza o istnieniu otwartego otoczenia U,; punktu z} o wlasnosci

R (Z/lac ) c ISOR(RXT @ coker h;(x%),im hl(xi) @R coker hz(xi)) .

k3
*
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Powyzsze nadaje sens definicji
(mv,&) = (v, 041 o pryo (ﬁ%i)_l O Lyi 0PIy O T, " ) o (Uns) =, Uy, x R
przy czym )
ker&; Iy, = ker (pry o (m\’}ﬁi)_l O Lyi 0PIy o ty,) = { ' Naw) | veRE A pryohi(z)to Lyi (V) =0 }.
Zarazem jednak istnienie izomorfizméw ¢, i hi(z) (for z € U,:) pozwala nam zapisaé
v= L;i o hy(z)(w,d)
dla pewnych (w,d) € R*" @ coker h;(z%), skad wywodzimy réwnosé

pry o (mihs) " oty (v) =6,
wiec tez
v =151 0 hi(x)(w,0) = hi(z)(w),
czyli
ker&ily, ={ 7' (@, hi(z)(w)) | weR™ }=jw(W,).

Ostatecznie zatem otrzymujemy bijekcje

T U)o Ung <R (Vg (W), ) — (2,6(V)).

T

Pokryjmy nastepnie B otoczeniami jak to powyzej, tworzacymi rodzing {Uy }aewr. Jest oczy-
wistym, ze kazde z otoczerl jest nosnikiem (stosownie ograniczonych) trywializacji wigzek V i W
sposrod — odpowiednio — 7,7 i 7, ktore odtad bedziemy oznaczaé jako 7 i 72 dla przejrzystosci
notacji. Sg réwniez dane izomorfizmy tq 1 v zdefiniowane analogicznie do — odpowiednio — ¢
1 vy, 1 te, wspolnie, wyznaczaja rodzing odwzorowan &, : o (Us) — R o e o oraz
odnosne bijekcje

TX/W : 7T{,}W(Ua) i»ua x R (V +]W(Wx),x) — (x,§a(V)).
Te ostatnie pozwalaja zaindukowa¢ na V/W silng topologie cofnieciowa
TV/W)={VcVI/W | Vo : 72" (VOryjy(Ua)) € T (Uo xR*FT) }.
Mozemy nastepnie cofnaé wzdtuz nich strukture rézniczkowalng z lokalnych modeli. Odwzorowania

T;V/ W (jak tez 7y w) staja si¢ teraz tautologicznie gladkie i majg takiez odwrotnosci, co pozwala

zidentyfikowaé¢ je jako trywializacje lokalne zrekonstruowanej tym sposobem wiazki wektorowej
V/W.
Na koniec definiujemy jeszcze odwzorowanie
LA V— V/W Vi (V + JW(WT(V(V))77TV(V)) )

o jawnie gladkiej prezentacji (semi-)lokalne;

1! o meyny (V) = (mv(V),&a(V)).

Stwierdzamy bez trudu, ze odwzorowanie to jest gladkie wzgledem opisanej powyzej struktury
rézniczkowej. O

Naturalnego modelu struktury wprowadzonej w tresci ostatniego twierdzenia dostarcza

Twierdzenie 7. Niechaj (V, B,R*f my) bedzie wiazka wektorowa rzedu R e N* wyposazong w
strukture metryczna ge I'(V* ®Sy§n) V*) o sygnaturze sign(g) = (R,0), i niech (W, B,R*" my)

bedzie jej podwiazka wektorowa rzedu r < R, zanurzona w V poprzez jyw : W < V. Zbior

Whe o= || WiE L B (a,0) o,
zreB
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w ktorego zapisie
Wi = {veV, | Vaer, : 8(@)(0,w)=0},

jest nosénikiem kanonicznej struktury wiazki wektorowej rzedu R—r nad baza B, ktoérg okreslamy
mianem dopelnienia ortogonalnego W (w V). Istnieje kanoniczny izomorfizm wigzek wek-
torowych

(9) V%W@B,Rwlg.

Dowdd: Mamy kanoniczny izomorfizm
Vo = W, op W5

nad kazdym punktem x € B, istnienie izomorfizmu (9) wigzek wektorowych jest zatem prosta
konsekwencja Cor. 2, o ile tylko Wz jest podwiazka wektorowa V, czego dowodzimy ponize;j.
Niechaj {O;}ier bedzie otwartym pokryciem B mniosgcym odnos$ne lokalne trywializacje TiV

7@1((’)2-) =, O; x R*E i £V 7w (O;) =, O; x R*", a zatem takze — w $wietle Tw.2 —
odnosne rodziny {ve; : O; — V} 33 1 {wsi : O; — W} 47 liniowo niezaleznych nigdzie
nieznikajacych cie¢ gladkich. Rzecz jasna, mozemy przyjac, ze te ostatnie sa wzajem ortogonalne,
jako ze procedura Grama—Schmidta, bedac algebraiczna, wiec w szczegdlnosci gltadka, nie wplywa
na stopienn gtadkosci cigé. Ustalmy punkt z. € O; i rozwazmy macierz

(Pasi(x,,) = g(m)(vai(x*),wsi(x*)))(avs)eﬁxﬁ e Mat(R x r;R).

Wspoéldefiniujace ja formy ¢g; = g(z*)(',wsi(x*)) : V,, — R sa liniowo niezalezne, wigc
powyzsza macierz jest maksymalnego rzedu r. Mozemy przeto zalozyé, bez utraty ogbdlnosci
rozwazan, ze liniowa niezaleznosé cechuje jej pierwszych r rzedéw, a wtedy

det(r) ((Pgsi(m*))&seﬁ) +0.

Odwzorowanie
D; = det(, ((PQSZ—(.))M@) : 0; — R

jest w oczywisty sposob ciagle, zatem jego odwracalno$é¢ w z, implikuje istnienie otoczenia U; c
O; (tegoz punktu) o wlasnosei

Vaer, : Di(x)#0.

W nastepnej kolejnosei zastepujemy wyjsciowe pokrycie otwarte {O;}icr nowym: {Up}oewr W
analogii do dowodu Tw. 6 i przekonujemy si¢ o tym, ze cigcia B = {1 0, @20+ + s Tr vy Urtl s Ura2 vy
...,URa} are sg liniowo niezalezne. W rzeczy samej, przyjmijmy, przeciwnie, ze pewna ich kom-
binacja liniowa zeruje sie tozsamosciowo nad O;. Zwazywszy, ze podzbior {wsa}seﬁ jest liniowo
niezalezny, wnioskujemy, ze pewna R-liniowa kombinacja ci¢é w,, jest zarazem R-liniowa kombi-
nacja cig¢ UVrika, k€1, R—7, a zatem, w szczegolnosci, jest ortogonalna do (powloki) v, 1 €1,7.
To jednak oznacza, ze formy ¢, nie sa liniowo niezalezne w obcigciu do (powloki) cig¢ Vyyk«, CO

dalej prowadzi do sprzecznosci z naszym pierwotnym zalozeniem. Ciecia % a wiec liniowo nieza-
lezne i mozemy je podda¢ procedurze ortogonalizacji Grama—Schmidta, poczynajac ,od lewa”,
dzieki czemu pierwszych r cieé¢ pozostaje w otrzymanym tym sposobem ortonormalnym zbiorze
cig¢. Procedura daje nam nowg baze ortogonalng & = {14, @2a; - - - s Wra, Tr+las Tri2ay -« s TRa s
a ta pozwala zdefiniowaé¢ odwzorowania R-liniowe

ig - -
T g (Ua) — Ua xR

w— (my(w), (g(my(w)) (w, @re1 0 Ty (w)), g(my (w)) (W, @rsz 0 Ty (W), ..., g(my(w) ) (W, Trsz 0 Ty (w))))

o jawnych odwrotnosciach

R-r

1 — —_ —

TX\Vg © Uy xR —>7rwlig(ua) : (a?,(xl,xQ,...,xR T)) — Z P > Wik a(T).
k=1
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Bijekcje 7" ® moga ostatecznie zosta¢ wykorzystane do zaindukowania silnej topologii cofnieciowej
oraz lokalnych map na W*s podobnie jak w dowodzie Tw. 6. Kiedy juz cel ten zostanie osiagnigty,
zyskuja one status (tautologicznie) gladkich trywializacji lokalnych, co domyka konstrukcje struk-
tury wiazki wektorowej na W+s, U

Zwienczeniem naszych rozwazan jest

Twierdzenie 8. Przyjmijmy zatozenia i zapis Tw.6 i 7. Istnieje kanoniczny izomorfizm wigzek
wektorowych

(10) Ws 2 V/W.

Dowdd: W $wietle Tw. 7 Istnieje kanoniczny monomorfizm wigzek wektorowych
Jwie @ Wt — V.

Post-komponujac go z kanonicznym (epi)morfizmem 7y w) z Tw. 6, otrzymujemy Istnieje morfizm
wigzek wektorowych

Tevw) © Jus @ W — V/W.

Jest jasne, ze ograniczenie tego ostatniego do dowolnego wiokna jest izomorfizmem odnosnych
wlokien, przeto dowodzona teza wynika wprost z Tw. 4. O

Na koniec dostajemy

Corollarium 3. Przyjmijmy zapis Tw. 6. Istnieje kanoniczny izomorfizm wiazek wektorowych

(11) VEW@BRV/W.

Dowdd: Wykorzystujac rozktad jednosci na V podporzadkowany danej rodzinie {7; : m}l((’)i) =,
O; x R*EY,; lokalnych trywializacji stowarzyszonych z pokryciem otwartym {O;}ic; bazy B,

mozemy zaindukowaé¢ na V strukture metryczng g e I'(V* ®S?’H§n) V*) o sygnaturze sign(g) =
(R,0) wzdhiz 7; ze standardowej struktury euklidesowej na wtoknie typowym R*¥. Struktura
indukowanapozwala zdefiniowa¢ dopelnienie ortogonalne W*= ¢ V zgodnie z teza Tw. 7, a wraz z
nig otrzymujemy izomorfizm (9). Ten w potaczeniu z kanonicznym izomorfizmem (10) z tezy Tw. 8
daje nam pozadany kanoniczny izomorfizm (11). O

4. GEOMETRYZACJA KONSTRUKCJI BAZY PRZESTRZENI WEKTOROWEJ — KROK W NIEZNANE. . .

Jedng z naturalnych konstrukeji na przestrzeni wektorowej jest wyboér bazy {e;} D =

dimg V', tj. wybor izomorfizmu

iel,D?
VoK v=aie — (vh0% L 0P).

Konstrukcja ta ma swo6j nader istotny odpowiednik w teorii wiazek wektorowych, ktory teraz

omowimy.

Definicja 9. Przyjmijmy zapis Def. 2 i niechaj (V, B,K*" my) bedzie wiazka wektorowa rzedu

n € N*, o trywializacjach lokalnych 7; : m’/l(Oi) — 0; x K" stowarzyszonych z pokryciem

otwartym Op = {0, };c; bazy B. Wiazka reperow (zwana tez wiazka baz) wiazki wektorowej
V to wiazka wioknista

(FeLV, B,GL(n;K), mr,v)
o sktadowych
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e przestrzen totalna
FGLV:: |_| ISOK(KXR,VQC)
zeB
o strukturze rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C*° indukowanej przez trywializacje {7; }ier
i o wioknie (FgLV), = Isox(K*™,V,) nad dowolnym punktem z € B bedacym zbiorem
baz B, : K* — V, wlékna V;
e wldkno typowe GL(n;K) = Autg (K*™);
e rzut na baze¢ mrg v ¢ FqLV— B : (f,2) — .

Przy tym bijekcje Fr; odwrotne do
Frit+ Oix GL(mK) 7l v (0) + (2,x) — (77 (2, x()), z)

3
indukuja na FgrV mocna topologie cofnieciowa z topologii produktowej (podprzestrzeni) na
zbiorach O; x GL(n;K) (gdzie topologia na GL(n;K) to topologia podprzestrzeni topologicznej
przestrzeni wektorowej Kxnz), tj. taka, w ktorej podzbiér U c FgrLV jest otwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy jest spelniony warunek
Vie[ : FTZ‘(U ﬂﬂ'EéLV(Oi)) € f(@z X GL(H,K)) .

W tej topologii odwzorowania F7; sa homeomorficznymi trywializacjami lokalnymi o odwzorowa-
niach przejscia klasy C*°:

giet” = Homg (K", 7;5(1)) ¢ Oij — Endg(GL(n;K))

x — HomK(KX", Tij(.l‘)) ,
gdzie
HomK(KX"Jij(x)) : GL(m;K) O+ x+— gij(z) o x.
Struktura rozmaitosci rézniczkowej klasy C'*° jest indukowana wzdluz homeomorfizmow Fr; ze
struktury produktowej na lokalnym modelu O; x gL(n;K), trywialnej (klasy C*) w drugim

czynniku i wyznaczanej przez przeciecie z atlasem /g na rozmaitosci B w czynniku pierwszym.

Wzgledem tak okreslonej struktury rézniczkowalnej trywializacje lokalne Fr7; sa tautologicznie

gladkie klasy C, podobnie jak rzut kanoniczny na baze, 7., v = pry o Fr;t.

Powyzsza definicja wymaga kilku slow komentarza. W pierwszej kolejnosci odnotujmy istnienie
naturalnego prawego dzialania — wlokno po widknie — grupy GL(n;K) na przestrzeni totalnej
FcLV danego w postaci

r: FaLVx GL(n;K) — FarV ¢ ((Be,2),x) — (Buox,z) = (Bs,x) < X.

Dziatanie to jest w jawny sposob wolne (wobec odwracalnosci elementow wiokna Isog (K*™,V,)),
a nadto przechodnie nad dowolnym punktem x € B — wszak dla dowolnej pary [;1,08z2 €
ISOK(KXTL,VI) spelniona jest tozsamosé

Br2 = Pr10 (ﬂg_:ll ° 5902) >
a poniewaz ;% o 8,2 € Endg(K*") jest odwzorowaniem o odwrotnosci 3,50 3,1, przeto mozemy
zapisac
(ﬂran) = (ﬂ.’tl;x) < (/8;% o /B$2) )
konstatujac przy tym, ze Isox(K*™,V,) jest torsorem grupy GL(n;K). Wybdr dowolnego ele-
mentu S, . € Isox (K*",V,) zadaje niekanoniczny (GL(n;K)-ekwiwariantny) izomorfizm

Isox (K, V,) — GL(m;K) : B, — ;% 0B, .

Wobec powyzszego bez trudu stwierdzamy, ze odwzorowania F7;! sa bijektywne, oto bowiem
przyporzadkowuja w sposob jawnie injektywny elementom zbioru {x}xGL(n;K), x € O; elementy
zbioru Isog (K*",V,) x {«}. Sa wigc odwracalne, co pozwala uzy¢ ich do zaindukowania topologii
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na FgLV wedlug opisanego schematu. Ich identyfikacja jako trywializacji lokalnych zasadza sig
na bezposrednim rachunku:

FrioFr;' ' 0y xGL(n;K) O
(z,x) — FTZ‘(Tj_l(.T,X(')),LL') = FTZ‘(’TZ»_l oT;0 Tj_l (:mx(-))mc)
= FTi(Ti_l(a:,gij(a:) o X()),x) =Fr;0 FT{l(a:,gij(x) o x())

= (.’ﬂ,g”(fﬂ) ° X()) ’
w ktorym g;; € C*(0;;, GL(n;K)) sa odwzorowaniami przejScia wigzki V, a ktory ukazuje gtadki
charakter odwzorowan Fr; o FTj_l.

Na koniec zauwazmy, ze odwzorowania Fr;! (wigc takze trywializacje lokalne Fr;) sa ekwiwari-
antne wzgledem prawostronnego dzialania grupy GL(n;K): regularnego g na drugim czynniku
kartezjariskim ich dziedziny oraz opisanego powyzej r na przeciwdziedzinie. Istotnie, obliczamy
wprost — dla dowolnego elementu v € GL(n;K) —

Fri'o (ido, xp,)(z,x) = Fri'(z,x0) = (7 ' (z.x07()) @)

(' (m.x()),x) 9y =1y 0 Frt (2, x) -

Trywializacje lokalne sg zatem zgodne z zaobserwowang wezesnie] strukturg torsora grupy GL(n; K)
na wloknie wiagzki reperow. Nastepny wyktad przyniesie stosowna formalizacje poczynionej tu ob-
serwacji.
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