GEOMETRIA ROZNICZKOWA II
WYKLADY 6. I 7.
WIAZKI GEOWNE

Abstrakcja pojecia wiazki glownej z kanonicznej konstrukeji oméwionej na zakorczenie poprzed-
niego bloku zagadnienn wymaga’| mariazu algebraicznej struktury grupy i struktury topologicznej
oraz rézniczkowej, ktory opisuje

Definicja 1. Grupa topologiczna to grupa
(G,m =.Inv = (~)’1,o — e)’

ktorej nosnik G jest przestrzenia topologiczna, a odwzorowania strukturalne m i Inv sa ciagle.
Podgrupa topologiczna grupy topologicznej (G, m,Inv,e — ¢) to grupa topologiczna (H,
m M Hxw, Inv g, ® — €), ktorej nosnik H jest podprzestrzenia topologiczna przestrzeni G. Homo-
morfizm topologiczny miedzy grupami topologicznymi (Gi,mq,Invy, 3 — e1) i (Ga,m2,Invy,
ey —> ¢5) to homomorfizm grup ciagly wzgledem topologii dziedziny i przeciwdziedziny.

Grupa Liego to grupa

Gm=-Inv= ()1 e—e),
( ()

ktorej nosnik jest rozmaitoscia gtadka, a odwzorowania strukturalne m i Inv sa klasy C*. Pod-
grupa Liego grupy Liego (G,m,Inv,e —> ¢) to grupa Liego (H,m|yupy,Inviy, e — €), ktorej
nosnik H jest podrozmaitoscia klasy C*° rozmaitosci G. Homomorfizm grup Liego to homo-
morfizm grup gladki wzgledem struktury rézniczkowej dziedziny i przeciwdziedziny.

Bogatym zrédtem przyktadéw grup Liego jest ponizsze twierdzenie, ktore podajemy bez dowodu
(dowdd jest prezentowany na kursie Teorii Grup II).

Twierdzenie 1 (Cartana o podgrupie domknietej). Kazda podgrupa domknieta grupy Liego jest
tej ostatniej podrozmaitoscig i grupa Liego (a zatem w sumie podgrupg Liego). I odwrotnie, kazda
podgrupa grupy Liego bedaca jej podrozmaitoscia jest domknieta podgrupa Liego tejze grupy.

Przyktady 1.

(1) dowolna V € Obj Vect]gw), K ¢ {R,C} jest przemienng grupa Liego z (m,Inv,e) =
(+v,Pyv,0v);

(2) dla V z poprzedniego przyktadu GL(V;K) = { x ¢ Endg(V) | 3 x' } jako otwarty
podzbior przestrzeni wektorowej Endg (V) jest grupa Liego (z superpozycja endomor-
fizméw jako mnozeniem) zwang grupa gléowna liniowa V - jest ona izomorficzna z
grupa gléwna liniowa GL(n;K) = { AeK(n) | det,) A#0 } dziedziczaca topologie
i strukture rozniczkowa z przestrzeni wektorowej K(n) = KX"Q, w ktorej jest zanurzona
jako podzbior otwarty det{,ll)(KX) (wszak det(,y : K(n) — K jest odwzorowaniem
wielomianowo zaleznym od wyrazoéw macierzy, wiec cigglym);

(3) wszechobecne w fizyce ,mate” grupy Liego R/27Z = U(1) 2 S! i SU(2) 2 S? oraz grupa
Poincarégo 1SO(3,1) = R* x SO(3,1) o topologii bedacej pochodna (ztozonej) topologii
grupy Lorentza SO(3,1) = { L€ GL(4;R) | LT-n-L =7} odwzorowaii zachowujacych
metryke Minkowskiego 1 = diag(~1,1,1,1) (ich naturalne dziatanie na R* okregla iloczyn
polprosty w definicji ISO(3,1));

(4) grupa specjalna liniowa SL(n;K)={ AeGL(n;K) | det,)A=1}

(5) grupa ortogonalna O(n;K)={ Ae GL(n;K) | AT -A=1, };

Lw interesujacych nas zastosowaniach bedziemy mie¢ zawsze do czynienia ze struktura roézniczkowalng zaréwno
na grupie, jak i na zbiorze, na ktérym ta dziata, jednakowoz dla zachowania pelnej kontroli nad zatozeniami, ktérych
przyjecie jest niezbednym w rozmaitych rozpatrywanych przez nas okolicznosciach, warto wprowadzi¢ pojemniejsze
pojecie grupy i jej dziatania w kategorii topologicznej, co tez czynimy ponizej.
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(6) grupa specjalna ortogonalna SO(n;K) = O(n;K) n SL(n;K);

(7) grupa unitarna U(n)={ AeGL(n;C) | AT-A=1, };

(8) grupa specjalna unitarna SU(n) = U(n) n SL(n;C);

(9) grupa symplektyczna Sp(n;K) = { A eSL(2n;K) | AY.J,-A=J, } odwzorowaii
zachowujacych ,strukture symplektyczna”

OTL 17L
n-( 5o )

Uzgodninie struktury rézniczkowej i algebraicznej na zbiorze G ma daleko idace konsekwencje,
ktorych szczegotowe studium jest przedmiotem odrebnego kursu (Teoria Grup II) i z ktorych
cze$é przyjdzie nam jeszcze omawia¢ w kontekscie konstrukeji powiazania na wigzkach gtéwnych.
Tymczasem jednak przejdziemy bezposrednio do dyskusji zagadnienn zwiazanych z dziataniem grup
Liego na rozmaitosciach rézniczkowalnych, ktore odgrywaja kluczowa role w konstrukcji wiazek
stowarzyszonych (takich jak wigzki Clifforda i spinorowe wtasnie). Zaczniemy, jak zazwyczaj, od
pojecia podstawowego.

Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj G bedzie grupgﬂi niech X bedzie zbiorem
0 grupie symetryczneﬂ Homomorfizm grup

A G—6(X) : g— )

okreslamy mianem dzialania lewostronnego grupy G na zbiorze X, na ktorym jest okreslone
dziatanie grupy G, a ktory nazywamy zbiorem z dzialaniem lewostronnym grupy G. Anty-
homomorfizm

ot G—&(X) : g p,

nazywamy dzialaniem prawostronnym grupy G na zbiorze X, a zbiér w nie wyposazony
— zbiorem z dzialaniem prawostronnym grupy G. Lekko przeciazajac notacje, realizacje
podgrupy Ag ¢ 6(X) bedziemy zapisywaé jako

Nt GxX — X (g,2) — Ay(2) =g> 2= A\(g,),
a podgrupy og c 6(X) — jako
0: XxG—X : (z,9) —o4(z)=2<g=0(z,9).
Niechaj X4, A € {1,2} beda zbiorami z dzialaniami lewostronnymi M grupy G i niech
f + X1 — Xy bedzie odwzorowaniem pomiedzy nimi. Powiemy, ze f jest odwzorowaniem
lewostronnie G-ekwiwariantnym, jesli spelniony jest warunek opisany przez diagram prze-

mienny

1

GXXl %Xl
idgxf .
GXXQ 2 X2
A

2Dla skrétu odwotujemy sie¢ do grupy poprzez jej no$nik.
3Grupa symetryczna zbioru to grupa permutacji jego elementéw. (przyp.)
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Analogicznie w przypadku dziataii prawostronnych o, A e {1,2} na tych zbiorach odwzorowanie
f + X1 — X5 speliajace warunek wyrazony przez diagram przemienny

1
X1XGQ—>X1

fxidg f

Xo x G Xo

2
e

nazwiemy odwzorowaniem prawostronnie G-ekwiwariantnym.

Pare ((X,7(X)),\) zlozona z przestrzeni topologicznej (X,.7 (X)) oraz dzialania lewostron-
nego grupy topologicznej G na X nazywamy przestrzenia z dzialaniem topologicznym
lewostronnym grupy G (albo G-przestrzenia topologiczna lewostronna), jesli A jest
odwzorowaniem ciaglym. Analogicznie definiujemy przestrzen z dzialaniem topologicznym
prawostronnym (albo G-przestrzen topologiczna prawostronng) G. Ciggle odwzorowanie
lewostronnie (wzgl. prawostronnie) G-ekwiwariantne miedzy przestrzeniami z dziataniem topolog-
icznym lewostronnym (wzgl. prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl.
prawostronnie) topologicznie G-ekwiwariantnego.

Pare ((M, /), \) ztozong z rozmaitosci rozniczkowalnej (M, .o7) oraz dzialania lewostronnego
grupy Liego G na M nazywamy rozmaitoscia z dzialaniem gladkim lewostronnym grupy
G (albo G-rozmaitoscia gladka lewostronna), jesli A jest odwzorowaniem gladkim klasy
C*. Analogicznie definiujemy rozmaitosé¢ z dzialaniem gladkim prawostronnym (albo G-
rozmaitosé gladka prawostronng) G. Gladkie odwzorowanie lewostronnie (wzgl. prawostron-
nie) G-ekwiwariantne klasy C'* miedzy rozmaitosciami z dzialaniem gtadkim lewostronnym (wzgl.
prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl. prawostronnie) gtadko G-
ekwiwariantnego. Zbiér odwzorowan G-ekwiwariantnych miedzy ustalonymi dwiema rozmaitos-
clami My, Ae€{1,2} z dzialaniem grupy G bedziemy oznaczaé¢ symbolem

HOIng(Ml,MQ) .

Tak przygotowani formalnie, mozemy juz przejs¢ do stosownej abstrakcji struktury z Def. 5&6.9.

1. WIAZKI GEOWNE Z GRUPA STRUKTURALNA

Nasz tour d’horizon po krainie grup i algebr Liego dal nam do r¢ki intuicje i narzedzia formalne
nieodzowne do sprawnego i konstruktywnego poruszania si¢ w srodowisku struktur geometrycznych
kluczowych dla modelowania symetrii lokalnych (a $cislej: ulokalnionych symetrii globalnych) w
mechanice klasycznej i teorii pola. Wracamy teraz do ich szczegdtowej dyskus;ji.

Definicja 3. Niechaj G bedzie grupa Liego. Wiazka gléwna o grupie strukturalnej G to
wiazka wioknista

(P(;,,B,G,TFPG)

o sktadowych:

e przestrzen totalna Pg z wolnym dziataniem prawostronnym r. grupy strukturalnej G,
ktore jest przechodnie we wioknie nad (dowolnym) punktem bazy, co opisuje diagram
przemienny
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e lokalne trywializacje
Ti :WEé(Oi)—;—)OiXG, iel
stowarzyszone z pokryciem otwartym & = {O;};c; bazy B i G-ekwiwariantne wzgledem
dziatan prawostronnych: r na dziedzinie oraz regularnego p na drugim czynniku kartez-
janskim przeciwdziedziny,
fp’izid@i xp : (0;xG)xG— 0;xG : ((z,g),h) — (x,g-h),
tj. spelniajace warunki
Tiorgzﬁéon, iel.
Podwiazka gléwna o grupie strukturalnej H wiazki gléwnej (Pg, B, G, 7p, ) to podwigzka
(Pu, B,H,mp, Ip, ) tejze wiazki (wldknistej) o grupie strukturalnej bedacej podgrupa Liego H c G.
Morfizm wiazek gtéwnych (Pq,,Ba,Ga,7pg, ), @ € {1,2} o dzialaniach odnosnych grup
strukturalnych r® to trojka (@, f,¢) zlozona z morfizmu wiazek wloknistych

((bvf) : (PGUBlle)TrPGl) - (PG2a327G277TPG2)

oraz homomorfizmu grup topologicznych (wzgl. Liego) pozostajacych w relacji wyrazanej przez
diagram przemienny

1 P,
Pg, x G —~ PG, — > B,
(1) Dxgp P f.
PG2 x Gg > PG2 P By
T Go

Przyktady 2.
(1) Trywialna wigzka gléwna nad B o grupie strukturalnej G, czyli

(BxG,B,G,pry).
(2) Wiazka reperow wigzki wektorowej V. modelowanej na K*", czyli
(FeLV, B,GL(7;K), Tre,v)

w szczegOlnosei zas — wiazka reperéw nad rozmaitoscia (albo wiazka baz nad roz-
maitoscia) M wymiaru n, czyli

(FGLTM, M,GL(TM) = GL(n;R), Tr, Tar ) -
(3) Rozwloknienie Hopfa
(SU(2) =§%,8%,U(1), msu(2)u1)) -
w ktérym rzut na baze przyjmuje postaé

21 Z9
—Z2 z1

TSU(2)/U(1) : SU(Q) — SQ Cc RXS *CxR : ( ) — (221 - Z2, |Zl|2 - |22|2) y

a dzialanie definiujace grupy strukturalnej U(1) jest dane wzorem

r. : SU(2)xU(1) — SU(2)
(( 21 29 ) ) ( z1-u Zy-uTt ) ( 21 29 ) ( u 0 )
— — U — — - -1 = = ! — )
-Zo 1 —Zo-U Z1-U -Zo 1 0 wu

w ktorego ostatniej czesci U(1) traktujemy jako podgrupe Liego macierzowej grupy Liego
SU(2).
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Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def.[3]1 niechaj

Pa xp Pg :={ (p1,p2) e Pa xPg | 7TPG(101)27TPG(P2)}

bedzie produktem wioknistym. Odwzorowanie ilorazowe na wiazce gtownej (Pq,B,G,7p,)
to odwzorowanie

gpr : PGxBPg—>G
okreslone przez warunek

Y (p1.p2)ePaxpPs P2 = D1 < dpg (P1,02) -

Uwaga 1. O postulowanej gtadkosci odwzorowania ilorazowego najtatwiej jest przekonaé si¢ przy
uzyciu trywializacji lokalnych. Istotnie, niechaj p1,p2 € (Pg)z, ® € Oy, i € I, przy czym p, =
771z, 94), ae{l,2} dla pewnych elementéw g, € G, a wtedy wobec réwnosci

po=7; " (2,92) = 751(33791 : (gfl “g2)) = 7 (2, 91) < (gfl “g2) =p1 < (QI1 - g2)
otrzymujemy reprezentacje lokalnag odwzorowania ilorazowego:
dpe (p1,p2) = 91" - g2 = m(Inv o pry o 7(p1), pry 0 Ti(p2))
dang w postaci superpozycji odwzorowan gladkich (m jest operacja binarng w G), wiec gladka.

Podstawowe wtasnosci strukturalne odwzorowania ilorazowego, z ktorych przyjdzie nam korzy-
sta¢ niebawem, opisuje

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.d] Odwzorowanie ilorazowe spelnia warunki wyrazone
przez nastegpujace diagramy przemienne:

(DM1) skos$na symetria

Inv

gdzie Tp. py : PaxsPa O (p1,p2) — (p2,p1) jest (obcigta do produktu wioknistego)
transpozycja kanoniczna, czyli

V(Plypz)GPGXBPG : ¢PG (p27p1) = ¢PG (p17p2)_1;

(DM2) warunek 1-kocyklu

(¢PG OPr1,27¢PG OPrz,g)

Pc xp Pag x5 Pg GxG
M b
¢PG°PT1.3
G
gdzie pr;; : PgxpPaxpPg — PaxpPa : (p1,p2,p3) — (pi,pj), (i,7) €

{(1,2),(2,3),(1,3)} jest (obcietym do produktu widknistego) rzutem kanonicznym, czyli

v(Pth,pa)EPGXBPGXBPG  dpg (pQ’pf’)) ° Ppg (plap3)71 ° Ppg (p17p2) =€3
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(DM3) G-ekwiwariantnosé

(ropry 3,pry) idp -, x7
PG XB PG L 2 (PG XB P(;)XG i PG XB PG
Prg ¢pg xida dpg
G - GxG G
Lo(Invxidg)oTa,q ©

czyli
v(p17p2)€PG><BPG1 91,92€G * ¢PG (pl <49g1,p2 < 92) = gfl : (bPG (plap2) *g2 -

Dowdd: Oczywisty. O

Nie zawsze mamy do czynienia z pelnym ,pakietem” obiektow wymienionych w definicji wigzki
gltownej. Warto zatem zastanowié sie, ktore z jej elementéw maja nature konstytutywng, tj. deter-
minuja istnienie struktury wiazki gtéwnej na rozmaitosci. Odpowiedzi na tak postawione pytanie
przynosi

Stwierdzenie 2. Niechaj P, B beda rozmaitosciami i niech G bedzie grupa Liego. Zakladamy
tez, ze jest okreslona surjektywna submersja m : P — B oraz gladkie dzialanie prawostronne
r. : PxG — P grupy G na P. Jesli dzialanie r. jest swobodne, jego orbity pokrywaja sie z
poziomicami 7, a odwzorowanie ¢p : P x5 P — G okreslone (jednoznacznie) przez warunek

Y (p1,p2)ePxsP * P2 :T¢P(P1»P2)(p1)
jest gladkie, to wowczas czworka

(P7 B? G7 Tr)

jest wiazka gltowna.
Dowdd: Na podstawie Tw. 1&2&3.2 o istnieniu cieé¢ lokalnych surjektywnej submersji stwierdzamy
istnienie pokrycia otwartego € = {O;}ie; rozmaitosci B, na ktorego elementach okreslone sg

gladkie ciecia lokalne o; : O; — P submersji 7, mozemy zatem zdefiniowaé jawnie gladkie
odwzorowania
0, xG— W’l(Oi) 2 (z,9) — rg(al-(m)).

(2

Wykorzystujac odwzorowanie ¢p, bez trudu znajdujemy ich (gladkie) odwrotnosci:
7t 0) — 0 x G pr—s (7(p), p(0s 0 T(p), D))
Sa one dobrze okreslone, gdyz
n(oiom(p)) = (mo0;) om(p) =ido, om(p) = 7(p)

i — istotnie — spelniaja postulowane tozsamosci:

Ti_l o Tz(p) = Ti_l (ﬂ-(p)v ¢P(Ui o 7T(p)ap)) = Td)p(aion'(p),p)(o-i o ﬂ-(p)) =p,

Ti(T'g(Ui((E))) = (7‘1’07"9 ooi(m),qﬁp(ai omorgoai(z),r, ogi(m)))

T; © Tiil(xa g)

(rooi(z),¢p(0iomooi(x),rgo0i(x)))

(z,0p(0i(2),rg004(x))) = (,9)
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z ktorych druga wynika stad, ze dzialanie G odwzorowuje poziomice m w siebie, a do tego
nieuchronnie

v(1)1’102,9)6PX2xG : ¢P(p1,7"g(p2)) = ¢P(p1,p2) °g.
Sa one takze stosownie G-ekwiwariantne, oto bowienﬁ
7 (2, 9) <h) =77 (2,9 h) =rgn(oi(x)) =rhorg(oi(z)) =rn(rgooi(z)) =rp o (2, 9).
Skonstruowane powyzej trywializacje lokalne spetniaja w punktach z € O;j, 4,j € I warunki
T; 0 Tj_l(x,g) = Ti(rg o aj(x)) = (77 orgooj(x), qﬁp(ai omorgooj;(x),rgo aj(x)))

(oz,gbp(ai(:c),rg o O’j(l‘))) = (x,(bp(ai(x),crj(z)) ~g),

z ktorych odczytujemy postaé odwzorowan przejscia:

gij ¢ O — G+ & ¢p(0i(x),0;()),
zamykajac tym samym procedure identyfikacji postulowanej struktury wiazki gtéwnej o grupie
strukturalnej G. O

W nastepnej kolejnosci przedstawimy wygodne kryterium trywializowalnosci wiazki gtowne;j.

Stwierdzenie 3. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy cieciami lokalnymi klasy
C*> wiazki gtownej i jej trywializacjami lokalnymi. W szczegolnosci wiazka gtowna jest (globalnie)
trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy ma globalne cigcie.

Dowdd: Cieciu lokalnemu o : O — 7r,§é (0) c Pg, O € I(B) przyporzadkowujemy trywializacje
(lokalng)

To 7T|;(1;(O) — OxG : pr— (’R—PG(p)7¢PG (U o WPG(p),P))
o pozadanych wlasnosciach, a wiec odwracalna,

-1 1

7, 0 OxG—mp(0) : (2,9) —o(x) g,

i G-ekwiwariantng,

T-(p<g) Tpe (P 29),¢ps (00 Tpe (P2 g),p<g))

(
(76 (P); ppe (0 0 T (p), P < 9))
(

TPg (p),¢PG(UOWPG (p)vp) g)

(7P (P): dps (0 0 o (P),P)) < g =75 (p) < 9.
I odwrotnie, dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : 71',;‘13 (0) > OxG przypisujemy ciecie (lokalne)
o+ O— WEé(O) D 1 (z,e).
Powyzsze przyporzadkowania sa przy tym wzajem odwrotne, oto bowiem — z jednej strony —
Vaco : 0m (@) = 152 (2,0) = o) @ = o(a)
oraz — z drugiej strony —

(WPG (p)7 (bPG (UT O TpPg (p),p))

(7P (), ¢pe (77" (e (P). €), 1))

vpeﬂ;é (0) * To. (p)

a poniewaz

p= T71(7TPG (p)v 6) < ¢PG (Tﬁl(WPG (p)’ e)’p) ’

40dwrotnogé G-ekwiwariantnej bijekcji jest odwzorowaniem G-ekwiwariantnym.
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cayli
' m(p) = 7(7 7 (mee(p),€) 1ope (77 (mee (), €),p))
= 7or (g (p).e) < dpg (7 (7ps (P)s ). p)
= (mpa(p).€) < dpe (77 (e (p). €), D)
= (mpe(p), 8pc (77! (e (P) €).p))
przeto

7o, (p) =7(P) -

Uwaga 2. Nalezy podkreslié, ze ostatnia czes$é tezy powyzszego stwierdzenia nie stosuje sie do
wiazek wloknistych w ogblnosci. Azeby sie o tym przekonaé, wystarczy zauwazy¢, ze kazda wiazka
wektorowa ma globalne cigcie zerowe Oy (a nie kazda taka wigzka jest globalnie trywializowalna).
Na zakoriczenie naszego trawersu przez elementarz teorii wiazek gléwnych zajmiemy sie wy-
znaczeniem wygodnego opisu lokalnego morfizmoéow wiazek gtownych pokrywajacych dyfeomorfizm
identycznosciowy na bazie (posrod ktorych z czasem rozpoznamy tzw. transformacje symetrii
cechowania”).
Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.J] Dowolny morfizm (@, idg,idg) wiazek gléwnych
(P&, B,G,7pz), a€{l,2} oodnosnych trywializacjach lokalnych 7* : W,;é (0;) — 0; xG (sto-
warzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym & = {O;}ier) i odwzorowaniach przejscia
955 + Oij — G), opisany przez diagram przemienny

PL— " P2

Tpl Tp2
PG PG>

B —_— B
zadaje rodzing {h;}ie; odwzorowan (lokalnie) klasy C*°
hi : O—G, i€l
o wtasnosci
(2) ooy, ¢ 95(x) = hi(z) - gi;(x) - hy(a) ™

I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.

Dowdd: Rozumujac analogicznie jak w komentarzu do Def. 1&2&3.3 1 1&24&3.4, upewniamy sig,
ze odwzorowanie ® jest jednoznacznie zadane przez wartosci przyjmowane na lokalnie ptaskich
cigciach o} = 01, 1 € I stowarzyszonych z lokalnymi trywializacjami swej dziedziny. Istotnie,
dowolny punkt z wldékna Péw mozemy wobec zatozonej G-ekwiwariantnosci trywializacji zapisaé
w postaci

7 (w,9) =0;(2) g,
a zatem wobec G-ekwiwariantnosci ® zachodzi
CID(Til_l(:c,g)) = @(U}(w) ag)= <I>(az-1(a:)) ag.
Definiujemy jawnie gladkie odwzorowania

hi=pryorio®oo; : O — G
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i sprawdzamy: z jednej strony
szil(‘ra hj(x)) = 7—1271(1'791'2]'(1') : hj(x)) 3
a z drugiej
Tj2_1(:lc7 hj(x)) Do ajl-(m) = @(le e, e)) = @(Tl-l -1 (m,gllj(x))) = <I>(TZ-1 e, e)) < gilj(x)
Doy (x) agi(x) =77 (@, hi(2)) <95 (x) =777 (2, hi(2) - g5(2))

co w sumie odtwarza postulowang relacje w konsekwencji bijektywnosci trywializacji lokalnych.
Niechaj teraz (Pg, B, G,mpa ), a€{1,2} beda wigzkami gléwnymi o trywializacjach lokalnych

T W,Sé (0,) =, 0; x G i odwzorowaniach przejscia gf‘j : Oi; — G. Majac dowolng rodzing

odwzorowan h; : O; — G opisanych w tezie dowodzonego twierdzenia, definiujemy nad elemen-
tami pokrycia wspolttrywializujacego odwzorowania lokalnie gladkie

®; : ng(oz) — WE%(Oz) : Til—l(:c,g) — 7'1271(17}74‘(93) -g)a
dla ktorych liczymy — w dowolnym punkcie (z,9) € O;; x G —
®;(r H(z,9)) ®;(r; N2, 95:(x) - g)) =77 (2, hy(x) - gji() - g)
27 (.93 (@)  hy() - gJi(@) - 9) = 727 (. ha(a) - g)

(7} " (2.9)).

Na tej podstawie wnioskujemy, ze ®;, ¢ € I sa ograniczeniami odwzorowania globalnie gtadkiego

d : Py, —P%, et 0, = i
G

dzialajacego z zachowaniem wlokien i jawnie G-ekwiwariantnego (dzigki przemiennosci lewego i
prawego dzialania regularnego G na sobie oraz zalozonej G-ekwiwariantnosci trywializacji). O

Nasz tour d’horizon teorii wiazek gléwnych wienczy ponizsze stwierdzenie, bedace prosta kon-
sekwencja (konstruktywnego dowodu) powyzszego Twierdzenia.

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def.[3] Podkategoria
GrpBung (B|idg)

kategorii GrpBung, (B) wiazek gtownych nad baza B o grupie strukturalnej G o tej samej klasie
obiektow co GrpBung (B) i o morfizmach o identycznosciowej sktadowej na bazie, f =idg (i na
grupie strukturalnej, ¢ =idg) jest grupoidem.

Dowdd: W $wietle Tw.[2] wystarczy poprowadzi¢ rozwazania w opisie lokalnym, w ktérym dowolny
morfizm P : Pé — Pé pokrywajacy identyczno$é na bazie B jest reprezentowany przez rodzing
odwzorowan h; : O; — G, i € I. Na mocy tego samego stwierdzenia rodzina odwzorowan
{h; =Tnvoh;}is okresla morfizm PZ — P, ktory w oczywisty sposob jest odwrotnoscia ®. O

Kluczowa z punktu widzenia dalszych naszych rozwazai wtasnosé dziatania grupy Liego (ogol-
niej: topologicznej) na rozmaitosci (ogolniej: przestrzeni topologicznej), ktora — jak lada chwila
pokazemy — cechuje w szczego6lnosci dzialanie definiujace grupy Liego na przestrzeni totalnej wiazki
gltownej, wprowadzamy w ponizsze]
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Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def.2] Dzialanie A : G x X — X grupy topologicznej G
na lokalnie prezwartej’| przestrzeni topologicznej (X,.7 (X)) nazywamy wlasciwym,, gdyﬂ ze
zbieznosci dowolnego ciggu punktow

/\(g,l') i N— M : N> gn>ITn,

okreslonego dla dowolnego zbieznego ciaggu punktéow x. : N — X oraz dowolnego ciagu elementow
g. : N— G, wynika zbieznos¢ pewnego podciagu ciagu g..

Znaczenie tej cechy eksponuje nastepujace fundamentalne twierdzenie, ktore podajemy tu bez
dowodu (ten pojawia si¢ np. na wykladzie z Teorii Grup II):

Twierdzenie 3 (O rozmaitosci ilorazowej). Przyjmijmy notacje Def.[fl Ilekro¢ dzialanie grupy
Liego G na rozmaitosci M jest gladkie, swobodune i wlasciwe, przestrzen orbit M /G jest roz-
maitoscia topologiczng wymiaru dim M —-dim G i istnieje na niej jedyna struktura gtadka, wzgledem
ktorej rzut kanoniczny

T 2 M — M|G : m+—[m]=G>m

jest gltadka submersja. Przestrzen orbit z owa wyrézniona struktura rozmaitosci nosi miano roz-
maitosci ilorazowej.

Wracajac do obecnego kontekstu geometrycznego, otrzymujemy istotne
Stwierdzenie 5. Dzialanie definiujace grupy strukturalnej na przestrzeni totalnej wiazki gtéwne;j
jest wlasciwe.
Dowdd: Rozwazmy ciagi p. : N— Pg 1 g : N— G o wlasnosciach
lim p, =p, lim (pnqgn) =D.
n—o0 n—oo

Wobec cigglosci rzutu kanonicznego na baze oraz charakteru dzialania grupy strukturalnej (we
wloknie) otrzymujemy réwnosé

oo (B) = e (lim (pn 9g4)) = im mpg (pn < gn) = lim 7pg (pn)

= TPpPqg (7}1_{120 pn) =TpPg (p) y
ktora w swietle Def.[d] pozwala zapisac

P=p<ép(p,D)-

Niechaj mp,(p) € O;, gdzie O; jest elementem pokrycia trywializujacego Pg. Istnieje indeks
N e N o wtlasnosci

VausN ¢ PnyPn <4 gn € ngé(oi)’

mozemy zatem rozpatrywaé podciagi py+. 1 pn+. < gn+. W obrazie trywializacji 7 : w;é((?i) =,
0; x G, w ktorym

Ti(pn) = (967“%), Ti(p) = (x,’)/),
czyli
T}l_{r.}o (xnvan) = (ma'Y) ,
wiec tez

Ti(pn < gn) = Ti(pn) Ggn = (Inyf}/n) Ggn = (mna'}/n 'gn)

5Przestrzeit topologiczna nazywamy lokalnie prezwarta, jesli kazdy jej punkt zawiera si¢ w pewnym zbiorze
prezwartym (tj. takim, ktorego domknigcie jest zwarte) zawierajacym pewne otoczenie (otwarte) tego punktu.
Najczesciej stosowana definicja ,wlasciwosci dziatania” odwoluje sie¢ do wlasciwosci (w rozumieniu topologicz-
nym) odwzrorowania (pry,A) : G x M — M x M. Mozna wszakze pokazaé, ze podana przez nas definicja jest tej
tutaj rownowazna.
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oraz
7i(P) = 7i(p < ¢pe (0. D)) = 7 (P) < S (1, D) = (2,7) < dpe (p,B) = (2,7 dpe (P D))
czyli
Jim (yn < gn) =7~ dp (P, D) -
Wobec ciaglosci operacji grupowych wyprowadzamy stad wniosek
lim g, = lim (7,' (3 9n)) =77 - (v dpe (. D)) = dpc. (1,P)

ktory przesadza o shusznosci dowodzonej tezy. O

Idac tym tropem dalej w kierunku fizykalnych zastosowan

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (Pq, B, G, 7p,) bedzie wiazka gltowna,
M za$ — rozmaitoscig z dzialaniem (lewostronnym) A : G x M — M grupy G. Rozwazmy roz-
maito$¢ produktowg Pg x M. Dzialanie grupy G dane wzorem

( ) X : GX(PGXM)%PGXM : (g,(p,x))»—)(r(p,g_l),/\(g,m))
3

jest wolne i wlasciwe.

Dowdd: Oczywisty. O

2. ODp WIAZKI WEKTOROWEJ DO WIAZKI BAZ I...Z POWROTEM — OSTATNI KROK W NIEZNANE

Okazuje sig, ze wigzke wektorowg V mozna odtworzyé (z doktadnoscig do izomorfizmu) z
odnosnej wiazki reperéow FgpV przez pewna sprytna konstrukcje, ktéra przedstawiamy ponizej.
Jak wynika wprost z definicji FqrV, jest dobrze okreslone odwzorowanie (punktowej) ewaluacji

& @ FaLVx K" —V : ((Bg,2),0) — Ba(v).
Odwzorowanie to jest stale na orbitach dziatania

&v : GL(n;K) x (FGLV x KX") — Fqr,VxK*"

(6 ((Bey2),0)) = ((Bo o x7Hr2), x(v))
zapisanego w terminach naturalnego (definiujgcego) dziatania grupy GL(n;K) na K*",
ev : GL(n;K) x K" — K*" @ (x,v) — x(v).

To oznacza, ze €V zstepuje na rozmaitosé ilorazowg (ForLV x K*™)/GL(n;K) zdefiniowang w
odniesieniu do dzialania év, ktorej istnienie zapewnia Twierdzenie o Rozmaitosci llorazowej (patrz:
Corollarium . Innymi stowy, év zadaje odwzorowanie

[ev] : (FaLVxK™)/GL(n;K) —V
(5) : [((ﬁfmx)»v)] '_)é‘\’((ﬂrvx)vv)fﬁz(v)
ktore domyka diagram przemienny
v
= (o]
FoLV x K*™ (FeLV x K**)/GL(n; K)

T(FQLVXK*")/GL(n;K)
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Zapisany na nim rzut kanoniczny mrq, vxk*n)/GL(n;K) D@ przestrzen orbit jest — w Swietle rzeczo-
nego Twierdzenia — gladka submersja, przeto wprost na mocy Twierdzenia o kwazi-uniwersalnej
wlasnodci submersji (z Niezbednika rézniczkowo-geometrycznego — Stw. 29) gladkosé odwzorowa-
nia indukowanego [6v] jest implikowana przez gtadko$é¢ odwzorowania év. Przy tym bez trudu
przekonujemy sie, ze w ograniczeniu do dowolnego wiokna (Isox (K*",V,)xK*")/GL(n;K), = € B
odwzorowanie to jest bijekcja. Istotnie, wybierzmy dowolng baze 8 € Isox(K*™,V,) i rozwazmy
zbior S == { ((B:,z),v) | v e K }. Orbity dwoch dowolnych jego elementow, GL(n;K) >
((Bz,z),v1) 1 GL(n;K) > ((82,2),v2), albo pokrywaja sie ze sobg, albo tez sg roztaczne (jako
klasy abstrakcji relacji rownowaznosci). Pierwsza z tych ewentualnosci zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy

((,6’;,33),112) e GL(n; K) > ((ﬁ;x),vl)
— ElxeGL(n;]K) : ((5;7:6)7’02) = ((B; OX_la$)7X(U1))

<~ (X:iden A ’02:1)1),

zatem nietozsame elementy zbioru S nalezg do roztacznych orbit. Moc widkna (Isox(K*™,V,) x
K*™)/GL(n;K) jest wiec nie mniejsza niz moc wldkna V. Pozostaje sprawdzi¢ injektywnosé [éV].
W tym celu rozwazmy konsekwencje réwnosci

Br(on) = [&]([((82,2),01)]) = [®I([((B2, 7). 02)]) = B2 (v2) -
Ta jest réwnowazna réwnosci
v2 =77 0 By(v1)),
ktora implikuje relacje
v € GL(n;K) > vy,
a dalej takze

((BZ,2),02) = ((Bro (8271 0 BY) ' 12), 827" 0 B1(11)) € GL(m K) & (B, @), v1)

Na tej podstawie wyciagamy wniosek o rownosci argumentow,

[((Balnx)avl)] = [((Bivx)ﬂ}Q)] )
ktora przesadza o injektywnosci [6v]. Mamy zatem do czynienia z gladka bijekcja. Skonstruujemy
jej gtadka odwrotnosé. W tym celu uzyjemy lokalnych trywializacji =; : WEéLV(Oi) — O; x
GL(n;K), i e I wigzki reperéw stowarzyszonych z pokryciem {O; }cr, ktore w odwolaniu do tezy
Stw.[3] pozwalaja nam skonstruowaé lokalnie gtadkie cigcia

oi + O;— FaLV @ v 77 (z,e) = (Bi(z), 2) € Isog (K", V) x {z},

przy czym pole baz §; zalezy (lokalnie) gtadko od punktu w O; c B. Latwo przekonujemy sie, ze
odwzorowanie zadane lokalnie (nad O; 3 x) w postaci

Sily, + Vo — (Isog (K", V) x K™)/GL(n;K) = v — [((Bi(x),2), Bi(2) " ()]
jest (lokalng) odwrotnoscig [éV], oto bowiem

Si o [&]([((Bar2),v)]) = Zi0 Ba(v) = [((Bi(2),2), Bi(®) ™ 0 Ba(v))]
= [((Bao (Bila) " 0 Ba) " 2). Bil@) ™ 0 Bu())] = [((Be2),0)]

anadto —dla veV, —

[0 3i(v) = [&]([((Bi(2),2), Bi(2) " (1))]) = Bil@) (Bi () ' () = v

I wreszcie na koniec upewniamy si¢, ze odwzorowania lokalne ¥; stanowia ograniczenia (do
odnosnych elementéw 75 (0;) pokrycia przestrzeni totalnej V) odwzorowania globalnie gtad-
kiego. W tym celu musimy najpierw ustali¢ regute transformacyjna dla lokalnych wyboréw bazy



GEOMETRIA ROZNICZKOWA II WYKLADY 6. 1 7. WIAZKI GLOWNE 13
B;. Niechaj g;; : O;; — GL(n;K) beda odwzorowaniami przejscia dla wybranych wczesniej
trywializacji lokalnych FqrV, tj. — dla dowolnych z € O;; oraz x € GL(n;K) —

Ti OTjil(an) = (Iagij(‘r) ° X) .

Obliczamy wowczas

(B(z),z)

T;l(x,iden) = T{l(ﬁt,gij(l')) = T{l(x,iden) < g”(l')

(Bi(x),x) < gij(x) = (Bi(x) 0 gij(w), ),

czyli
Bi(x) = Bi(x) o gij(z),

a stad juz tatwo wyprowadzamy — dla dowolnego punktu v eV, z € O;; — pozadana tozsamosé

i(v) [((Bj(@),2),B;(x) " ()] = [((Bi(x) 0 gij (), x), gij (x) " 0 Bi(x) " (v))]
[((Bi(z), ), Bi(2) " (v))] = S (v).

Dotychczasowe nasze rozwazania pozwalaja nam wypisaé¢ wprost trywializacje lokalne

[(n] + (7Fl v (0) x K)/GL(n; K) = O; x K*"

[((Bzrz),0)] — (2, 8:(2) " 0 Ba(v))

o odwrotnosciach

[71]71 : Oz X Kxn i) (WEéLV(Oz) X Kxn)/GL(n, K)

(z,v) — [((Bi(),z),v)]

i tym samym zidentyfikowaé strukture wiazki wtoknistej na rozmaitosci ilorazowej (Far, VxK*™)/GL(n;K),
przy czym jest jasne, ze jest to wiazka wektorowa nad B o ciele bazowym K. Odnotujmy na
marginesie, ze odwzorowania przejscia dla wypisanych tu trywializacji przyjmuja — w dowolnym
punkcie (z,v) € O;; x K*™ — postac

[r]o[r]  (z0) = [RI([((8i(2),2),0)]) = (=8 ()" o Bi(2)(v))
(xagij(fﬂ)(v)),

identyczna jak w przypadku V. Wobec swojej oczywistej K-liniowosci odwzorowanie [éV] jawi sig
nam jako izomorfizm wiazek wektorowych

[] : (FeLV xK*")/GL(n;K) — V.

Na gruncie powyzszych i wezedniejszych rozwazan mozemy wyartykutowaé proste, acz struktu-
ralne

Stwierdzenie 6. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy cieciami lokalnymi (a za-
tem takze trywializacjami lokalnymi) wigzki reperow wigzki wektorowej i trywializacjami lokalnymi
wiazki wektorowej.

Dowdd: Dowolne ciecie lokalne ¢ : O — wEéLV((’)) c FqLV, O € 7(B) pozwala zdefiniowaé
odwzorowanie
T, W{,l(C’)) — OxK" : v+— (WV(U), (oo Wv)(v)_l(’l})) ,
jawnie K-liniowe i gtadkie, o oczywistej odwrotnosci
7, Ox K" — ' (0) ¢ (2,V) — a(2)(V),

takze gladkiej (i K-liniowej). Wtasnosci te pozwalaja zidentyfikowaé¢ 7, jako trywializacje lokalng
wiazki V stowarzyszona z cigciem lokalnym o wiazki reperdw.
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Odwracajac powyzsze rozumowanie, dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : 75! (O) = O xK*™

przyporzadkowujemy cigcie (lokalne)
ot O—mEl y(0) + 3 (@,).
Bez trudu przekonujemy sie, ze skonstruowane tu przyporzadkowania sa wzajem odwrotne. Istot-
nie, stwierdzamy réwnosé
V(I,V)EOXKX" P07, (Z‘)(V) = 7—;1(37’ V) = a(x)(V) >
a z niej wyprowadzamy tozsamosé
Or, =0.

Ponadto

(v (v), (07 0 7) (0) 7 (0)) = (7w (v), 77 (79 (v),) " ()
ror  (my(v),r (my(v),) " () = 7(v),

v1;5@1(0) t T, (V)

przeto

Ty, =T.

T

oraz

Stwierdzenie 7. Dowolna rodzina trywializacji lokalnych wiazki reperow wiazki wektorowej in-
dukuje rodzing trywializacji lokalnych wiazki wektorowej (stowarzyszonych z tg sama rodzing
podzbioréw otwartych ich wspolnej bazy) o tych samych odwzorowaniach przejscia.

Dowdd: Niechaj (V,B,K*™, my) bedzie wiazka wektorowa (nad cialem K), (FqLV, B, GL(n;K),
TFEeLv) za$§ — wigzka jej reperow i niech 7; : wgéLV((’)i) =5 0; x GL(n;K), 0; € 7(B), i€
{1,2} beda dwiema trywializacjami lokalnymi drugiej z nich, o niepustym przecieciu dziedzin,
01 N Oy, nad ktorym sg okreslone odwzorowania przejscia gio : 01 N O — GL(n;K). Z kazda
z trywializacji stowarzyszamy ciecie lokalne wedle (znanej nam) formuty

oi + Oy —mrl y(0i) cFaLV : y— 7,7 (y,1,),

a nastepnie uzywamy ich do skonstruowania odno$nych gtadkich trywializacji lokalnych wigzki V
zgodnie z przepisem sformulowanym w dowodzie Stw.[6]

: 7y (O) = O x K™y (v (v), (oiomy)(v) " (v)), ie{l,2}.

O tym, ze sa to trywializacje o postulowanych odwzorowaniach przejscia, przekonujemy sie w
bezposrednim rachunku, przeprowadzonym dla dowolnych (y,V') € O19 x K**,

Toqy © Tc;gl(yv V) =Toy (02(y)(v))
(70 (o2(1)(V)), (01 0 70) (02(1) (V) (02(1) (V)

(y.01(y) o oa(y)(V)),
ktory po uwzglednieniu ciagu réwnosci

5 (y,1,) = Tfl(y7912(y)) =11 (v, 1,) 9g12(y) = 71 (¥, 1) 0 g12(y)

To

i

o2(y)

o1(y) © 912(y)
odtwarza pozadany wynik

Tor 0Ty (1. V) = (y,01(y) 0 01(y) 0 912(1) (V) = (9, 912(1) (V) -
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