W 12 STRON OD TEORII GRUP DO TEORII KATEGORII
(MAWF °22/23 1.I & 1.II [RRS])

SPIS TRESCI

IL. O grupach, troche inaczej niz zwykle| 2
2. One [Lemma to rule them alll 10

Kazda Opowiesé potrzebuje jezyka, ktérego uzycie jest obwarowane zasadami uzgodnionego
systemu formalnego. Jezyk w swej najbardziej elementarnej funkcji reprezentuje przedmiot komu-
nikacji, ale tez — wtornie — strukturyzuje i kierunkuje sam proces ustalania z nim relacji poznawczej
u uczestnikow aktu komunikacji poprzez narzucenie swoistego zbioru form reprezentacji i zaleznosci
miedzy nimi; odzwierciedla nasz sposéb mys$lenia o Rzeczy, ale — gdy juz raz zostanie przyjety —
zarazem je porzadkuje i kontekstualizuje, przygotowujac podloze pod abstrakcje i uogolnienie
wedle obecnych w nim schematéw. Jezykiem naszej Opowiesci bedzie — obok jezykow algebry
i geometrii, znanych Czytelnikowi najpewniej z innych kurséw — jezyk teorii kategorii, zasad-
niczo reprezentujacy obiekty rozwazan i komunikacji relacyjnie w obrebie klas wszystkich obiek-
tow o interesujacych wlasciwosciach i tym samym ustanawiajacy naturalny poziom rozdzielczosci
rozwazan: ,z dokladnoscia do nierozréznialnosci w klasie, kodowanej przez (przenoszaca wlasnosci)
relacje wzajem jednoznaczng”’. Tak wyreprezentowane obiekty poddaja sie tacno realizacji w in-
nych klasach, w oderwaniu od swej ,anatomii”, tj. struktury wewnetrznej (jak np. rozktad punktow
w rozmaitosci), pozostajacej nierzadko — w mniejszym lub wiekszym stopniu — poza pozadanym
zakresem rozdzielczosci poznawczej. W kolejnym kroku abstrakcji mozemy nastepnie badaé relacje
pomiedzy realizacjami przenoszace wlasnosé ,bycia realizacja klasy referencyjnej” pomiedzy pod-
klasami przez owe realizacje tworzonymi etc., dokonujac tym samym mozolnej transkrypcji in-
formacji o przedmiotach poznania w hierarchiach relacji, pierwotnych i wtérnych, ktorych pie-
tra okreslaja osobne wybory ,rozdzielczo$ci”. Transport bytéw relacyjnych poprzez ich realizacje
wydatnie poszerza nasze mozliwosci wnioskowania dajac nam do reki narzedzia formalne z kon-
tekstow odleglych w wymiarze ,anatomicznym”, ale przede wszystkim pozwala — bywaEl — odd-
zieli¢ istote zagadnienia od istoty tej ,anatomicznej” konkretyzacji. Ztozonosé tej drugiej potrafi

1Dobrym przyktadem jest tutaj koncepcja funktora kwantowania pochodzaca od Segala, a rozwijana przez
Atiyaha, Wittena, Turaeva, Reshetikhina, Frohlicha i wielu, wielu innych.
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przestoni¢ prostote pierwszej, skazujac badacza na niekoriczace sie zmagania natury technicznej,
walke z formatem opisu ,anatomicznego” lub o taki opis, niejako obok przedmiotu dociekarn.

Uzyte powyzej stowa kluczowe: relacje przenoszace wltasnosci, realizacje, relacje pomiedzy re-
alizacjami przenoszace wlasno$¢ ,bycia realizacja”. .. przywodza na mysl naturalne skojarzenia z
symetriami zbioréw (zazwyczaj obdarzonych dodatkows struktura, wiec, anatomia’, ktora jest
przez te symetrie zachowywana), modelowanymi na strukturze i dzialaniu grup, a dalej — grup
tych reprezentacji i splataczy reprezentacji. Te skojarzenia wytyczaja najbardziej bodaj natu-
ralng droge dojscia od pojeé klasycznej teorii zbioréw i algebry oraz intuicji z nich wywiedzionych
ku algebrze wyzszej osadzonej w paradygmacie teoriokategorialnym. Ponizej podejmujemy probe
ostroznego, lecz zarazem energicznego przeprowadzenia Czytelnika po tej Sciezce ku teorii kate-
gorii. Zywimy przy tym nadzieje, ze ta ostatnia stanie sie z czasem dla Czytelnika czyms wiecej”
niz formalny metajezyk (wykladu), a mianowicie: precyzyjnym narzedziem i metronomem, a z
czasem wrecz substratem Scistego myélenia.

1. O GRUPACH, TROCHE INACZEJ NIZ ZWYKLE

Zaczniemy od przeformulowania opisu pojecia grupy. Oto w sposéb nieco sztuczny przed-
stawimy grupe G jako zbior bijekeji singletonu (zbioru jednoelementowego) {e} ,udekorowanych”
elementami grupy ¢ € G. Taka oczywista nadmiarowosci w zbiorze odwzorowan singletonu w siebie
mozemy traktowaé jako sposéb na zapisanie informacji o ukrytej wewnetrznej strukturze obiektu
o, ktorej nie okreslamy w zaden inny (bezposredni) sposob. W tym obrazku G stanowi (albo
indeksuje) kompletny zbiér odwzorowan uzgodnionych z ukryta struktura obiektu e, tj. strukture
te respektujacych (i w tym sensie ,zachowujacych” obiekt ), wiec dozwolonych z punktu widzenia
naszych rozwazan. Istnienie operacji binarnej na G mozemy zrozumieé¢ jako prawo orzekajace, ze
superpozycja odwzorowan dozwolonych jest takze odwzorowaniem dozwolonym, a tgczno$é ope-
racji binarnej ttumaczy si¢ na tacznosé tejze dobrze okreslonej superpozycji. Posrod odwzorowan
dozwolonych istnieje jedno odwzorowanie wyroznione, ktére odpowiada trywialnej bijekcji obiektu
e iz tej przyczyny nie zmieniajace zadnego innego odwzorowania dozwolonego po przylozeniu go
przed tym odwzorowaniem lub po nim — tym odwzorowaniem jest bijekcja indeksowana elementem
neutralnym e € G. Wreszcie tez kazdemu odwzorowaniu odpowiada odwzorowanie odwrotne, tj.
takie, ktorego superpozycja z wyjsciowym daje poprzednio oméwione odwzorowanie trywialne.
Jego istnienie zapewnia operacja unarna Inv : G — G.

Z naszej dotychczasowej dyskusji wylania sie juz pewna (z koniecznosci dogé banalna w swej za-
wartosci) struktura, dostarczajaca rownowaznego przeformutowania opisu grupy, ktore poddaje sie
dalekosieznemu uogolnieniu. Strukture te bedziemy oznaczaé¢ symbolem G dla podkreslenia jej in-
tymnego zwiazku (lecz nie tozsamosci) z G. Mamy wiec do czynienia z dwoma zbiorami: zbiorem
obiektéw ObG = {e} i zbiorem dozwolonych odwzorowan miedzy nimi, ktory bedziemy okreslac
mianem zbioru morfizméw MorG = G i przedstawiaé¢ jako zbidr strzalek ,udekorowanych”
elementami grupy,

")
[ ]

Kazde z odwzorowari ma swoja dziedzine, z ktorej wychodzi stowarzyszona z nim strzatka i ktéra
w dalszej cze$ci wywodu bedziemy nazywaé poczatkiem morfizmu,

s : MorG— ObG : <9— e,
oraz przeciwdziedzine, do ktorej strzatka siega i ktora bedziemy nazywaé koricem morfizmu,
t: MorG — ObG : =<9— .

Na zbiorze Mor G4x; Mor G par strzalek skladalnych, tj. takich, u ktérych koniec poprzednika
pokrywa sie z poczatkiem nastepnika (w naszym przypadku sa to wszystkie strzalki), okreslona
jest taczna operacja ztozenia (superpozycji)

o : MorGex; MorG — MorG : ( <h— , <9— )+ =<hg—
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o0 oczywistych (u nas wrecz trywialnych) whasnosciach
s( =<h— o <g9— )=s( <9— ), t( <h— o <=g9— )=t( =n— ).
Na zbiorze obiektow okreslamy odwzorowanie
Id : ObG — MorG : e+— —<e— |
ktore przypisuje obiektowi morfizm identycznos$ciowy o wtasnosciach

sold. =idy,z =told.,

<-9— OIdS( <9— )= <-g— :Idt( - g— )O <-9—

Odwracalno$é wszystkich morfizméw (strzaltek) jest rownoznaczna z istnieniem odwzorowania

Inv : MorG — MorG : =<9— +—> —g> = =<g'—
o wlasnosciach
solnv=t, tolnv =s,
<9— olnv( =9— )=Idy <g— ),
IHV( <-g— )o -~g— IIdS( <g9— )-

Zanim przejdziemy do dyskusji realizacji grupy, zaadaptujemy nowy formalizm do opisu struk-
tury nieco mniej sztywnej niz rozpatrywana dotad struktura grupy, a mianowicie: monoidu
Map(X, X) odwzorowarni (ustalonego) zbioru X w siebie. Struktura ta doskonale, a przy tym
calkowicie naturalnie ilustruje idee modelowania wewnetrznej struktury obiektu (jakim w tym
przypadku jest sam zbior X) w mnogosci dozwolonych morfizmoéw. Mamy tu zatem do czynienia
z jednoelementowym zbiorem obiektow

ObMap(X, X) = {X},
zbiorem morfizméw zas — w pelnej analogii do sytuacji wczedniejszej — jest zbior strzatek udeko-
rowanych odwzorowaniami f € Map(X, X). Reszta dyskusji przebiega analogicznie jak w przy-
padku grupy G, z ta wszelako istotng réznica, ze tym razem opuszczamy wymog odwracalnosci
morfizmow.

Dokonawszy powyzszej — moze nieco dziwacznej na pierwszy rzut oka, ale tez — jak sie okaze —
nader pozytecznej — formalizacji struktury grupy i wyréznionego monoidu Map(X, X), mozemy
poddaé analogicznemu zabiegowi strukture realizacji R (tj. dzialtania, o ktorym zaktadamy do-
datkowo, ze jest lewe) grupy G na zbiorze X. Realizacja taka jest homomorfizmem monoidu
definiowanego przez G (poprzez ,zapomnienie” o odwracalnosci wszystkich elementow) w monoicﬂ
Map(X, X).

W wypracowanym wczedniej jezyku, stwierdzamy wiec istnienie odwzorowania o sktadowych:
obiektowej

R : ObG — ObMap(X,X) : e+ X
i morfizmowej (zwyczajowo oznaczanej tym samym symbolem)
R : MorG — MorMap(X,X) : <9— > =<R(9)—
o wlasnosciach (zapisanych w konwencji zgodnej z tym zwyczajem)
sMa’;(Y’X)OR:ROSG, Map(XX) o R = RotC
oraz

R( <h— og =o— )=R( <r—) R( ~os— ),

°Map(X,X)

RolId® = [qMaP(XX) o

20braz G lezy w grupie symetrycznej Gx, jednak to usciSlenie pozbawiloby nasze rozumowanie nieodzownej
ogo6lnosci.
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Na najnizszym szczeblu hierarchii struktur algebraicznych stowarzyszonych z pojeciem grupy i
jej dziatania na wybranym zbiorze znajdujemy odwzorowania G-ckwiwariantne splatajace realiza-
cje Ry i R, ktore w rozbudowanym tu formalizmie mozemy (znéw w sposéb nieco nadmiarowy)
przedstawi¢ jako indeksowane przez zbior Ob G rodziny morfizméw

n : ObG — MorMa/p_(\)?,X) D1,
o skltadowych (tutaj w liczbie 1)
e Ri(e) = Ra(e),
na ktore zostal natozony definiujacy warunek G-ekwiwariantnosci

v <~9— MorQ nt( <9— )ORl( <9— ):RQ( <9— )0778( <g9— )~

Sformutowany przez nas schemat opisu struktur grupy i zbioru z jej dzialaniem poddaje sie
nastepujacym istotnym i przez to interesujacym ogoélnieniom:

e Dopuszczenie dowolnej liczby obiektow we wezesniejszym opisie grupy (co prowadzi do
wyodrebnienia podzbioru wlasciwego par morfizméw skladalnych w kwadracie kartez-
janskim zbioru morfizméw) przy zachowaniu odwracalnodci wszystkich morfizmow daje
grupoid.

e Rezygnacja z odwracalnosci morfizmow prowadzi do ogolnej maltej kategorii.

e Jesli dodatkowo dopusci¢ te ewentualnos$é, ze obiekty lub morfizmy nie tworza zbioru,
lecz klase wlasciwg (tj. mnogos$¢ nie bedaca zbiorem a okreslana przez wspolna ceche
elementow, jak np. klasa wszystkich zbiorow okreslana przez ceche ,bycie zbiorem”), to
mamy do czynienia takze z duzymi kategoriami, przy czym wyrézniamy takie, u ktérych
klasy morfizméw sg zbiorami, nazywajac je lokalnie matymi.

Mamy zatem

Definicja 1. Kategorie C tworza nastepujace klasyﬁ

e klasa obiektéw ObC,

e klasa morfizmow MorC, ktorej elementy zwiemy morfizmami, przy czym dla dowol-
nych A,B € Ob(C klase morfizméw z A do B oznaczamy symbolami Home(A, B) =
C(A,B),

na ktoérych okreslone sa nastepujace odwzorowania:

e poczatek morfizmu s: MorC — ObC i koniec morfizmu ¢ : MorC — ObC, przy

czym
Va.Beobe Vec(apy @ (5,0)(f)=(4,B),
e identyczno$é id. : ObC — MorC: A+ C(A, A),

e zlozenie morfizmow

oc t+ MorCex;MorC={ (fg)eMorC*? | s(f)=t(g)} — MorC

(f,9) — focgeC(s(9).t(f))

spelniajace warunki:

Va,Beobe V(fg)ecianyxes,a i (focida=f A idaccg=g),
v(f,g,h)EMorC,xtMongqMorC : (f oc g) och=foc (Q °c h) :

3Klasa to wszystkie obiekty (np. zbiory) uwspélniajace ustalona ceche definiujaca (np. "bycie zbiorem™). Po-
jecie to stanowi takie uogoélnienie pojecia zbioru, ktére pozwala méwié o mnogosci obiektéw okreslonego typu bez
popadania w antynomie, jak to ma miejsce cho¢by w przypadku préby opisania mnogosci wszystkich zbioréw przy
uzyciu pojecia zbioru (wiec takze obiektu definiowanej tym sposobem mnogosci).
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Tlekro¢ klasa C(A, B) jest zbiorem dla kazdej pary A, B € Ob(, kategorie¢ C nazywamy lokalnie
mala. Jesli natomiast zarowno ObC, jak i MorC sg zbiorami, C okreslamy mianem malej
kategorii. Mala kategoria, w ktorej kazdy morfizm jest odwracalny, nosi przydomek grupoidu.
Kategorie, ktora nie jest mata, nazywamy wielka.
Podkategoria S kategorii C jest utworzona przez
e podklase ObS klasy obiektow ObC;
e podklase MorS klasy morfizméw MorC, przy czym dla dowolnych obiektow A, B e ObS
klase morfizmow z A do B w MorS oznaczamy symbolami Homg (A, B) = S(A, B),

ktore spetniaja nastepujace warunki:

° vAeObS : ldA € MOI’S;

L4 vaMOI‘S : S(f)’t(f) € Ob87

° v(f,g)eMorqu,MorS : fOCg € MorS.
Tym samym S jest kategoria. Podkategorie S kategorii C nazywamy pelna, ilekro¢ dla dowol-
nych obiektéow A, B € ObS zachodzi rownosé

S(A,B)=C(A,B).
W szczegolnosci podgrupoid grupoidu G to dowolna jego podkategoria sama bedaca grupoidem.

Przyklady 1. (Kategorie)

(1) Zbiory wraz z odwzorowaniami miedzy nimi (dla ktorych zlozeniem jest superpozycja
odwzorowan) tworza wielka kategorie Set.

(2) Struktury algebraiczne okreslonego typu tworza kategorie wraz z odno$nymi homomor-
fizmami jako morfizmami. Mamy wiec kategorie Grp (grupy), AbGrp (grup prze-
miennych), Ring (pierscieni), AbRing (piericieni przemiennych), Field (cial), Modgr
(lewych moduléw nad pierscieniem R), Modpgore (prawych moduléw nad pierscieniem
R),  Modg, gorey  ((R1,Ry")-bimoduléw nad  para pierscieni  (Ri, Ra)),

Vectyk (przestrzeni wektorowych nad cialem K), Vect]ggw) (skoniczenie wymiarowych
przestrzeni wektorowych nad cialem K), OVectg (przestrzeni kwadratowych nad cialem
K), Algp (algebr nad pierscieniem przemiennym R), uAlgp (unitalnych algebr nad
pierscieniem przemiennym R), AssAlgp (algebr przemiennych nad pierscieniem prze-
miennym R) etc.

(3) Graf skierowany kanonicznie okresla mala kategorie, ktorej obiektami sa wierzchotki grafu,
morfizmami za$ — $ciezki w grafie (ich konkatenacja jest zlozeniem morfizmow).

(4) Grupa kanonicznie okresla mala kategorie o jednoelementowym zbiorze obiektéow (dowolny
singleton) i zbiorze morfizmoéw tozsamym z grupa (w szczegblnosci wszystkie morfizmy sa
odwracalne).

(5) Dowolny zbior S okresla nastepujace trzy (male) kategorie:

e kategorie S (nierzadko oznaczang tym samym symbolem S co zbior) o zbiorze obiek-
tow S i zbiorach morfizméw (jedynych niepustych) S(z,z) = {z »z=1dJ}, z €S —
kategorie te nazwiemy kategoria zbioru S;

e kategorie S o zbiorze obiektéow Ob S := SU{e}, w ktérym singleton {e} jest jedynym
obiektem inicjalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizméw (jedynych nie-
pustych) S(e,s) = {8 - s}, s€S i S(zx,z) = {x >z}, 2 e Su{e} — kategorie te
nazwiemy rozpieciem S

e kategori¢ S o zbiorze obicktow Ob S := Su{e}, w ktorym singleton {e} jest jedynym
obiektem terminalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizmoéw (jedynych nie-
pustych) S(s,e) ={s > e}, seS i S(x,z)={xr > 2}, 2 € Su{e} — kategorie te
nazwiemy korozpieciem S.

Powyzej morfizmy sa dowolnymi singletonami, ktére dla przejrzystosci oznaczyliémy sym-
bolami ich poczatku i korica. Obie kategorie wystepuja jako modele diagramow uzywanych
w konstrukcjach uniwersalnych.

e Odwzorowanie miedzy kategoriami spelniajace warunki wypisane dla realizacji grupy to
funktor kowariantny F':C; — Cs.
5
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Jest przeto

Definicja 2. Funktor kowariantny z kategorii C; w kategorie Co to odwzorowanie o sktado-
wych, zwyczajowo oznaczanych tym samym symbolem,

e obiektowej F': Ob(C; —> Ob(Cs,
e morfizmowej F': MorC; — MorCs ,

ktore spelniaja nastepujace warunki:
o soF Mg, =Fos oraz to Flye, =F ot, czyli
Va.Beobe, Yy (ay @ F(f)€Ca(F(A), F(B)),
o ido Flope, = Foid, czyli
Yaecobe, @ F(ida) =idp(ay,
o oc o (Flyore, X Flimore,) = F ooc, czyli

v(f,g)eMorClngor& : F(f °c,y g) = F(f) oc, F(g)

W kontekscie konstrukeji uniwersalnych funktor F : C; — Co okre$lamy czesto mianem dia-
gramu w kategorii C; modelowanego na kategorii C;. W szczegblnosci morfizm grupoidéw
pomiedzy dwoma grupoidami G,, « € {1,2} to funktor kowariantny miedzy odnosnymi katego-
riami.
Funktor kontrawariantny z kategorii C; w kategorie C; to odwzorowanie o skladowych,

oznaczanych jak wyzej,

e obiektowej F': ObC; — ObcCs,

e morfizmowej F': MorC; — MorCs ,

ktore spelniaja nastepujace warunki:
o soF Mo, =F ot oraz to Flye, = F os, czyli
Va,peobe, Vyee,(apy @ F(f)€C(F(B),F(A)),
e ido F'lope, = Foid, czyli
Yacove,  F(ida) =idp(ay,
o ocoTo(Flyvore, X Flyore,) = Fooc, gdzie T jest transpozycja, czyli
V(f.9)eMorcyxMore, © F(foc, 9) = F(g)oc, F(f).

Funktor F' : C; — Cs nazywamy

e istotnie surjektywnym (lub gestym) jesli kazdy obiekt kategorii Cs jest izomorficzny
z pewnym obiektem w obrazie funktora F', tj. jesli spelniony jest warunek

Vxeobe, 3acobe, Irecs(x,r(a)) ¢ ( f(X)=F(A)

A Fpaeeyrayx) o (floe, f=idx A foe, fh=idpay ) );
e pelnym, jesli spetniony jest warunek
Va,peobe: Vpees(p(A),F(B)) Fgecr(ap) ¢ = F(9)
(w przypadku funktora kowariantnego) albo warunek
Va,Beobe, Vgec,(F(a),F(B)) Tgeci(B,a) ¢ f=F(9)

(w przypadku funktora kontrawariantnego);
e wiernym, jesli spetniony jest warunek

Va.Beobe, Vygeeiasy © (F(f)=F(g) <= f=g);

e w pelni wiernym, jedli jest pelny i wierny.
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Superpozycja funktoréw to zwykla superpozycja ich sktadowych: obiektowej i morfizmowej,
ktora oznaczamy standardowym symbolem o, tj. dla pary funktorow F, : Cq —> Cay1, € {1,2}
miedzy kategoriami Cg, € {1,2,3} zapisujemy

F20F1 : Cl —>F1 C2—’F2 C3-

Przyklady 2. (Funktory)

(1)

Funktor identycznos$ciowy id¢ : C OO o sktadowej obiektowej ide : ObC O : A— A
i morfizmowej ide : MorC O: f — f.

Funktor staly X : C — D, zwany tez stala, okreslony przez obiekt X ¢ ObD, o
sktadowej obiektowej X : ObC — ObD : A — X i morfizmowej X : MorC —
MorD : fr—idx.

Reprezentacja R : G — GL(V;K) grupy G € ObGrp na przestrzeni wektorowej
V' € ObVectk nad cialem K okresla funktor kowariantny.

Dualnos¢ moduléow nad piericieniem przemiennym R okresla (endo)funktor kontrawari-
antny * : Modgr O o skltadowej obiektowej * : ObModgr O : G — G i mor-
fizmowej * MorModg O : x — x*, gdzie dla dowolnego x € Homp(G1,G2) jest
X' Gy —GY s pr—pox.

Konstrukcja zbioru potegowego okresla (endo)funktor kowariantny 2 : Set O, o sktadowej
obiektowej 2 : ObSet O): X — 2% i morfizmowej 2 : Mor Set O: ( X 1, Y)— (255
O+ f(O)e2Y).

Szczegblnie waznymi przykladami funktoréw sa funktory Home dla ustalonej lokalnie
malej kategorii C: kowariantny

C(X,:) : C— Set,
okreslony dla dowolnego X € ObC(C, o sktadowej obiektowej
C(X,) : ObC — ObSet : Y —C(X,Y)
i morfizmowej
C(X,) : MorC— MorSet
(Y =2)—(cXY)>>0(X,2)),
oraz kontrawariantny
C(,X) : C— Set,
okreslony analogicznie jak wyzej, o sktadowej obiektowej
C(-,X) : ObC — ObSet : Y +—C(Y,X)
i morfizmowej
C(,X) : MorC— MorSet
(Y 5 2Z)—(C(Z2,X) 250V, X) ).

Wreszcie tez rodzine odwzorowan w rodzaju tych przypisanych splataczowi realizacji Ry
i Re nazywamy transformacja naturalna.

Stosowna formalna (i kompletna)

Definicja 3. Transformacja naturalna miedzy funktorami kowariantnymi Fy, Fo : C; —> Co
to rodzina morfizméw 7. : ObC; — MorCy : A — 14 o wlasnosci wyrazonej przez diagramy

7
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przemienne
Fi(f)
Fy(A) ——— F1(B)
(1) ¥ 4,BeObC, : N4 ns .
feC1(A,B)
Fy(4) Fy(B)

_—
Fa2(f)

Transformacje naturalng bedziemy (najczesciej) zapisywaé symbolicznie w postaci

Jedyna réznica w definicji transformacji naturalnej w przypadku funktoréw kontrawariantnych
polega na tym, ze rodzina morfizméw w kategorii-przeciwdziedzinie indeksowanych przez morfizmy
z kategorii-dziedziny spetnia warunki wyrazone przez diagramy przemienne

Fi(f)

Fi(A) Fi(B)
(2) V A,BeObCy : na ns .
FeC1(A,B)
Fy(A Fy5(B
2(A) g F2(B)

Jesli wszystkie morfizmy tworzace rodzine 7. s izomorfizmami, transformacje naturalna okres-
lamy mianem izomorfizmu naturalnego (funktoréw) lub réwnowaznosci naturalnej

Przyktady 3. (Transformacje naturalne)

(1) Rodzina izomorfizméw grup Inv. : Ob Grp — Mor Grp : G — Invg, z ktorych kazdy
traktujemy jako odwzorowanie z (odno$nej) grupy G w grupe do niej przeciwng, GPP,
okresla izomorfizm naturalny miedzy funktorem identycznosciowym na kategorii Grp a
funktorem ,brania przeciwnosci", ktéry dowolnej grupie przyporzadkowuje grupe do niej
przeciwna i kazdemu homomorfizmowi grup — tenze homomorfizm.

(2) Rodzina monomorfizmoéw przestrzeni wektorowych (nad ustalonym ciatlem K) ev: : Ob Vectg —

Mor Vecty : V > ev”, z ktorych kazdy przyporzadkowuje (odnosnej) przestrzeni wek-
torowej V odwzorowanie (K-liniowe) ewaluacji ev¥ : V — V** : v+ ev) okreslone
wzorem ev) : V* — K : ¢+ (v), okredla transformacje naturalng miedzy funk-
torem identycznosciowym na kategorii Vectk a funktorem bidualizacji, ktory dowolnej
przestrzeni przyporzadkowuje bidualna do niej i kazdemu odwzorowaniu K-liniowemu —

odwzorowanie bidualne.

Mozemy juz wystowi¢ naturalne warunki ,tozsamosci” kategorii, uzwgledniajace wpisane w ich
definicje ograniczenie ,rozdzielczosci” naszego rozpoznania i rozréznienia ich obiektéw w okoliczno-
$ciach abstrahowania od obiektéow tych ,wewnetrznej struktury”, jakim jest wskazanie wyrdznionych
elementow klasy morfizméw, a mianowicie — izomorfizméw, badacych markerami nierozréznialnosci
obiektow na przyjetym poziomie ,rozdzielczosci” (czyli w obrebie danej kategorii). Mamy wiec

Definicja 4. Rownowaznosé kategorii C; i C; to para funktorow

Fic1—>62, G:CQ—>61
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wraz z para izomorfizmoéw naturalnych

GoF FoG
S N RN
C Nﬂﬁ Ci , Co Nﬂﬁ Co .
\/ \d/
ide, ide,

Kategorie, dla ktorych istnieje rownowaznosé, okreslamy mianem (wzajem) réwnowaznych.
Wygodnego i przydatnego przeformutowania powyzszego pojecia dostarcza

Stwierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym réwnowaznosci dwoch kategorii jest
istnienie pomiedzy nimi funktora istotnie surjektywnego i w pelni wiernego.

Uzytecznej egzemplifikacji spietrzenia abstrakcyjnego nonsensu dostarcza

Definicja 5. Niechaj C; i Cs beda kategoriami. Kategoria funktoréow kowariantnych z C;
do C; to kategoria, ktorej obiektami sa funktory kowariantne F : C; — Ca, a morfizmami —
transformacje naturalne miedzy tymiz funktorami. Oznaczamy ja symbolem

Cgl = [C1,C2] =Fun(Cy,Cs) .
Analogicznie definiujemy textbfkategorie funktoréow kontrawariantnych z C; do Cy, dla ktorej

rezerwujemy symbol

5" = [CP,Cy] = Fun(CP,Cy) .

W szczegdlnodci kategorie Set® okreslamy mianem kategorii kopresnopow na C i oznaczamy
symbolem

CoPreSh(C) = [C, Set] .

Jej obiekty nazywamy kopresnopami na C. Analogicznie kategorie Set®” nazywamy kategoria
presnopéw na C i oznaczamy symbolem

PreSh(C) = [C°P,Set].

Jej obiekty nazywamy presnopami na C.

Uwaga 1. Presnopy, zwlaszcza za$ te sposréd nich, ktére spelniaja dodatkowe warunki czyniace
z nich tzw. snopy, pelnig fundamentalng role w opisie wlasnosci topologicznych rozmaitosci, w
szczegolnosci — struktur indukowanych na nich w obecnosci nietrywialnych poél form rézniczkowych,
modelujacych pola tadunkowe (takie jak, np., pole fotonu, gluonéw i masywnych bozonoéw posred-
niczacych). Dostarczaja nam one takze narzedzi (homologicznych) do opisu lokalnego i globalnego
tzw. wiagzek wloknistych, jak rowniez — do klasyfikacji obstrukeji topologicznych wobec ich kon-
strukcji. Wrocimy do ich dyskusji w drugim semestrze niniejszego wyktadu.

Przyktady 4. W przypadku, gdy C; = A jest kategorig pewnego zbioru A € Ob Set z Przykt. 5)7
odnosng kategorie C* okreslamy mianem kategorii ciagéw (uogélnionych) w C indeksowa-
nych przez A. Jej obiekty to funktory X. : A — C o sktadowej obiektowe;j

X : A—ObC : A— X,
i morfizmowej (X. jest funktorem!)
X.(A—~A) =X (1d}) =1d%,

mozemy je zatem (wiec tez bedziemy) utozsamiaé¢ z rodzinami obiektow z C indeksowanymi przez

zbior A,

X. = {X)\})\EA.
9
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Morfizmy et to transformacje naturalne 7. : X. = Y., czyli indeksowane przez ObA = A
rodziny morfizmow

{nn € C(XA, Y2) Frer

spelniajace odnoséne warunki (jedyne ,nietrywialne”)

X.(1d% )=1d¢
Xy = X.(\) M X.(\) = Xy,

TIx I

Y\=Y.(N) — Y.()\) =Y,
v.(10§)=1a§,

Te sa spelnione automatycznie na mocy aksjomatéw kategorii, zatem morfizmy ch sa po prostu
dowolnymi rodzinami morfizméw z C indeksowanymi przez zbior A jak wyzej.

Kategorie C zanurzamy w ch przy uzyciu funktora kowariantnego (ciagi state) Ac.p @ C —
X o sktadowych: obiektowej

Aca : ObC — obct : X —s {Xn=X}aer
i morfizmowej
Ac,a ¢ MorC — MorCK s {nr =N aren -

7 zastosowaniem tej kategorii zetkniemy sie w okolicznosciach konstrukeji wyréznionych obiektow
uniwersalnych w kategorii Set i innych, ktéra zajmiemy sie na nastepnym wyktadzie.

2. ONE LEMMA TO RULE THEM ALL

Elementarnym, lecz istotnym wynikiem strukturalnym teorii grup, eksponujacym pierwszorzed-
ne znaczenie grup symetrycznych w tej teorii, jest Twierdzenie Cayleya, ktore orzeka, ze kazda
grupa jest izomorficzna z pewna podgrupa grupy symetrycznej Sx pewnego zbioru X, czyli
moze by¢ zrealizowana jako podzbior zbioru bijekcji X w siebie, z ograniczonym don sktadaniem
odwzorowan w roli operacji binarnej (tj. dzialania grupowego). Dokonamy teraz transkrypcji
klasycznego konstruktywnego dowodu tego twierdzenia w rozwijanym przez nas konsekwentnie
formalizmie kategorialnym, co pozwoli wystowi¢ twierdzenie w sposéb poddajacy sie naturalnemu
uogolnieniu. Takie uog6lnienie bedzie nastepnie przedmiotem naszych dalszych dociekan.

Przypomnijmy: we wspomnianym wyzej dowodzie jako zbior X wybieramy sama grupe G
(innymi stowy, aplikujemy do niej funktor zapominania Grp — Set z kategorii grup w ka-
tegorie zbioréw), wyrozniajac zarazem te sposrod jej bijekcji w siebie, ktore pochodza od lewego
regularnego dziatania grupy na sobie,

b GxX—>X: (gvh)'_)gha
czyli rozwazamy podzbior
Ag={ly|geG }cbx,

jawnie izomorficzny (czyli bedacy w bijekcji) ze zbiorem G i zamkniety ze wzgledu na sktadanie
odwzorowan,

AG X AG Bl (592,891) — 392 °€g1 = 892.91 € AG,
ktore realizuja wiernie strukture grupy, przez co nalezy rozumieé, ze odwzorowanie
7 :G— Gx : gr— 4,

indukowane przez £., jest monomorfizmem grup, wiec tez

(G, Inv,e —>¢) = (A(;,OrAsz,AG 30y —ly1 €A, 0 — Ee) c(Gx,0,(-) e —idy),
10
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przy czym wskazany tu obraz odwzorowania 7. jest podgrupa Gx, o ktéorej mowa w tezie twier-
dzenia. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze wykorzystane tutaj dziatanie lewe regularne G na sobie jest
przemienne z prawymi translacjami na G o dowolny element grupy, czyli z dziataniem prawym
regularnym

p. : XxG->X : (h,g)— h-g,
czyli stuszne jest stwierdzenie
(3) Vgheag  Lgopn =pnoly,
bedace konsekwencja lacznosci dziatania grupowego. Warto podkresli¢, ze powyzsza wlasnosé
odwzorowan g € Map(X, X) jest dla nich definiujaca, tzn. kazde odwzorowanie v € Map(X, X)
przemienne z dzialaniem lewym regularnym jest prawa translacja o pewien element grupy. W
rzeczy samej, warunek
Vgea + Lgoy =70l
implikuje réwnosé
Voea = g-7(e) =(g-€) =7(9),
ktora prowadzi do identyfikacji
(4) Y =0~(e) -
Innymi stowy, stwierdzamy istnienie bijekcji
Gz A'G(c Map(X,X))
pomiedzy grupa G a komutantem grupy Ag w Map(X, X).

Okazuje sie, ze calg opisana tu strukture mozna zwiezle wystowié, jak nastepuje: Morfizm 7.
okresla kontrawariantne funktorialne zanurzenie (czyli funktor kontrawariantny w pehu wierny z)

kategorii G, wprowadzonej wezesniej, w kategorie Set® (kowariantnych) funktoro z kategorii

G w kategorie Set zbiorow. W szczegolnosci funktorialny obraz kategorii G w Set® , jakim jest
pelna podkategorla Ag, jest kanonicznie izomorficzny z wyjsciows kategoria G. Istotnie, odw-
zorowanie 7. stowarzysza z jedynym obiektem e kategorii G kowariantny funktor

G(e,)=0. : G — Set
o sktadowej obiektowej
7. : ObG — ObSet : o — X(=G)=G(e,0)
i sktadowej morfizmowej
7. : MorG — MorSet : <9— > <f— = G(O, <~g9— ),
przy czym ostatnie przyporzadkowanie ma sens, gdyz <f¢— € Set({.(»).l.(e)) = Map (X, X).

Funktorialno$¢ ¢. sprowadza sie do stwierdzonych wczesniej strukturalnych wlasnosci odwzorowa-
nia /., tj.

7.(1d%) _Idfft) — l,=idx,

z( <92— oy =<g1— ):Z( <g2— )OSet F( <g1— ) — g.(]z'!h :Emoﬁgl,

Wreszcie tez 7 pozwala przyporzadkowaé dowolnemu morfizmowi
<9— € G(e,0)(=MorG) transformacje naturalng

G( <o— ) G(t( =9— ),-) == G(s( =9— ),"),
czyli indeksowang przez Ob G-= {®} rodzine morfizmoéw o jedynym elemencie

G( <~g— ,o)z <Pg— € HomSet(G(t( <9— ),'),G(S( <9 )"))

4Morfizmami w kategorii, ktorej obiektami sg funktory pomiedzy dwiema ustalonymi kategoriami, sa transfor-
magcje naturalne pomiedzy owymi funktorami.

11
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= Mor Map(X, X)
o wlasnosci

é( <9— ,t( <h— ))oset G(t( <9— ), <h— )

= (N}(s( <9— ), <h— )oget (N}( <9— ,s( <n—)),

zapisanej dla dowolnego <hr— € Mor G, a wyrazajacej stwierdzona uprzednio wlasnosé (3)).
Podkreslmy, ze kontrawariantny charakter opisanego tu funktora G —> Set® niesie informacje o
prawym charakterze dziatania prawego regularnego grupy G na sobie, oto bowiem zapis

é( <g2— OG <g1— ’-):é( <g1— 7~) oSeté é( ~<g2— ,~)
oznacza w istocie tozsamosé

Pga-g1 = g1 °Pgo -
Na koniec zauwazmy, ze jest to, zgodnie z wypowiedziang wcze$niej teza, funktor w pelni wierny,
albowiem dla jedynej pary obiektow jego dziedziny, (e,e), zadawane przezen przyporzadkowanie
(podkreslenie pierwszego ,wolnego” miejsca oznacza, ze to wlasnie miejsce przyjmuje argument z
dziedziny)

G(.) = G(s,8) — Set%(T(e,),G(s.)) = Nat(T..T)
jest omoéwiona wezesniej bijekcja p. : G = AG 19— pg, patrz: ().

Dokonane tutaj abstrakcyjne przeformutowanie Twierdzenia Cayleya w jezyku teorii kategorii
stawia nas przed oczywistym pytaniem: Czy twierdzenie to jest przejawem szczegdlnego statusu G
posréd kategorii, czy tez raczej jest ono emanacja ogélniejszego prawa, ktéremu podlegaja wszyst-
kie kategorie lokalnie male? (Wymog lokalnej malodci staje sie koniecznoscia, kiedy staramy sie
odwzorowacé klasy morfizméw pomiedzy dowolnymi parami obiektow wyjsciowej kategorii bijektyw-
nie w klasy transformacji naturalnych miedzy funktorialnymi obrazami tychze obiektow.) Bardzo
ogolnej odpowiedzi na tak postawione pytanie dostarcza

Twierdzenie 1 (Lemat Yonedy). Niechaj C bedzie dowolna kategoria lokalnie mata, a X —dowol-
nym jej obiektem i niech F':C — Set bedzie dowolnym funktorem kowariantnyrrﬂ Woéwcezas
istnieje kanoniczny izomorfizm (bijekcja) pomiedzy zbiorem Nat(C(X7 9, F()) transformacji na-
turalnych miedzy funktorami C(X,-) i F' a elementami zbioru F(X),

Nat(C(X,"),F(-)) 2 F(X).

Dowdd: Punktem wyjscia do konstruktywnego dowodu istnienia bijekcji, o ktorej mowa w tresci
twierdzenia, jest nastepujaca obserwacja: Oto dowolna transformacja naturalna 7. € Nat(C (X,),F ())
jest w pelni okreslona przez element
. C
€% =nx(Idx) € F(X)
zbioru bedacego funktorialnym obrazem wyréznionego obiektu X € ObC. W rzeczy samej, warunek
naturalnosci n. implikuje tozsamosé
c c c :
ny (x) =0y (x o 1d) = (1y 0 C(X,x)) (1d%) = (F(x) o nx )(1d) = F(x) (€%)
shuszng dla dowolnego morfizmu y € C(X,Y") o koricu w dowolnym obiekcie Y € ObC, a pokazujaca

dowodnie, ze znajomos¢ {% pozwala wyznaczy¢ wszystkie elementy rodziny {ny }yeconc. Odwzo-
rowanie

Ex ¢+ Nat(C(X,), F()) — F(X) : nr— &%
to wlasnie szukana bijekcja. Azeby sie o tym przekonaé, wystarczy wskaza¢ odwzorowanie odwrotne.
Zdefiniujmy odwzorowanie
i F(X) — Nat(C(X,"),F()) : &

5Istnieje takze wersja kontrawariantna Lematu Yonedy, ktora Czytelnik bez trudu wymysli sam.
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WZzoreil

1y () = F(X)(€).

Podana definicja ma sens, gdyz dla dowolnego morfizmu ¢ € C(Y, Z) zachodzi

(115 0set C(X, %)) (X) 1y (W oc x) = F(¢ oc X)(€) = (F(¥) oset F(x))(€)
FW)(F(x)(€)) = (F(¥) oset 15 ) (X) »

czyli — w istocie — 1° jest transformacja naturalng miedzy C(X,-) a F. Pokazemy, ze 7. jest
poszukiwana odwrotnosciag odwzorowania &£y. W tym celu wyznaczamy transformacje naturalng
przyporzadkowana przez 7. elementowi &%,

E () = FOO(EL) = v (X)

uzyskujac pozadany wynik
£%
nYX =Ny,

a nastepnie wskazujemy element zbioru F(X) bedacy obrazem transformacji naturalnej n° wzgle-
dem odwzorowania 'y,

€8 = 15 (1d%) = Fa§)(€) = 1555 () = id ) (€) = €,
co konczy dowdd postulowanej relacji miedzy 1 i £, a tym samym takze dowdd twierdzenia. [
Bezposredniego uogoélnienia teoriogrupowego Twierdzenia Cayleya dostarcza ponizsze elementarne
corollarium Lematu Yonedy.
Stwierdzenie 2 (Zanurzenie Yonedy). W oznaczeniach Twierdzenia [1| kontrawariantny funktor
c(,-) : C—> Set

jest w pelni wierny, przeto okresla zanurzenie kategorii C w kategorii Se‘cc7 ktorego obrazem jest
pelna podkategoria tej ostatniej o zbiorze obiektow { C(X,-) | X € ObC }, izomorficzna z kategoria
C.

Dowdd: Odnoszac teze Lematu Yonedy do funktora F :=C(Y,-), stwierdzamy istnienie bijekeji
C(5) & C(Y,X) — Nat(C(X,-),C(Y,")) : x —C(x,"),
co oznacza wilasnie, ze funktor C(:,-) jest w pelni wierny. Tym samym kontrawariantny funktor
c(,-) : ¢ — Set®,
o sktadowej obiektowej
C(--) : ObC — ObSet® : X — C(X,")

i morfizmowej

C(,-) : MorC — MorSet®
X C(x,)
(V—=X)—(C(X,)—=c(.))
zadaje zanurzenie kategorii C w kategorii funktorow Set®, zwane zanurzeniem Yonedy. O

Lemat Yonedy i wynikajace zen stwierdzenie o zanurzeniu stanowia doskonala ilustracje jed-
nej z najglebszych idei, jakie tkwia u podstaw teorii kategorii: Miast zagtebia¢ sie w ,strukture
wewnetrzng’ obiektu danej kategorii, mozemy skupi¢ sie na studiowaniu morfizméw miedzy tymze
obiektem a (wszystkimi) obiektami tejze kategorii, a zatem — koniec koncow — transformacji na-
turalnych miedzy obrazem obiektu wzgledem zanurzenia Yonedy a takimiz obrazami (wszystkich)
obiektow kategorii. Teoria kategorii zostala sformutowana — nie bez kozery — w pierwszej potowie
XX w., tj. w czasach fenomenalnej eksplozji myslenia abstrakcyjnego w naukach przyrodnicznych
13
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na wszystkich skalach dostepnych poznaniu — od skali atomowej po skale kosmiczna. Zawartosé
Sflozoficzna” rzeczonej idei powinna by¢ zatem bliska sercu i umystowi kazdego fizyka, oto bowiem
jedynym dostepnym nam sposobem empirycznego poznania elementarnych sktadnikéw materii sa
obserwacje ich oddzialywar z innymi sktadnikami materii, przy czym obserwacje te prowadzi-
my w klasach obiektéw oddzialujacych wzajemnie, czyli bedacych nosnikami wspolnej cechy (up.
tadunku) albo inaczej: nalezacych do wspolnej kategorii. Najbardziej bodaj zwiezlej i obrazowej
wulgaryzacji socjologicznej tych twierdzen dostarcza stare powiedzenie

Powiedz mi, kto jest twoim przyjacielem, a powiem ci, kim jestes.

Zadanie domowe 1. Celem nabycia intuicji dotyczacej zawartosci zaproponowanego w Definicji
[ pojecia rownowaznosci kategorii, rozwazmy nastepujaca sytuacje: Niechaj C; 1 Co beda ka-
tegoriami, z ktorych pierwsza ma jednoelementows klase obiektow Ob(C; = {X}, druga zas —
dwuelementows klase obiektow ObCy = {X,Y} oraz wyrdézniony izomorfizm ¢ : X — Y, a
nadto — niech Co(X, X) =C1(X, X). Udowodnij, ze te kategorie sa rownowazne, tj. C; = Cs.

Zadanie domowe 2. Udowodnij Stwierdzenie [T}
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