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W dalszej czesci wyktadu przedstawimy kompletna klasyfikacje algebr Clifforda stowarzyszo-
nych ze skoiiczenie wymiarowymi przestrzeniami kwadratowymi nad ciatami liczbowymi o szczegol-
nym znaczeniu w modelowaniu zjawisk fizycznych, tj. nad R i C.

1. RZECZYWISTE ALGEBRY CLIFFORDA W SKONCZONYM WYMIARZE
Tytulem wstepu sformutujemy porzadkujace, a oczywiste

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, w szczegolnosci niechaj RP9 = (RP*9, 5](3” ) =
5(E1’ ) @ (—51(5’))) bedzie modelows pseudoeuklidesows, przestrzenia kwadratowa o sygnaturze (p,q).
Algebra Clifforda dowolnej rzeczywistej przestrzeni kwadratowej wyposazonej w niezwyrodniala
forme kwadratowa o sygnaturze (p,q) jest izomorficzna z algebra Clifforda przestrzeni (pseudo)eu-
klidesowej RP*4. Te ostatnia algebre Clifforda oznaczamy symbolem

Cliff(RP) = CL; , .

Dowdd: Natychmiastowa konsekwencja koniunkcji Twierdzenia Sylvestera o bezwtadnosci i Stw. 5.8.
O

Powyzsze przygotowuje nas do klasyfikacji rzeczywistych algebr Clifforda, do ktérej przejdziemy
obecnie. Zaczynamy od
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Twierdzenie 1 (Klasyfikacyjne IR). Przyjmijmy zapis dotychczasowy i ustalmy (dowolnie) pare
(p,q) € N*2. Istnieja unitalne izomorfizmy R-algebr

R R R
C1p+2’q = Clq,p ®R CIQ,O 5
R o R R
Cly 42 2 Cl,,®r Cly,.
W szczegdlnosci
R o R R
Clyiao 2 Cly,®rCly,,

Cly gz = Clig®rCly,.

Dowdd: W swietle Stw.i 6.2 w przypadku obu algebr: Clﬂio i Clgz istnieja wyznaczniki unor-
mowane A e A*R*2, dla ktorych Aa = 1, zachodzi wiec tozsamosé

el = (—1)2(2271) A e =-eC=gyp el
Oznaczmy
£ R = (RI@R?, 25 (05 @ (-67))) = (R7 @ R?, (-6{) @ 6P = RP¢
5](Ep+2,q))

i dokonajmy — jak w Tw. 6.3 — rozktadu ortogonalnego (wzgledem

+2, 2,0 4 — 2,0 ,
RPF=9 = R @5(p+2,q)Rp 7=R @5(p+2,q)€2 R%P
E E

= (RZaRM,600 @y s0P)),
a nastepnie przywolajmy teze Tw. 6.3 (oraz Tw. 3.3), aby zapisa¢
Clysg = CUff(R**@;0ee0e2 R?7) = Cliff (R*”) ®p CLiff (R?7) = CL; , @z I,

P+2,q

112

R R
Clq,p Rr CIQ?O .
Na podstawie analogicznego rozktadu
RP4*2 = RO»Q@SE,),M)@QRW
otrzymujemy druga z pozadanych tozsamosci

Cly .o = Clff(RO?@),ame2 RIP) = Cliff(R"?) @p Cliff(R??) = Clj, @ CI,
E

D,q+2

112

Cly, ®r Cly,.

Mamy takze

Twierdzenie 2 (Klasyfikacyjne IIR). Przyjmijmy zapis StW. Ilekro¢ sktadowe sygnatury
(p,q) € N*2 spelniaja relacje ¢ =p mod 4, istnieje unitalny izomorfizm R-algebr

R . R
Clp,q = Clq,p :
W szczegdlnosci

Vnean - Clﬂs’o = Clg{,n

Dowdd: Zacznijmy od spostrzezenia:
N=p+q=p-q+2q=4k+2q=2(2k+q) € 2N.
Jesli zatem A jest wyznacznikiem unormowanym na RP9; to

)\A _ (_l)q = (_1)q+2k _ (_1)(q+2k) (2(2k+q)-1) _ (_1)
2

N(N-1)
2
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mozemy przeto zastosowaé Tw. 6.2, na mocy ktorego (w konwencji poprzedniego dowodu)

Cly , = Cliff (RP7) = Cliff (-RP) = Cliff(R?") = Cl, , .

W nastepnej kolejnosci napotykamy oczywiste, acz przydatne

Twierdzenie 3 (Klasyfikacyjne IIIR). Przyjmijmy zapis Stw. Dla dowolnego n € N istnieja
unitalne izomorfizmy R-algebr

Cly o ®r Clg

112

R
C1n+8,0

Cl%g,'rHS = Clél){n ®Rr Cl§,8 ’

12

przy czym

R . ~R
ClE 2 ClE .

Dowéd: Wybrawszy na R®? (wzgl. R%®) wyznacznik unormowany, otrzymujemy Aa = 1, a zatem

8(8-1)
ed=(-1)"2 peC=e=g5peC,
skad — w $wietle Tw. 6.3 (oraz Tw. 3.3) i w konwencji przyjetej wezesniej —

Clr,so = ClLff(R*® @ esR™?) = Cliff (R®?) @ Cliff(R™°) = Clg ®x Cl;

112

R R
Cln,O ®r Cl&o .
Drugiej tozsamosci dowodzimy analogicznie. Ostatnia cze$¢ tezy dowodzonego twierdzenia jest
implikowana przez Tw.[2] O
Do pelnej klasyfikacji rzeczywistych algebr Clifforda brakuje nam juz tylko dyskusji ich struk-

tury w przypadku sygnatury mieszanej — ten opisuje

Twierdzenie 4 (Klasyfikacyjne IV R). Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnych p,q,r, s €
N istnieja unitalne izomorfizmy R-algebr

Cly, = Endr(/A\°R*)=R(2"),

Cly .. = CIt erCly, 2R(2") &g Cly,,
Cl,., = CL ®Cl,2R(2") &g Cl,.

Dowdd: Istnienie dwoch ostatnich klas izomorfizméw jest bezposrednia konsekwencjg istnienia
pierwszej rodziny izomorfizméw oraz tego, ze element kanoniczny Cl]ip stowarzyszony z wyznacz-
nikiem unormowanym spelnia tozsamosé
2p(2p-1)
A=(DTF (el g, el
co — w $wietle Tw. 6.3 i w konwencji przyjetej wczedniej — daje nam
Cly ., = ClLff(RP? @e,,R"") = Cliff(RP?) g Cliff(R*") = CI; , ®g Clg,.

i analogiczny wynik dla CII([;S’ - Pozostaje zatem wykazac stusznos¢ pierwszej czesci tezy. W tym

celu dokonujemy rozktadu ortogonalnego

1y - ,0 0,
RPP = RP @5(;7,17)R P
E

i wybieramy bazy (pseudo)ortonormalne: {e;}; i < RPY oraz {e;}jazpc ROP
+ 4 + - .. T
(I)él(ap,p)(ei,ej)=:{:5i,j, @5ép,p)(€i,€j):0, 1,7€l,p.

3
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Tych mozemy uzyé do zdefiniowania inwolucji w € Endg(R?P) stanowiacej (jedyne) R-liniowe
rozszerzenie przyporzadkowania elementéw baz:

w(et)=ef,  ieTp.
Bez trudu upewniamy sie, ze inwolucja ta jest skosnie symetryczna,

5(1712)( (ei)’ J) = (I)(;I(Ep,p)(eiiyw(ei)) (I)(S(pp)( €y J) 0= <I)6(1910)( ( ii),eji')y
(I)(;I(Zp,p)(w*(e;‘t)7e;) (I)5IE:P,P)(6?>W(6];‘)) CI)(S(P P)( € J) ié 5(13 P)( 2763:)

(bé}(zpvp) (_w(e;‘,‘t)7 e;F) )

i jako taka pozwala na odniesienie do pary (RPP w) tezy Stw.6.4, ktora przesadza o istnieniu
izomorfizmu

P
CL, = CLff(R”?) 2 Endg(/\ *Ker (w -idrs»)) = Endg(A* @ (ef +¢;)g)

p,p
=1

Endg(/\ *R*P).

W podsumowaniu dotychczasowych rozwazan klasyfikacyjnych otrzymujemy

Twierdzenie 5 (Klasyfikacyjne VR — Szachownica Clifforda”). Przyjmijmy zapis dotychczasowy.
Tablica [1| zawiera klasyfikacje algebr Clifforda CIE , dla p,q€0,8 i tym samym okresla Clﬁ , dla
dowolnej sygnatury (p,q). W szczegolnosci odezytujemy z niej tozsamosci

OFF g = R(2P*F)
Clyp-105x 2 R(2P7 ) @ R(2P7), Cly perese 2 C(2P74),
lep 2s 2 R(2PTH), Clp p+2+8k = (20749,
Clp p-sesk 2 C(2P71H40) Clp pi3ssr = H(2044F) @ H(2PHF)

Cl;lf,p74+8k = H(2P3+F)

stuszne dla dowolnych p, k,l € Z, dla ktérych powyzsze formuly maja sens.

Dowdd: Zawartosc tabeli jest prosta konsekwencja Twierdzen Klasyfikacyjnych I-IV R, Stw.[0] oraz
5.2. Ponizej przedstawimy kilka sposrod 81 rachunkéw szczegdlowych, pozostawiajac Czytelnika
z elementarnym zadaniem sprawdzenia wszystkich pozostatych. Oto wiec postaé trywialnej alge-
bry Clﬂéo wynika wprost z definicji algebry Clifforda, natomiast postac Clﬁq dla O0<p+q<2
odczytujemy ze Stw. 5.2. Zaczynamy wiec od wyprowadzenia

Clip = Cligex 010 , ®r Cly g . fm CerR(2) 2 R(2) or C@%o C(2),

Clis = Clyypz 011 0 ®r 01]52 , (ReR) @ H = (R o H) @ (Rex H)
@%) Heo H,

Cl]zlf,o Clo 4= Clo 242 = Cly 0 Or Clo 2 2(:1 ) R(2) er H |§|% H(2).

(1)
Na podstawie powyzszego wyznaczamy dalej

CID§,O = Clg+2 0z Clo 3 ®R Clﬂio 522 (He H) or R(2)

4
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112

(HerR(2))® (HerR(2)) = (R(2) or H) & (R(2) ®p H)

55
6 H(2) ® H(2),

Cly; = Cly 3,+2_<313,()@>IR Cly 5 . C(2) ®RHE5H (CorH) @ H
2 Ceor (Heor H)|§w Cer R(4) R(4) Qr C IEI%D C4),

Clsy = c14+20_01 ®r 0120 e i H(2) ®r R(2)
2 R(2)erH(2) 56 H(4),

Clig = Cly ey = Cly o ®r Clj . (R(2) ®g H) @ H
2 R er(Her H)E(gi R(2) ®r R(4) & R(8).

(2)

Biorac pod uwage rezultaty ostatniego rachunku, otrzymujemy nastepnie

Cli, = Cli,,z 010 5 ®r Cly B C(4) ®r R(2) 2 R(2) @2 C(4)
IEI%) C®),
Cli; = Clignz Cl5 0 ®r Clj 2 oS [(R(2) or H) & (R(2) @& H)] @ H
2 [(R@2)erH)erH|o [(R(?) or H) o H]
= (R(2) ®r (Her H)) @ (R(2) ®r (Her H))
|§|(§iv> (R(2) er R(4)) @ (R(2) ®r R(4)) % R(8) @ R(8),
Cly s Clso=Clgog 2 010 ¢ ®r Cly g 0 @5 R(8) ®r R(2) & R(16).

(3)

Ostatnia sktadowa tezy dowodzonego twierdzenia broni sie na podstawie nastepujacej obserwacji,
opartej na Tw.[I] (jak réwniez 3.3 i 3.4), Stw. 5.2 (iii) i (iv) oraz[9] (i) i Rown. (3)),

Cly.s, = Cli,.s®rClyy=(CL,, ®rClj,)®rCly,2CL, o (Cly,®r Cly)
= Cl;, ®r ((Cly, ®r Cly ) ®r (Cly, ®2 Clj ) = CLY @ CIS
> Cly , @ R(16),

Cly s = Clig,®rCly, = (CL .y ®: Clyg) ®r Cli, = CLy .y ®r (Cly o ®r CIj )

112

Cly,q ®z ((Clz ®r Clz) ® (Clz ®r Cly5)) = Cly, ®r Clg g

112

Cl, , ®r R(16).
O

Rzut oka na Tablice [I] przekonuje nas, ze wszystkie rzeczywiste algebry Clifforda sa — w $wiet-

le Stw.4.3 — proste lub polproste, przy czym w tym drugim przypadku mamy do czynienia z

sumami prostymi dwoch algebr prostych. Yatwo dostrzegalne prawidlowosci w lokalizacji algebr
5
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polprostych posrod rzeczywistych algebr Clifforda (i w szczegolnosci w obrebie ,szachownicy Clif-
forda”) oraz ich strukture mozna bez trudu wyjasni¢ w odwotaniu do konstrukeji elementu kanon-
icznego. Wprowadzmy pojecie

Definicja 1. Przyjmijmy zapis Stw.i niechaj {e;} bedzie baza standardows R*P @ R*9,

i€l,p+q

(pseudo)ortonormalna wzgledem formy kwadratowej 5%’ ‘) Element ob jetosciw 01;5 4 to wektor
WR = €1.€2.*".€p1q -

Mozemy juz teraz wystowié¢ wyjasniajace zaobserwowane regularnosci

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnej pary (p,q) € N*? prawdziwa
jest réwnowaznosé

w? = e — (p+qg+1)(p+q)—-2pedN.
W jej konsekwencji dla dowolnej sygnatury spelniajacej warunek
(4) qg-p=3 mod4
istnieje rozktad
(5) ClLy =Cl' oCL
algebry Clifforda Cl}f’q na sume prosta jej podalgebr (zredukowanych)
CL: = Ps ClLy

o elementach spelhiajacych warunki — odpowiednio — samodwoistosci (lub inaczej samodual-
nosci)

Viecrr, t WRY =,
wzgl. skos$nej samodwoistosci (lub inaczej antysamodualnosci)

Voyecr; | ¢ WRY =Y.

Zachodzg relacje:

(6) Jrersa (CL ) = CLY
oraz
(7) Clyq = (e | + Jerwa ) (CL ).

Rozklad ten pokrywa sie z rozkladem potprostej R-algebry Cl na sktadowe proste wynikajacym
z Tw.[5| (ukazanym w Tablicy |1 ' tj. dla dowolnych k,l€Z o Wlasnosmach p+3+8k,p+7+81>0
istniejg izomorfizmy R-algebr prostych

(8) CL yaisk & (2P+4F) CLE ) yrosy 2 R(2P5+41)

Dowdd: Pierwsza cze$é¢ tezy sprawdzamy w bezposrednim rachunku, wykorzystujacym ortonor-
malnosé bazy standardowej,
(p+q)(p+q 1)
2 2 2 2
W = €1.€2..€p1q.€1.€2..Epiq = (—1) €].€5. 0 0

(pra)(pra-1) @+a)’-pta

(-1 e = (1) O
z ktorego wynika wprost dowodzony postulat. Przy tym zgodnie z teza Tw. 6.1 wr jest elementem

centralnym tylko dla p+ ¢ € 2N+ 1, co w Swietle Stw. 4.6 prowadzi do rozkladu jak w Rown. ,
kiedy dla pewnego k € N spetniony jest uktad warunkow

p+qg=2k+1 A 2k +2q € 4N .

Po podstawieniu pierwszego z nich do drugiego otrzymujemy warunek (4f) jako rozwiazanie uktadu.
Relacja @ jest nastepstwem oczywistej tozsamosci

JRXP+Q (P ) — JRXp+q (WR) = —WR .
6
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Istotnie, na jej podstawie wyprowadzamy relacje
+ F
JRxr+a (Clp,q) cClg,
a ewaluujac na tych ostatnich obustronnie Jrxp+e — takze relacje odwrotne
+ F
CL: , © Jrea (CL ).
7Z kolei relacje wyprowadzamy z nastepujacych obserwacji. Z jednej strony zachodzi

Jperea o (idgpe + Jrera) = (idgg |+ Jrwoea)
= (ideg, +Jze)(CL,) € Clyg.
Z drugiej strony niechaj vy = (7§,7;) bedzie rozkladem elementu - € Cl;li(q) na skladowe z
Clz, ¢ 2o, & wowezas — wobec @ — otrzymujemy réwnoscé
(76+70) =70 = Jreesa (70) = (Jrewa (), Jrerea (95)) 5
z ktorej juz wprost wynika wniosek, ze
Y0 =(75.%) = (’YS, Jrxpta (78)) € (idcﬂjﬂ + JRXP*Q)(CI;,@()
oraz
%0 =(3:70) = (Jrora(75),7%0) € (idesg |+ Jrewa ) (CL ) -

Azeby przekonac sie, ze wskazany rozktad pokrywa sie z rozktadem algebry Clifforda na podalgebry
proste, wystarczy zauwazy¢é, ze przewidziane przez Tw. (w polaczeniu z powyzszymi ustaleniami)
izomorfizmy R-algebr

w0 HEP) @ H(27) = L ysias @ CL st

w0 R e R(2P) = CL s @ CL o erir

odwzorowujg proste sktadniki H(2p+4k ) wzgl. R(2p+4l+3) dziedziny w takiez podalgebry przeciw-
dziedziny, gdyby zatem istnialty nietrywialne rozkltady

M3 13 (H(2p+4k) ® {02p+4k }) =M3 N Cl;,p+8k+3 ® M3z N Cl;,p+8k+3 ,

M, 1 (R(2P%) @ {0gprasa}) =My N CL gy r @ M N CL g7 s

to kazdy ze skladnikéw prostych po prawej stronie powyzszych réwnosci bytby nietrywialnym
obustronnym ideatem w odno$nej algebrze IM,,, m € {3,7}, a to z tej racji, ze sktadniki proste w
rozkladzie sg, podalgebrami, zatem

(M, 0 CL )(My, N CL ) € My, 0 CL;

p,p+8k+m p,p+8k+m p,p+8k+m »
+ ¥ _
(Sﬁm n Clp,p+8k+m)'(mm n Clp,p+8k:+m) - {OCI§ p+8k+m}

S (M N CL L rsierm) N (M N CL st ) -

To jednak lezy w sprzecznosci z prostota 9, wnioskujemy zatem, ze albo My, € CL) . gy, albo
tez My, € CL, 1 gpem- Teza jest teraz natychmiastowa konsekwencjg rachunku wymiarow. O

Zanim przejdziemy do dyskusji zespolonych algebr Clifforda, zatrzymamy sie nad jednym jeszcze
wynikiem strukturalnym dotyczacym algebr rzeczywistych, ktéry odegra niebagatelna role w
rachunku spinorowym. Oto wiec mamy

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnej sygnatury (p,q) € N*? istnieje
unitalny izomorfizm R-algebr
Cly, = CL3Y

P, = pg+l”

7
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Dowéd: Wybierzmy w RP4*1 (o formie kwadratowej Q = 5IE:p’Q+1))

tonormalna {e;}

baze standardowa (pseudo)or-

ieTprgil uporzadkowang tak, ze wektory e;, j € 1,p rozpinaja podprzestrzei

o sygnaturze (p,0), a pozostale wektory er, k € p+1,p+q+1 — podprzestrzeni o sygnaturze
(0,q +1). Nastepnie zdefiniujmy podprzestrzen
ptq
RV = @ (ei)g »
i=1
a na niej — odwzorowanie

. RP+q RO .
o RFT—Cl, 1 1 v vepigar,

ktore ma wlasnosé Clifforda, co pokazujemy — dla dowolnego wektora v := zfﬁl A e; e RPY —
bezposrednim rachunku:

N N
o(v)? = Z AN D €jepigil-€j.€pigil = — Z AN ei.ej.efﬁqﬁ
i i35
N N o
= Y N NVoeej=2 > NN {ee}=Qv)>e”.
ij=1 ij=1

To gwarantuje istnienie unitalnego homomorfizmu R-algebr
~ R RO
L Clp,q - Clp,q+1 )

RO

przy czym dowolny generator Cl, .

dla 1<i<j<p+q mamy

1 otrzymujemy z elementu dziedziny w nastepujacy sposob:

ei-ej = P(ei).5le;) = Bleie;)
adla 1<k<p+q jest
€k-Cptg+l = @(ek) .

SO . . . . R . R
Jest zatem @ epimorfizmem, a poniewaz — jak tatwo sprawdzi¢ — dimg Clp’?l +1 = dimg Cl,, , przeto
odwzorowanie to jest poszukiwanym izomorfizmem.

Poklasyfikowawszy rzeczywiste algebry Clifforda, przejdziemy obecnie do analizy ich zespolonych
odpowiednikow.

2. ZESPOLONE ALGEBRY CLIFFORDA W SKONCZONYM WYMIARZE

Bestiarium niezwyrodnialych algebr Clifforda nad zespolonymi przestrzeniami kwadratowymi
oswaja i systematyzuje ponizsze

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Algebra Clifforda dowolnej zespolonej prze-
strzeni kwadratowej wyposazonej w niezwyrodnialg forme kwadratowa rzedu n € N jest izomor-
ficzna z algebra Clifforda przestrzeni C*" z euklidesowa forma kwadratowa (5(En). Te ostatnia
algebre Clifforda oznaczamy symbolem

Cliff(C*, ") = CIS .

Dowdd: Wynika wprost z istnienia izometrycznej izometrii pomiedzy dowolnymi dwiema niezwyrod-
nialymi przestrzeniami kwadratowymi tego samego wymiaru oraz ze Stw.5.8. U

Stwierdzenie to pozwala udzieli¢é natychmiastowej odpowiedzi na pytanie o postaé¢ zespolonych
algebr Clifforda na gruncie dotychczasowych naszych rezultatow dotyczacych rzeczywistych al-
gebr Clifforda, co dowodnie pokazuje

8
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Twierdzenie 6 (O naturalnosci kompleksyfikacji algebr Clifforda). Przyjmijmy zapis dotychcza-
sowy 1 niechaj CliffAlgy; bedzie kategoria algebr Clifforda nad cialem K e {R,C}, stanowiaca
podkategorie kategorii uAssAlgy. Istnieje izomorfizm naturalny

\)°
OVectr OVectc

Cliff /77/ Cliff

CliffAlg, — > CliffAlg,

)° lclifrAlgy

W szczegolnosci wiee dla dowolnego p € 0,n istnieje unitalny izomorfizm C-algebr

ClE=C®, @pC.

p,n—p

Dowdd: Kanoniczny monomorfizm przestrzeni R-liniowych
v Ve VE=VerC : v veg(1,0)

jest izometria (w odniesieniu do stosownego ograniczenia skompleksyfikowanej formy kwadratowej
Q° z Def. na obraz, niosacy naturalng strukture przestrzeni R-liniowej. Istotnie,

Q%o gy (v) = 1 0 Q(v) - (1,0)% = jr 0 Q(v) = Q(v).
W $wietle Stw. 5.8 istnieje zatem funktorialne podniesienie jy | (ko-obcietego do swego obrazu,
co oznaczamy symbolem 1) do unitalnego izomorfizmu R-algebr

Cliff 3y 1) : Clff(V, Q) » Cliff (Image jv, Q" Munage )  CHE(VE, Q).
ktory naturalnie (trywialnie) rozszerza sie do monomorfizmu R-algebr
o, ¢ Cliff(V,Q) » Cliff(V®,Q%),

jako ze Image 3y, generuje podalgebre (unitalng, nad R) w Cliff (V(C7 QC). To rozszerzenie mozemy
nastepnie wykorzysta¢ do skonstruowania odwzorowania C-liniowego

pv.o) @ Clff(V,Q) ®r C — Clff(VE,Q°),
okreslonego na tensorach prostych v ®g z € Cliff (V, Q) ®g C wzorem
e, (Y8R 2) =22 o) (7)-

Odwzorowanie to spelnia warunek

ev.0) °Me( (11 ®r 21), (72 ®R 22)) ov.Q) (7172 ®r 21 'c 22)
= (21c22) > ov,Q) (711:72)
= (z1c22) > (o)) corvo(12)

= (21> pvo)(m)) - (22 ¢ o) (12))

ov,0) (11 ®r 21)-p(v,Q) (72 ®r 22)

jest zatem (jawnie unitalnym) homomorfizmem C-algebr. Punktem wyjscia do konstrukeji jego
odwrotnosci jest odwzorowanie C-liniowe

g G VE—Clff(V,Q)erC

v®g (1,0) +w g (0,1) — 35 (v) ®r (1,0) + 75 (w) ®g (0,1),

spelniajace warunek Clifforda,

Yoy (v®r (1,0) +weg (0,1))
9
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= (3w () ®r (1,0) + 5y (w) & (0,1)).(7(v) @k (1,0) + 377 (w) ®r (0,1))
= v*@p (1,0)* + {v,w} ® (1,0) ¢ (0,1) + w* ® (0,1)*

= (Q(v) - Q(w)) > e @ (1,0) +20g (v, w) > e ®x (0,1)

= ¢“ ez (Qv) - Q(w),22q(v,w))

= Q%(ver (1,0) +wer (0,1)) > (e @& (1,0))

Qc(v ®r (1,0) +w g (0,1)) > €S,
w ktoérego wyprowadzeniu korzystamy z tozsamosci

QC(’U ®r (1,0) + W ®r (0, 1))

Poe(ver (1,0) +wer (0,1),v@r (1,0) +w @ (0,1))
= ®ge(ver (1,0),v8r (1,0)) + Pge(wer (0,1), w R (0,1))

+2® e (v ®r (1,0),w ®g (0,1))

Q%(ver (1,0)) + Q%(wer (0,1)) +2@oc (v ®r (1,0),w ® (0,1))
= (1,0)? ¢ Q(v) +(0,1)* ¢ Q(w) +(1,0) -c (0, 1) -c 2@ (v, w)

= (Q(U) - Q(w), 20 (v, w)) .
Powyzsze przesadza o istnieniu (jedynego) unitalnego homomorfizmu C-algebr
Py : Cliff(VE, Q%) — Cliff(V,Q) @ C
o wlasnosci
{E(V,Q) Och(U ®R 2) = J\g(v) ®R 2.

Ten ostatni w oczywisty sposob spelnia tozsamosci

Yv,Q) ° P(v,Q) = dciifr(v,Q)exC » Y,Q) °Y(v,Q) = idChH(VC’QC) ;

ktore bez trudu sprawdzamy na generatorach, i tym samym zyskuje interpretacje odwrotnosci

©v,Q)- Dla dowolnej rzeczywistej przestrzeni kwadratowej otrzymujemy zatem unitalny izomor-
fizm C-algebr

nw.o)y =Yg @ Chff(VE,QY) — Clff(V,Q)".
Latwo sprawdzamy (na generatorach v ®g z € V; ®g C) jego naturalnoéc liczac — dla dowolnej

izometrii xy : Vi3 — Vo miedzy para rzeczywistych przestrzeni kwadratowych (o odnosnych
formach kwadratowych Q1 i Q2) —

N(va.@e) © CHE(XT) 0 e (V@R 2) = 1(1y.00) 0 g 0 X" (v ®R 2)

= 0,02 © M (X(0) @R 2) = 5, 0 X (v) @ 2

Cliff () 0‘781 (v) ®r 2

= CLff(x)“ (4%, (v) ® 2)

ChﬂF(X)(C O N(v1,Q1) © J‘(;lfc(v ®r 2) .
10
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O

Powyzsze twierdzenie pozwala ustali¢é posta¢ niskowymiarowych zespolonych algebr Clifforda i
sformulowaé¢ reguly (pseudo)okresowosci ich struktury na podstawie wczesniejszych twierdzen
klasyfikacyjnych z dziedziny rzeczywistej. Nie daje nam ono natomiast wgladu w dodatkowe
strukturalne relacje miedzy zespolonymi algebrami Clifforda nie bedace prosta pochodna relacji
miedzy ich rzeczywistymi odpowiednikami. Ta konstatacja kaze nam poswieci¢ wiecej jeszcze
czasu 1 uwagi na bezposrednie zbadanie interesujacej nas struktury i zarezerwowaé dla powyzszego
twierdzenia role wyniku porzadkujacego i wyjasniajacego ledwie czesé prawidlowosci, jakie wylonia
sie ostatecznie z naszych rozwazan. Oto wiec mamy

Twierdzenie 7 (Klasyfikacyjne I C). Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnych m,n e N
istnieje unitalny izomorfizm C-algebr

L 2 Cl,,, ®c Cly,
Dowdd: Zauwazmy przede wszystkim, ze wobec algebraicznej domknietosci C na dowolnej prze-
strzeni CV, N e N istnieje wyznacznik (unormowany) o wlasnosci Aa = 1, przy czym jest on
okreslony z doktadnoscia do znaku. Na mocy Stw. 6.2 odno$ny element kanoniczny Cl% spelnia
tozsamosé

N(N-1) &

e2A = (_1) 2 €y

wobec czego dla N = 2m+n otrzymujemy — w $wietle Stw.[d]i Tw. 6.3 — pozadany ciag izomorfizmow

CI(S”H_" = Cliﬁ(CX2m+n’5é2m+n)) _ Cliff((CXQm ® an’é}(EQm) ® 5én))
> ClfF(C2m o O, 6™ @ (-1) ™7 50V)

112

Cliff(C*2™,60™) @c Clitf(C*",65") = 15, ®c CIS .
0

Ostatnie stwierdzenie w potaczeniu ze Stw.5.2 (vi) pozwala nam sprowadzi¢ zadanie klasyfikacji
zespolonych algebr Clifforda do konstrukcji modelu algebry Clifforda (dowolnej) euklidesowej
przestrzeni C-liniowej parzystego wymiaru. Te oczywista teze precyzuje

Twierdzenie 8 (Klasyfikacyjne II C). Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnego m € N
istnieje unitalny izomorfizm C-algebr

112

cig Endc(A°C*™) =C(2™),

2

Clymay 2 C(2™)0C(2™).

Dowdd: Drugi z postulowanych izomorfizmoéw jest bezposrednim nastepstwem pierwszego z nich,
Tw.[7] (dla n = 1) oraz Stw.5.2 (vi), wystarczy zatem udowodni¢ istnienie pierwszego z nich. W

tym celu dokonujemy (dowolnego) rozktadu 5é2m)—ortogonalnego
Cme p me@(sgm)cxm ,
A e {1,2} w kazdej z kopii C*™ w tym

rozktadzie. Nastepnie definiujemy inwolucje w € Endc((CX?m) jako (jedyne) C-liniowe rozszerzenie
przyporzadkowania elementéw baz:

wybierajac przy tym bazy ortonormalne {ef}iem,

w e (0,1)>ef,

e — (0,-1) > e;, iel,m.
11
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Bez trudu stwierdzamy, ze odwzorowanie to jest skosnie symetryczne, oto bowiem — dla dowolnych
i,jel,m —

<I>5(E2m> (w*(eil),e;) = <I>6ézm)(e%,w(ejlv)) = <I>6](;m)(e%, (0,1) > e?) =(0,1) ¢ <I>6gm>(ezl, e?) 0
= —(0,1) ¢ 5<2m>(€“€;) <I>5]<E2m>( (0,1) > €f,e})

By (o(el) 1),

q>51(a2m) (w*(ef),e?) = <I>6}(Ezm)(ef,w(e?)) = q)6(2’"’)(6227(0a_1) >ej)=(0,-1) C‘bé(mm( : e;)
= 0=(0,1)¢ 5<2m>( 1el)= 5(27”)((0 1) bef,e5)

@6}(32771) (—w(e?), e?)

oraz
‘1)51(527") (w*(eil),e?) = <I>6<zm)(e w(e2)) = @6](327@(6%, (0,-1) > e}) =(0,-1) ¢ 5(2,,,)(62,6]1)
= (0,—1) l>5ij = (0,—1)-([: (136](32m)(612,6]2) (2m)((0 1)D€Z, J)
By (). ).
q)é-](;nz) (w*(ef),e;) = (I)é(zm)(e w(e]l)) = CI)(SI(Ezm)(S?, (O, 1) > 6?) = (O7 1) 'C 5(2m)( €5 6?)
= (0,1)-@52-]- (0 1) @@5(2171)( [ ]1) @5](32711,)((0 1)l>e“ j)

B o (o(e2).1).

Wobec tej jego wlasnosci mozemy przywolaé teze Stw. 6.4, ktora w obecnej sytuacji daje nam
izomorfizm

O, = CLff (C2™,6$™) = Ende (A * Ker (w - idexen ).
Ten z racji oczywistej rownosci
dim¢ Ker (w — idgxzm ) = m

jest izomorfizmem, o ktérym mowa w tresci dowodzonego twierdzenia. O

Dyskusje nasza rekapituluje

Twierdzenie 9 (Klasyfikacyjne III C). Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Tablica[2]zawiera klasy-
fikacje algebr Clifforda Cl(g dla n €0,8 i tym samym okresla Clg dla dowolnego n. Istnieja zatem
— dla dowolnego m € N — izomorfizmy C-algebr

aig, xc@m), QIS 2C2™) @ C(2™).

Dowdd: Teza twierdzenia wynika bezposrednio z Tw.[8] Mozna jg tez wyprowadzi¢ z Tw.[5] przy-
wolawszy na pomoc Tw.[6} O

Prawidlowosci w rozmieszczeniu algebr potprostych posrod zespolonych algebr Clifforda (i w
szczeg6lnosci w Tablicy [2)) oraz ich strukture ttumaczymy — tak jak w przypadku rzeczywistym —
przy uzyciu stosownego elementu kanonicznego.

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Stw.i niechaj {e;}

i}t bedzie bazg standardowa C*", ortonor-

malng wzgledem formy kwadratowej 6]E3n). Element objetosci w CIS to wektor
we = |n+E(nT+1) > €1.€9.5".€pn ,

w ktorego definicji E : R — Z jest czescia caltkowita (funkcja entier).
12
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Mozemy juz teraz wystowié¢ wyjasniajace zaobserwowane regularnosci

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnej liczby n € N zachodzi réwnosé
Wi = e
W jej konsekwencji ilekro¢ n € 2N + 1, istnieje rozktad
(9) CIE = QI o CI,
algebry Clifforda CIS na sume prosta jej podalgebr (zredukowanych)
ClL: = P* Cly,,
o elementach spelniajacych warunki — odpowiednio — samodwoistosci (czyli samodualnosci)
Vyecrr + wey =7,
wzgl. skosnej samodwoistosei (lub inaczej antysamodualnosci)
Vyecr; * wey=-7.
Zachodzg relacje:
Jon (CLZ) = CI,
oraz
CL;° = (idgye + Joxn )(CI5) -
Rozklad ten pokrywa sie z rozktadem potprostej C-algebry CIS na sktadowe proste opisanym w
Tw.[9] tj. dla dowolnego m € N istnieje izomorfizm C-algebr prostych
Cl3,.1 2 C(2™).

Dowdd: W pelni analogiczny do dowodu Stw.[2} O

DODATEK A. UZUPELNIENIE (PRZYPOMNIENIE?) Z ALGEBRY LINIOWEJ

Istotnym zastosowaniem iloczynu tensorowego moduléw jest kanoniczna konstrukcja modutow
nad pierscieniami liczbowymi C i H, o szczegbélnym znaczeniu w modelowaniu zjawisk, na bazie
struktur z kategorii Vectg.

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Wyposazmy grupy przemienne C = R*? oraz
H = R** w naturalng strukture przestrzeni R-liniowych (,,po wspotrzednych”). Kompleksyfikacja
rzeczywistej przestrzeni wektorowej to funktor kowariantny

()€ : Vectg — Vectc
o sktadowej obiektowej
Ob Vectg — Ob Vectc
(10)
((V.+v, Py, o= 0v),fy) — ((V @& C, +,Pg,® — 0s), £7),

przyporzadkowujacej przestrzeni R-liniowej V' iloczyn tensorowy tej ostatniej z przestrzeniag C =
R*2 nad R wyposazony w dzialanie

5 Cx(VerC) — VerC
okreslone na tensorach prostych formuta
(5(Zver2) =veg (Zc2),
oraz o sktadowej morfizmowej

(11) Mor Vectg —> Mor Vectc : x —> x ®idc.
13
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Kompleksyfikacja rzeczywistej przestrzeni kwadratowej to funktor kowariantny

(~)(C : OVectr — OVectc
stanowigcy rozszerzenie funktora okreslonego na kategorii przestrzeni R-liniowych, tj. taki, ktory
przestrzeni R-liniowej bedacej nosnikiem struktury kwadratowej przyporzadkowuje jej kompleksy-
fikacje w rozumieniu Réwn. , a izometrii miedzy przestrzeniami — jej kompleksyfikacje w rozu-
mieniu Réwn. 7 przy czym istota rozszerzenia jest odwzorowanie formy kwadratowej @ : V —
R w forme kwadratowa Q° : V ®z C — C zadang na tensorach prostych wzorem

Vwserse @ Q (R 2) = jroQv) - 2%

Kwaternionifikacja rzeczywistej przestrzeni wektorowej to funktor kowariantny

(~)]H1 : Vectrg — Modpyors
o sktadowej obiektowej

Ob Vectg — Ob Modgers
(12)

((Vva +v, PV7 o — OV)7€V) — ((V ®R Ha +®; P®7 o — O®)7pﬂ\i/1') s
przyporzadkowujacej przestrzeni R-liniowej V' iloczyn tensorowy tej ostatniej z przestrzenia H =
R** nad R wyposazony w (prawostronne) dziatanie

e+ (VerH)xH— V or H

okreslone na tensorach prostych formuta

pv(verq,q) =ver (D),
oraz o sktadowej morfizmowej
(13) Mor Vectg — Mor Modgerr @ x —> x ® idy .

Jako ze kwaterniony sa pierscieniem z dzieleniem, (praweE[) moduly nad tym pierécieniem (nieod-
zownie wolne) okresla sie mianem kwaternionowych przestrzeni wektorowych.

Na marginesie powyzszych rozwazan warto wspomnieé o istnieniu wygodnej alternatywy dla stan-
dardowej definicji zespolonej oraz kwaternionowej przestrzeni Wektoroweﬂ ktora opisuje

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj (V,+y,Py,e — 0y) bedzie grupa
przemienna. Ponizsze dwa zdania sa wzajem réwnowazne:
(C1) na V okreslone jest dziatanie C, ktore czyni z V' przestrzen wektorowg nad C;
(C2) na V okreslone jest dzialanie R, ktore czyni z V przestrzeni wektorowa nad R, przy czym
istnieje endomorfizm I € Endg (V') o wlasnosci

(14) ITol=-idy,
zwany struktura zespolona na V.
To samo dotyczy ponizszych dwoch zdan:
(H1) na V okreslone jest dzialanie H, ktore czyni z V' kwaternionowa przestrzeri wektorowa,

(H2) na V okreslone jest dzialanie R, ktore czyniz V' przestrzen wektorowa nad R, przy czym
istnieje trojka endomorfizmow I, J, K € Endgr(V) o wlasnosciach

(15) Tol=JoJ=KoK =-idy, ToJ=K,

zwanych strukturg kwaternionowa na V', ktore przesadzaja o tym, ze endomorfizmy
I,J, K speliaja algebre (4.3).

1VVyb(’)r ten jest kwestia konwencji — w tej przyjetej przez nas odwzorowaniami H-liniowymi przestrzeni mod-
elowych H*™, n € N staja sie macierze o wspolczynnikach kwaternionowych obliczajace si¢ na wektorach w stan-
dardowy sposob, tj. z lewej strony.

2Ta alternatywa definicja poddaje sie wygodnej geometryzacji, prowadzacej do konstrukcji zespolonych i kwa-
ternionowych rozmaitosci rézniczkowych.

14
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Dowdd: Przeprowadzimy dowod réwnowaznosci orzeczen dotyczacych struktury C-liniowej. Dowdd
rownowaznosci orzeczen dotyczacych struktury H-liniowej jest w pelni analogiczny i stanowi ele-
mentarne ¢wiczenie, ktére pozostawiamy do wykonania Czytelnikowi.

(C1)=(C2) Dzialanie £. : CxV — V indukuje dzialanie (¥ := ¢,y : RxV — V, a nadto wyréznia
endomorfizm I :={(( 1y € Endg(V') o pozadanej wlasnosci. Istotnie,

Virmerey + Lo lE(v) = Lo1) 0 Liroy(v) = Lo (V) = oy 0 Lo,y (V) = LE 0 I(v),

Tol={1)0f0,1)="0,1)2 =0 (1,0 =-ldv.

(C1)<=(C2) Dzialanie £. : RxV — V wraz z wyroznionym endomorfizmem I € Endg (V') o wlasnosci
pozwalaja zdefiniowaé¢ odwzorowanie

€ CxV =V ((2,9)00) — La(v) +v 1o, (v),

ktorego rozdzielnosé wzgledem +y 1 +¢ jest oczywista i ktore ponadto spetnia — dla
dowolnych ((z1,y1), (z2,52),v) € C*2 x V — warunek

Eq(:zl,yl)-c(mg,yz) (U) = K(E:zlzgfylyg,zlygﬂmyl)(U) = Ewlwz—ylyz (U) +v Io Emyzmzyl (U)
Coyay (V) +v Py oy y, (V) +v Loy, (v) +v I 0 lyyy, (V)

EII 0&62 ('U) +v (I O‘gyl) ° (IO gyz)(v) +v eml © (I ° €y2)(v)

tv (I ° €y1 ) o Eiﬂz (U) = Z((Catl,yl) ° K?ZQ,yz) (U) .

O

Powyzsza alternatywa okazuje sie by¢ przydatng m.in. w dyskusji uprzywilejowanej (w istocie
wyjatkowej) pozycji, jaka posrod hilbertowskich realizacji algebr zdan (logicznych) reprezentuja-
cych — w duchu teorii Pirona — wyniki do§wiadczen elementarnych zajmuja zespolone przestrzenie
wektorowe. Znajdziemy dla niej takze nieco bardziej elementarne zastosowanie w kontekscie teorii
reprezentacji algebr Clifforda.

W konkretnych sytuacjach (w szczegdlnosci w kontekscie teorii reprezentacji algebr wlasnie)
wygodna bywa logika odmienna, w ktérej punktem wyjscia do dalszych rozwazan algebraicznych
jest istnienie struktury zespolonej, a przedmiotem poszukiwan staje sie struktura rzeczywista wzgl.
kwaternionowa.

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj ((V7 +y,Py, e — OV),KV) bedzie prze-
strzenia wektorowa nad cialem C. Odwzorowanie ¢ : V (O okreslamy mianem struktury
rzeczywistej, jesli spelnione sg nastepujace warunki:

(SR1) ¢ jest odwzorowaniem anty-C-liniowym, tj.

Vao)eexy @ E(A>w) = Abe(v);

(SR2) e = idy.
Podobnie, odwzorowanie J : V (O okre§lamy mianem struktury kwaternionowej, jesli
spelnione sg nastepujace warunki:

(SK1) J jest odwzorowaniem anty-C-liniowym;
(SK2) J?%=-idy.

Formalne podobieristwo obu par warunkéw maskuje istotna réznice ich znaczen, o ile bowiem
pierwszy ukltad w istocie okresla operacje sprzezenia zespolonego i pozwala wyodrebnié¢ pod-
przestrzeni, ktérej kompleksyfikacja odtwarza V', o tyle drugi uktad pozwala okresli¢ dzialanie
pierscienia H. Obserwacje te precyzuje

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def. oraz i niechaj ((V, +y,Py, o —> OV),EV) bedzie
przestrzenia wektorows nad cialem C. Ponizsze dwa zdania sa wzajem réwnowazne:
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(R1) na V jest okreslona struktura rzeczywista e;
(R2) w V istnieje podprzestrzen R-liniowa V, (bedaca podzbiorem wzgledem struktury C-
liniowej) o wlasnosciach
V=V,+y (0,1) >V, A Vin(0,1) >V, ={0v},
z ktorych wynika istnienie kanonicznego izomorfizmu przestrzeni C-liniowych
vExv.
To samo dotyczy ponizszych dwoch zdan:

(K1) na V jest okreslona struktura kwaternionowa .J;
(K2) na V okreslone jest dzialanie H, ktore czyni z V' kwaternionowa przestrzen wektorowa.

Dowdd: (czesciowy)
(R1)=(R2) Niechaj e bedzie struktura rzeczywista na V', a wtedy Sp(e) c {-1,1}. Zdefiniujmy odw-
zorowania
P, =10 (idy x¢)

i oznaczmy symbolem V. zbiér wszystkich wektorow wlasnych e odpowiadajacych wartosci
wlasnej +1. Oba zbiory sa niepuste, oto bowiem dla dowolnego wektora v € V za-
chodzi v, = Py(v) € V.. Ponadto kazdy wektor v € V' mozemy zapisa¢ w postaci v =
P, (v) +v P_(v), zatem V = V, +y V_, przy czym — rzecz jasna — v = £(v) = —v jest
rownoznaczne z v = Oy, wiec V, nV_ = {0y }. Anty-C-liniowos¢ ¢ prowadzi do tozsamosci
e((0,1) > v) = (0,1) > e(v) = =(0,1) > g(v), ktora implikuje relacje (0,1) > V, c V_
oraz (0,1) > V_ c V4, z tych za$ wynika tozsamo$¢ zbiorow V_ = (0,1) > V.. Mamy tez
oczywista inkluzje V., : 7>V, c V.. Mozemy teraz wypisa¢ izomorfizm
L Vy@rC >V
w jawnej i jawnie C-liniowej postaci (na tensorach prostych):
v+ ®r (2,9)) = (2,9) > v, .
Jego odwrotnoscia jest odwzorowanie
Ul VSV, erC o v Po(v) g (1,0) +y (0,-1) 5 P_(v) ®g (0,1).

Istotnie,

o L(v+ ®Rr (x7y))

3> ((@y) > os +v (,-y) > e(vs)) @ (1,0)
+v5(0,-1) > ((2,9) > vy +v (-2,9) > (1)) @r (0,1)
= Lo ((z,y)>vs+v (z,-y) > vy ) ®R (1,0)

+12(0,-1) > ((z,9) > vy +v (-2, 9) > v;) @& (0,1)

= (2,0) > vy ® (1,0) +v (y,0) > vy ®g (0,1) = v, ®r (x,y)
vor M (w) =(1,0) > Py (v) +y (0,1) > ((O,—l) > P_(v)) =(P,+P)(v)=v.

Bez trudu przekonujemy sie takze o C-liniowosci 471,

L_l((:r,y) > v) ;b ((z,y) > v+y (z,-y) > e(v)) ®r (1,0)

+V%(O7 -1)> ((x,y) >v+y (—x,y) > 5(1})) ®r (0,1)
= (2,0)> Py (v) ®r (1,0) +v (-y,0) -c (0,-1) > P_(v) ®g (1,0)

+V(.’L',0) ‘C (0, —1) > P,(’U) QR (O, 1) +v (y,O) > P+(U) ®r (0, 1)
16
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Py (v) ®r (2,y) +v (0,-1) > P_(v) @ (-y, )
= P(v) g (z,y) ¢ (1,0) +v (0,-1) > P-(v) ® (2,y) -c (0,1)

(z,y) > (v).

DODATEK B. UZUPELNIENIE Z TEORII PRZESTRZENI KWADRATOWYCH — CD.

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Na dowolnej rzeczywistej przestrzeni kwadra-
towej (wymiaru dimg V' = p + ¢) wyposazonej w forme kwadratowa @ o sygnaturze (p,q) istnieje
wyznacznik unormowany A e A°*V*, tj. taki, ktory spelnia warunek

Aa = (~1)7.

Dowéd: Wybierzmy w V' baze (pseudo)ortogonalng & = {e;}, ;7 1 rozwazmy stowarzyszony z
nig wyznacznik Ag. Obliczamy bezposrednio

AAg >\Ag Ag’(é")Q :det(N) (q)Q(e“eJ))z,jem

= det(y (diag(1,1,...,1,-1,-1,...,-1)) = (-1)7.
—_— —m— —
p razy q razy

DopaTEK C. UZUPELNIENIE Z TEORII ALGEBR
Zaczniemy od uogélnienia konstrukeji z Def.[3] do kategorii algebr.

Definicja 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niech 2l € Ob Algy. Kompleksyfikacja algebry
rzeczywistej to funktor kowariantny
()° + Algs — Alge

stanowiacy rozszerzenie (w duchu Def. funktora okreslonego na kategorii przestrzeni R-liniowych,
przy czym istota rozszerzenia jest odwzorowanie mnozenia mgy : 2A ®r 2 — 2 W mnozenie
me : (AR C) ®c (A®r C) — A®r C, o ktéorym mowa w Stw. 4.8.

W nastepnej kolejnosci wyprowadzimy kilka przydatnych konkretnych izomorfizmoéow algebr nad
cialem liczb rzeczywistych.

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Istnieja unitalne izomorfizmy R-algebr:

(i) Vaen Viercmy @ R(m) ®r K(n) 2 K(m-n);
(i) CorCzCaC;
(i) CorH=zC(2);
(iv) Her H=R(4).

Dowdd:

Ad (i) W szczegolnym przypadku K =R izomorfizm przybiera postaé
B ew BEY — BT e BieLm, kileln

na bazie standardowej z Przykt. 4.1 (1). Z kolei dla n =1 jest on postaci
BV @z k— ko JR(BSY),  dijelm, keK,
17
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takze na naturalnej bazie i w konwencji, w ktorej 7 : R(m) » K(m) jest kanonicznym
podniesieniem monomorfizmu jg : R» C : r+— (r,0) (wzgl. jg : R»>H : r+—
(r,0,0,0)) do przestrzeni R(m) = R™’ (oraz C(m) = cm wzgl. H(m) = HWQ). Uzyskane
tym sposobem izomorfizmy

R(m) @gr R(n) 2R(m-n), R(m) @r K 2 K(m)
pozwalaja wyprowadzié¢ izomorfizm w postaci najogolniejszej (w odwotaniu do Tw. 3.4)

R(m) ®g K(n) R(m) @r (R(n) @ K)

112

112

(R(m) ®r R(n)) ®@r K

112

R(m-n)@r K2K(m-n).
Ad (ii) Izomorfizm stanowi (jedyne) R-liniowe rozszerzenie przyporzadkowania baz
1erl—(1,1), 1®rir— (-i,i), i®r 1— (i,i), i®gi— (1,-1).

Ad (iii) Na gruncie zwiezlej dyskusji konstrukcji Cayleya—Dicksona przedstawionej w Przykt. 4.1
(4) mozemy dokonaé utozsamienia przestrzeni C-liniowych

H=CesC.
W tym ujeciu algebra kwaternionéw zyskuje naturalng strukture C-modutu z dziataniem
CxH—H

(z+yi,(a+bi)p 1+ (c+di)>j)— ((z+yi)c(a+b))p>1l

+((ac +yi)c(c+ di)) >
Wobec powyzszego mozemy réowniez utozsamic¢ odnosne (C-, wiec tez R-)algebry endomor-
fizmow

pic : Endg(H) — Ende(C e C) = C(2).
Zdefiniujmy odwzorowanie (por. Rown. (4.4))
® 0 CxH—C(2) : (2,9) — pe(mu(q") omu(ie(2),7)) = @2,
gdzie
mu(,q*) omu(sc(2),)) : HO ¢ qo— 30(2) maouq"-
Bedac jawnie dwu-R-liniowym, indukuje ono (jedyne) odwzorowanie
$ : CopH— C(2)
o wlasnosci
Vogyeosm ¢ P(2@rq) = Ps g,

przy czym dla dowolnej pary (21,¢1), (22,¢2) € C x H zachodzi tozsamosé

5(Zl ®R q1) © 5(Z2 ®R q2)

pe(mu(-a1) o mu(sE(21),-)) o pe(me(- g3 ) o ma(sE(22),-))
clmul:, ¢ ) (]«;(21) ) (,q )OmH( (22), ))
) (7q§)°mH(Jc 21),- )OmH( 22) ))

= pc\mu

»Q

)

Il
=

(-
(s (-
c(mu(- ¢ uar) omu(sE (1) 1 12 (22),))
= pc(mu(- (¢ 1 q2)*) omu(se (21 ¢ 22),))

18
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= 5((Z1 ‘¢ 22) ®r (@1 ® (Z2)) =do MeezH(21 ®R q1, 22 ®r G2)

mamy przeto do czynienia z homomorfizmem R-algebr. W bezposrednim rachunku sprawdzamy,
ze przeprowadza on naturalng baze swej dziedziny w baze przeciwdziedziny,

B((1.0)@x (1.0,0,0)) = ({0ON),

3((1,0)0r (0,1,0,0)) = (G o)
(1,0 e (0,0,1,0)) = (%9 60)
3((1,0)0r (0,0,0,1)) = (&) Gay)-
(0.1 e (1.0,0,0) = ({5 0n)
3((0.) e (0,1,0.0) = (o) &%)
3((0.1) 2= (0.0.1.0) = (G ()
(O ex(0.0.0.0) = ($565)

co oznacza, ze jest (pozadanym) izomorfizmem.
Ad (iv) Tym razem potraktujemy kwaterniony jako elementy R-algebry

w o H->ReR® 1 g=a+bi+c+dk— (a,(bc,d)=(g,),
w zgodzie z Rown. (4.5), wykorzystujac monomorfizm R-algebr
N R»ReR* : r—(r,(0,0,0))
do wyindukowania na R ® R*? dzialania

l. = MRreRrx*3 © (]1 X idR@Rxs) : R x (R D RXB) — R RX3

(r,(s,0)) — (r-s,r>v).
Istnienie izomorfizmu R-algebr (bedacego w szczegdlnosei izomorfizmem przestrzeni R-
liniowych) pozwala utozsami¢ odnosne (R-)algebry endomorfizmow

pr : Endg(H) — Endg(R @ R*®) = R(4).
Definiujemy odwzorowanie
U HxH—R(4) : (q1,02) — pr(ma(,a3) oma(ar,) = Yo, g
gdzie
mu(q3)omu(q,) : HO : §r— ¢ uqudg,
ktore z racji swej dwu-R-liniowosci indukuje (jedyne) odwzorowanie
U : Hep H— R(4)
o wlasnosci
Y (qua0)etixi ¢ V(01 ®r q2) = Vg, 4,

przy czym z tych samych powodéw co w przypadku odwzorowania ¥ 7z dowodu punktu
(iii) odwzorowanie indukowane ¥ jawi sie homomorfizmem R-algebr. Dowod jego bijek-
tywnosci mozna z powodzeniem przeprowadzi¢ wedlug schematu z punktu poprzedniego,
my jednak — gwoli rozbudowania arsenatu formalnego — péjdziemy droga odmienna. Jej
poczatek wyznacza wskazanie na obu rozwazanych przestrzeniach R-liniowych, H ®r H i
R(4), niezwyrodnialych form kwadratowych:

Q® ::mRO((SH®5H) : Hog H— R,
19
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gdzie
og : H—R : ¢—quq* =]qlF,
wiec tez
Qe(q1®r ¢2) = |¢1 ”H2-]I lg2 HHQ-H = g1 m g2 H]%ﬂv
oraz

Qvat © R(4) — R : M — Ltryy (M o M),

gdzie (-)T jest transpozycja macierzy, trsy za$ — Sladem macierzowym na R(4). W
nastepnym kroku zbadamy izometryczne wtasnosci homomorfizmu U W tym celu policzymy
bezposrednio transpozycje \Iquhqz, czyli — innymi stowy — sprzezenie endomorfizmu ¥, 4,
wzgledem standardowego euklidesowego iloczynu skalarnego

(1)g (R@RXB)X2—>R : ((r,v),(s,w))»—>7‘-5+<I>5(E3>(v,w),

por.: Réwn. (4.6), przy czym wygodnie bedzie przepisa¢ macierz poddawana transpozycji
w postaci

Voi,q: = 7’(227_,12) © l(gl,th) )
gdzie uzyliémy skrotowego zapisu
l(gl,ql) = mReRX3((Q17 q), ) ; T(q,~d2) = mR@RXS(', (gz, —(12)) .

Teraz juz bez trudu wyznaczamy — dla dowolnych (r,v), (s,w) € R ® R*3, a korzystajac
z interpretacji geometrycznej wyrazenia ®,e)(v,q1 x w) jako (zorientowanej) objetosci
E

rownoleglodcianu rozpietego na trojce wektorow (v, i, w), tozsamego z rownolegtoscianem
rozpietym na trojce (w,v,qr) —

((r,v)|l(glwa)(s,w)>E = ((r,v)|(g1-s—¢>5(E3)(51,w),§1Xw+glbw+s>dl)>E
=r-(q,"5) — 1 Py (q1,w) + Py (v,G1 x W) + Py (v, g, > W) + Py (v, 5> Gr)
E E BE E
:(gl-r)-s—<I>51(53>(—E]'1,v)-s+<1>5](33)((—qﬁ)xv,w)+<1>5}(23)(g1l>v,w)+<I>§]<53>(rl>(—cjl),w)
= ((¢, 7~ 2,00 (-01,0). (@) x v+ g, b w7 (-0)) (s.w))

= <l(gl,_ql)(r,v)|(s,w)>E,
czyli tez — wobec niezwyrodnienia rozpatrywanego iloczynu skalarnego na R @ R*® —
T
lg ) = Uayman) »
oraz, analogicznie,
()l (sw)) = {(ro)(s 0, = @y (w0, @) wx (=) + 5> (<) + g, > w))
=r. (S’Qg) _T'(I)él‘f) (w,—q2) + <I>5(E3)(v,w x (—@2)) + @6](33)(1),3 > (—cjl)) + <I>61<33) (v,g2 >w)
=(r-q,)-s- @61(23)(’0762) s+ <I>51<33> (v x Go,w) + <I)6(E3) (r>go,w)+ (I)ég” (gz >v,w)
= <(7‘~g2 - <I>5](§3)(v,q’2),v XGa+T>G2+q, v)|(s,w))E
= (rgan (0)l(sw)
przeto

T
T(g27—§2) = T(12,172) ’
20



The Grand Chessboard (MAWF ’22/23 1.XIII & 1.XIV [rrS])

Koniec koricow, biorac pod uwage powyzsze wyniki oraz przemienno$é obu czynnikow
macierzy Wy, 4., Wyznaczamy

T -—
Yora = l(q ) ©T (q —G2) l(gly—dl) ©7(q,,42) = T(a,.d2) @ l(gl,—dl) =Vorg
i na tej podstawie takze
(I)QMﬂt(E(ql ®r q2)’ :I;((B ®r (]4)) = itr(4) (lI}lh Q2 Q:s ¢I4)
= Gtray (U(af ®r a3) © U(gs ®r 4a))
_ 1 T
= 1tr) (Yo mue.mn(q; ®r g5, 43 ®r 1))
_ 1 T (A% *
= 3t (U(qi Hq3®r g5 Q) -
Rachunek pomocniczy, poprowadzony w bazie standardowej {Eq := (1,0), Ey, = (0, 6k)}ke{1,2,3}

przestrzeni R&OR*3 i dwoistej do niej {E} }ie10,1,2,3), W bezposrednim odwotaniu do Def. 5.5

oraz Uwagi 5.4 i z uwzglednieniem relacji v x ey, € (el)ﬁg{l’lg}\{k},

3
tr) (7(a,-a2) @ g, a0)) = 2 B ((g,,0)-Ei(g,,-32))

=0
= E{((4,,01)-(4,,~02))

tra) (‘T’(% ®r (J2))

3
+ Z (0762)((g1a61)'(¢)5§)(ek762)a_ek X G2 +g2 > ek))
k=1

- gl -g2 + @6533)(61’62)
3
+ Z 62(‘@1 x (ex % Ga) +q,> (G1 x ex) -q,> (ex x ga2)
k=1
+g1 .QQ > e + ¢5g3)(ekvq2) > 671)
3

= q,q," (1 + Z ez(ek))ﬁ-@ég)((ﬁ,qg)
k=1

3
+k§ ‘bé(Es)(ek,(Yz) : %g)(fik,ﬁl) -

Mc,o

Z(fh x (€k X QQ))

k=1

= 4g1 g, + 2(135](53)(671,(72)

3
-3 62(@5@)(@1,52) >eg — s (1, e) > 52)
k=1 E E
= 4Q1 "4, = 4(1)511-1((11a 1) : (I>5H(q27 1) )

pozwala ostatecznie zapisaé

(I)QM“(CI;(% ®Rr QQ)7 CI;(Q?’ ®r L]4)) q)ﬁm(q; ‘H 43, 1) : (I)éml(q; ‘H 44, 1)
= 3 ((gfmas) 1" +1.(qf mas))

(63 ra) 1" +1.(¢3 = (J4)*)

(I)(SH(QM Q3) < Dsy (QQa Q4)

PQe (01 ®r 42,93 OR ) -
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Jest zatem W izometrig, przeto takze — wobec niezwyrodnienia obu form kwadratowych
— injekcja, oto bowiem rownosé ¥(q; ®g ¢2) = 04 implikuje

lq1 HIQHI g2 H]%I[ = Qe(q1 ®r ¢2) = QMat © ‘T’((h Or ¢2) = QMat(04) =0,

a wtedy g1 =0 lub ¢ =0, wiec zawsze g1 ®g g2 = 0. Poréwnanie wymiaréw rzeczywistych
dziedziny i przeciwdziedziny ¥ na gruncie Stw. 3.8,

dimg, (H @ H) = (dimg (H))” = 4% = dimg (R(4)),

przesadza o tym, ze jest on izomorfizmem.
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TABLE 1. Niskowymiarowe rzeczywiste algebry Clifforda.

cE 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 R C H HeH H(2) c(4) R(8) R(8) @ R(S) R(16)
1 ROR R(2) c(2) H(2) H(2) ® H(2) H(4) c(8) R(16) R(16) @ R(16)
2 R(2) R(2) ® R(2) R(4) C(4) H(4) H(4) ® H(4) H(8) C(16) R(32)
3 c(2) R(4) R(4) ® R(4) R(8) c(8) H(8) H(8) @ H(8) H(16) C(32)
4 H(2) c(4) R(8) R(8) ® R(8) R(16) c(16) H(16) H(16) ® H(16) H(32)
5 | H(2)@H(2) H(4) c(8) R(16) R(16) @ R(16) R(32) c(32) H(32) H(32) ® H(32)
6 H(4) H(4) © H(4) H(s) c(16) R(32) R(32) @ R(32) R(64) c(64) H(64)
7 c(8) H(8) H(8) ® H(8) H(16) C(32) R(64) R(64) ® R(64) R(128) C(128)
8 R(16) C(16) H(16) H(16) @ H(16) H(32) C(64) R(128) R(128) ® R(128) R(256)
P
TABLE 2. Niskowymiarowe zespolone algebry Clifforda.
— 0 1 2 3 4 5 6 7 8
¢ | c|coc|c@ | c@eoce | c@ | cecm | cB) | c®)ocs) | ci6)
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