O REPREZENTACJACH — POE-PROSTO I POE-KOMPLETNIE
(MAWF °22/23 1.XV & 1.XVI [RRS])

SPIS TRESCI

1. Elementy teorii reprezentacji algebr (pot)prostych| 1
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3. Reprezentacje rzeczywistych 1 zespolonych algebr Cliffordal 14

Majac w garéci kompletng i zarazem strukturalna klasyfikacje algebr Clifforda stowarzyszonych
ze skonczenie wymiarowymi przestrzeniami kwadratowymi nad R i C, mozemy obecnie przys-
tapi¢ do badania ich reprezentacji, co da nam punkt wyjscia do dyskusji spinoréw, wiec obiektow
0 bezposrednim znaczeniu fizykalnym. Jak pokazaliSmy dowodnie w poprzednim wykladzie, intere-
sujace nas zagadninie wpisuje sie w kadr teorii reprezentacji bardzo szczeg6lnych algebr prostych
i polprostych o (dwoch) tozsamych sktadnikach prostych. Nasze dociekania zaczniemy zatem od
wyprowadzenia ogélnych stwierdzen dotyczacych takich obiektow.

1. ELEMENTY TEORII REPREZENTACJI ALGEBR (POE)PROSTYCH

Algebry i struktury pochodne niosace nietrywialng informacje fizykalna (jak choc¢by te o syme-
triach stanéw i procesow przyrodniczych, czy wreszcie o samej ewolucji standéw) ujawniaja swa
obecnosé w opisie obiektéw i zjawisk badz to bezposrednio, badz tez za posrednictwem struktur
generycznych stowarzyszonych z wyborem algebraicznego zbioru-modelu owych zjawisk i podle-
gajacych im obiektéw — najbardziej oczywiste przyktady takich wyborow to: konstrukcja algebry
(Poissona—)Liego funkcji gtadkich na rozmaitosci symplektycznej (z nawiasem Poissona okreslonym
przez forme symplektyczna) wykorzystywana do opisu stanéw klasycznego ukladu fizycznego, z
ktora stowarzyszona jest pojemna struktura algebry Liego symplektycznych p6l wektorowych na
tejze rozmaitodci, oraz konstrukcja przestrzeni Hilberta wykorzystywana do opisu stanéow kwan-
towych uktadu fizycznego, z ktora stowarzyszona jest nie mniej pojemna struktura (C*-)algebry
ograniczonych operatoréw liniowych. W tym drugim przypadku relacje konstytutywne rzec-
zonych algebr sa spelniane przez pewien podzbiér elementéw struktury generycznej i okreslaja
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relacje rownowazno$ci na zbiorze-modelu bedacym jej no$nikiem. Relacje te porzadkuja elementy
zbioru-modelu wedtug kryterium przynaleznosci do ich klas abstrakcji, co zwykle zyskuje inter-
pretacje w terminach ,opisow réwnowaznych”, ,rodzajow /rodzin obiektow elementarnych”, ,multi-
pletow symetrii”’ lub ,sektoréw nadwyboru” w zbiorze-modelu zjawisk i obiektow. Abstrakcyjnego
aparatu konstrukcji i analizy takiego ,zaposredniczonego” schematu manifestacji algebr o znacze-
niu fizycznym dostarcza teoria reprezentacji algebr, ktéra zajmiemy sie w niniejszym rozdziale.
Zaczynamy zatem od podstawowej

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj (((91+Q[,P917. — Om),fg),mg) bedzie
unitalng algebra taczna nad pier§cieniem przemiennym R, ((G, +G, P, e — 0¢), EG) zad — mo-
dulem lewostronnym nad pierscieniem Rs, przy czym zakladamy, ze oba pierscienie wiaze relacja
Z(R2) 2 Ry. Reprezentacja (typu R;) algebry 2 na module G to unitalny homomorfizm
R;-algebr

p A — EDdRQ(G),

przy czym struktura R;-algebry na Endg,(G) jest tutaj indukowana przez wlozenie kanoniczne
Jr, + Ri > Rs. Modul G okre$lamy w tym wypadku mianem nosnika reprezentacji. Kiedy
jest on wolny, definiujemy wymiar reprezentacji jako rzad modutu G i zapisujemy

dimp =1kp, G.

Jesli p jest monomorfizmem, méwimy o reprezentacji wiernej. Centralizator obrazu reprezentacji
(patrz: Przykt. (6-7.1.12)),

CVEde2 (G) (p(gl)) c EndRz (G) ’

nazywamy maksymalng podalgebra komutujaca reprezentacji.
Podmodut p-niezmienniczy to podmodul H ¢ G o wlasnosci

Vaea ¢ pla)(H)c H.

Wyznacza on podreprezentacje reprezentacji p, czyli reprezentacje algebry 2 na podmodule
H dana w postaci

P(H) * A— EndRz(H) Par— (]H rImagegH) ' op(a) °JH -

Ilekro¢ pierscien bazowy Rs = K jest cialem, méwimy o podprzestrzeni p-niezmienniczej.
Reprezentacja, ktorej jedynymi przestrzeniami niezmienniczymi sa G (calty nosnik) i {Og}, nosi
miano nieprzywiedlnej. Reprezentacja, ktora nie jest nieprzywiedlna, jest okreslana jako przy-
wiedlna. Reprezentacja, ktorej nosnik rozklada sie na sume prosta przestrzeni niezmienniczych,
to reprezentacja polprosta. Wreszcie taka, ktorej nosnik nie rozktada sie na sume prosta nietry-
wialnych przestrzeni niezmienniczych, nazywamy nierozkltadalna.

Dla dowolnej pary reprezentacji p, : A — Endg(G,.), a€{1,2} algebry 2, homomorfizm
reprezentacji, zwany takze splataczem reprezentacji, to odwzorowanie x € Homg, (G1,G2)
spelniajace warunek

Vaea = pa(a)ox=xopi(a).
Ilekro¢ splatacz x jest izomorfizmem, mowimy o réwnowaznosci reprezentacji p; i po, ktora
zapisujemy symbolem

P2~ pP1-
Reprezentacje Rp-algebry 20 na Rs-modutach lewostronnych wraz z odnosnymi splataczami
tworza kategorie, ktora bedziemy oznaczac¢ symbolem Repp g, (21).

Uwaga 1. Kazda reprezentacja nieprzywiedlna jest w oczywisty sposob nierozktadalna. O tym,
ze w ogoblnosci jest to wynikanie jednokierunkowe, przekonuje analiza prostego przykladu: Oto
przestrzenn R-liniowa R*? jest nosnikiem nierozkladalnej, lecz przywiedlnej reprezentacji unitalne;
R-algebry lacznej R[-] okreslonej (jednoznacznie) przez przyporzadkowanie generatorowi t € R[]
(zmiennej) macierzy

p(t)=(51) -
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Jedyna podprzestrzenia p-niezmiennicza jest tutaj (((1)))R, przy czym podprzestrzenn ta nie ma
(prostego) p-niezmienniczego dopemienia w R*?, co wynika z rachunku

Veer : (51) @ (1) =(1)+2>(§) £{(71))r -
Przyktady 1.

(1) Reprezentacja trywialna R-algebry 2l na R-module G to taka, ktéra spelnia warunek
Va,te\{lgl} : P(a) =0.

(2) Reprezentacja lewa regularna R-algebry 20 na R-module 2 to . : 2 — Endg (%) :
a — mg(a,-). Analogicznie definiujemy reprezentacje prawg regularna. Ilekro¢ 2
jest unitalna, reprezentacje te sa wierne.

(3) Reprezentacja zredukowana wzgledem idealu lewostronnego (wzgl. prawostronnego)
J c 2 R-algebry 2 na R-module J to odwzorowanie I : 2 — Endg(J) indukowane
przez reprezentacje lewa (wzgl. prawa) regularnag wskutek ograniczenia wyjsciowego R-
modutu 2 do jego podmodutu J. Reprezentacja ta jest w oczywisty sposéb nieprzywiedlna
wtedy i tylko wtedy, gdy J jest minimalny, tj. gdy J nie zawiera podideatéw innych niz
{0y} oraz J.

(4) Wybor bazy w R-module G rzedu tkg G = N € N okresla reprezentacje macierzowa
Endg(G) — Endg(R*N) = R(N).

(5) Reprezentacje ciala K traktowanego jako unitalna Z-algebra to przestrzenie K-liniowe.

Naturalne operacje na modutach i algebrach nad pierScieniem przemiennym sa dziedziczone
przez reprezentacje, czemu daje wyraz

Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj p, : % — Endg,(Ga), a€{1,2} beda
reprezentacjami Rp-algebry 20 na Ro-modutach lewostronnych G,. Suma prosta reprezentacji
pa to reprezentacja

p1®p2 : A— Endr(G1) ® Endg(Gs) : a+— p1(a) ® p2(a).
Iloczyn tensorowy reprezentacji p, to reprezentacja
p1®py : A— Endg,(G1) ®g, Endg,(G2) : a+— pi(a) ®g, p2(a).

Niechaj teraz p : 2 — Endg,(G) bedzie reprezentacja Rj-algebry 21 na Rp-module G, przy
czym zakladamy (dla uproszczenia), ze takze Ry jest pierscieniem przemiennym. Reprezentacja
dwoista (lub dualna) do p to reprezentacja

p* 1 AP — Endgr,(G*) : a— p(a)”,
gdzie
pla)" + G* O pr—pop(a).

Majac na uwadze przyszle konkretne zastosowania fizykalne teorii reprezentacji, uzupelnimy
dotychczasowa jej dyskusje o elementy nawigzujace bezposrednio do konstrukeji przedstawionych
w Def. 7.5 i Stw. 7.6. Oto wigc mamy

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj 2 bedzie algebra nad cialem R. Jej
reprezentacje nazwiemy reprezentacja typu R dla R € {R,C,H} (tj. rzeczywistego, ze-
spolonego lub — odpowiednio — kwaternionowego), jesli jej przeciwdziedzina jest R-algebra
endomorfizméw End gerr (G) modulu prawostronnego G nad pierscieniem R, tj.

p ¢ A — Endpgor (G).
Rownowaznego opisu reprezentacji typu R,C i H dostarcza oczywiste, lecz zarazem wygodne

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Reprezentacja zespolona R-algebry 2l to taka
jej reprezentacja rzeczywista, ktérej maksymalna podalgebra komutujaca spelnia warunek

Chnde(c) (P(A)) 2 (ide, I)p = C.
3
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Reprezentacja kwaternionowa R-algebry 2l to taka jej reprezentacja rzeczywista, ktorej maksy-
malna podalgebra komutujaca spetnia warunek

CEnd]R(G)(p(Q[)) 2 <idG7-[7J7K>R = H.

Dowdd: Bezposrednia konsekwencja Def.[3] oraz oraz Stw.7.6, podparta istnieniem monomor-
fizméw R » C » H. O

O dodatkowych mechanizmach indukcji zespolonych reprezentacji algebr rzeczywistych i ich kom-
pleksyfikacji opowiada

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj 2 € Ob Algy oraz V e Ob Vectc i
W e ObModgerr. Dowolna reprezentacja zespolona p : 21 — Endc(V) kanonicznie indukuje
reprezentacje

p® + A® — Endc(V)
stanowigca jedyne C-liniowe rozszerzenie przyporzadkowania
o (a® 2) = p(a) o £z = € 0 pla),

zapisanego dla dowolnych (a, z) € AxC. Ponadto dowolna reprezentacja kwaternionowa p : 2 —
Endpers (W) kanonicznie (tozsamosciowo) indukuje reprezentacje zespolona

7 2% — Endc(W).

Dowdd: Trywialny. O

Powracajac do dyskusji ogolnych wlasnosci reprezentacji algebr unitalnych, wypowiemy obecnie

wynik strukturalny o fundamentalnym znaczeniu dla calej teorii reprezentacji, mimo cala swa
trywialnosé.
Stwierdzenie 3 (Lematy Schura). Przyjmijmy zapis Def.i niechaj p, : A — Endg(VL), a€
{1,2} beda dwiema reprezentacjami K-algebry 24 na odnos$nych przestrzeniach wektorowych V7,
nad cialem K, odwzorowanie x € Homg(V1,V32) za$ — homomorfizmem reprezentacji. Wowczas
Ker y jest podprzestrzenia p;-niezmiennicza przestrzeni Vi, a Imagey jest podprzestrzenia po-
niezmiennicza przestrzeni V5. Ilekroé p; jest nieprzywiedlna, zachodzi alternatywa

Kerx =1, v Kerx = {0y, },
kiedy natomiast to py jest nieprzywiedlna, zachodzi alternatywa

Image x = {0y, } v Imagex = V>.
Dowdd: Oczywisty. O

Jego natychmiastowa konsekwencja jest

Stwierdzenie 4 (Lemat Schura nad cialem algebraicznie domknietym). Przyjmijmy zapis Def.
i niechaj p : A — Endg(V) bedzie nieprzywiedlna reprezentacja K-algebry unitalnej 20 na
przestrzeni wektorowej V' nad cialem algebraicznie domknietym K, odwzorowanie x € Endg (V)
za$ — endomorfizmem reprezentacji p. Wowczas istnieje skalar A € K spelniajacy warunek

XZ)\Didv.

Dowdd: Algebraiczna domknietosé K przesadza o istnieniu skalara A € Sp(x), ktorego mozemy
uzy¢ do zdefiniowania endomorfizmu

X=X — A idy
reprezentacji p. Niech w, € K[t] bedzie wielomianem charakterystycznym x, a P, : K O —

funkcja wielomianowsa z nim stowarzyszona. Wobec tozsamosci det(xx) = Pw, (A) = Ox stwierdzamy,
4



O reprezentacjach (MAWF ’22/23 1.XV & 1.XVI [rrS])

ze X nie jest monomorfizmem, co w $wietle Stw.[3] implikuje postulowana tozsamos¢ x, =0. O

Na gruncie dotychczasowych rozwazan natury ogélnej mozemy obecnie przystapi¢ do szczegdlowej
dyskusji reprezentacji algebr o szczegodlnej strukturze, ktére napotkamy w dalszej czesci kursu.
Jednym z wyr6znikow tej klasy algebr posréd innych obiektéw kategorii Algy jest szczegdlna
prostota ich teorii reprezentacji, ktorej swiadectwa dostarcza ponizsze

Twierdzenie 1. Wszystkie wierne reprezentacje nieprzywiedlne skoiiczenie wymiarowej tacznej
algebry prostej sa wzajem réwnowazne.

Dowdd: Niechaj A e Ob Alg, bedzie algebra prosta skoiiczonego wymiaru. W przypadku A =
{0y} dowod jest banalny, zalozmy zatem, ze 2 jest nietrywialna. Zacznijmy od skonstruowania
wyrdznionej reprezentacji referencyjnej. W tym celu wybierzmy dowolny minimalny (niezerowy)
ideal lewostronny J c 2, ktoérego istnienie zapewnia skonczono$é wymiaru 20 (wystarczy zaczaé
jego poszukiwania od ideatu %A, w ktérym w nastepnym kroku wybieramy dowolny nietrywialny
podideal lewostronny, o ile takowy istnieje, i procedure powtarzamy (co najwyzej (dimg 2 — 2)-
krotnie)), i rozwazmy reprezentacje I zredukowana wzgledem J (w rozumieniu Przykl. (3)).
Reprezentacja ta jest nieprzywiedlna z racji minimalnosci J, pozostaje zatem zbadaé jej wiernosé.
Jesli =2l to 3.3 # {0y} wprost na mocy definicji algebry prostej, a zatem mozemy zastosowaé
teze Stw. 6-7.7, ktora pozwala stwierdzi¢, ze J =2.P =J.P dla pewnego idempotenta P €7 = 2.
Zatozmy, ze 17 nie jest wierna, tj. Kerl” # {0y}, a wtedy nieodzownie Kerl” = 2, gdyz Keri”
jest idealem obustronnym. Wobec lacznosci mnozenia w 2, to daje nam

P AxT—7T : (a,b.P) —> a.(b.P) = (a.b).P = Oy,

przy czym a.b € 2 = J, mozemy przeto (wobec P # Oy ) zaadaptowaé¢ argumentacje z dowodu
Stw. 6-7.7: Wobec powyzszego a.be Lp={ x e | z.P =0y }, ten ostatni zas jest ideatem
lewostronnym w 2 = J, przy czym nie jest on tozsamy z 2, bo w przeciwnym przypadku byloby
A =7 =2AP = {0y}, co jest sprzeczne z zalozeniem. W takim jednak razie Lp = {0y} wobec
minimalnosci J = A, konstatujemy wigc, ze Vgpea @ a.b = Og, W sprzecznosci z zalozeniem
o prostocie 2. Pozostaje jeszcze rozpatrzeé przypadek J ¢ . I w tym przypadku zalézmy, ze
Ker” = . Wobec niezerowosci J mozemy wybraé¢ z € I\ {0y}, z ktorym nastepnie stowarzyszamy
ideal prawostronny x.2( c 2. Poczynione zalozenie przesadza o tym, ze jest to ideal obustronny,
oto bowiem

Ve @ a.(x.2A) = (a.2) A = 1) (2).A = 09.A = {0y} c2.2.

Wobec prostoty 21 wnioskujemy, ze albo .20 = {0y}, albo tez z.2 = 2. Jesli x.2 = {0y}, to bez
trudu stwierdzamy, ze takze (x)y jest idealem obustronnym, gdyz

Vianesx  a.(A>z)=Ap (a.x) = Aol (z) = A> 0y = Oy
oraz
Vo, neaxk @ (A>x).a=Ap (r.0) ex={0g},

a poniewaz (x)x # {On} (wszak z # Og), przeto koniecznie (r); = 2. Wtedy jednak zachodzi
rownosé A.A = (z) A = 2.2 = {0y}, co jest w sprzecznosci z zalozeniem o prostocie 2. Jezeli
natomiast z.20 =%, to

Vapez.cen : ab=a(z.c)=(ax).c= lg(x).c = 0g.c = Oy ,

znoéw w sprzecznosci z zatozeniem .21 # {0y }. Ostatecznie wiec nieodzownie Kerl? = {0g}, czyli
mamy do czynienia z wierng i — jak pokazali$my wczesniej — nieprzywiedlng reprezentacja 7.

Niechaj teraz p : 20 — Endg (V) bedzie wierng reprezentacja nieprzywiedlng na przestrzeni
wektorowej V. Wiernos¢ p oznacza, ze Vaeg(oq) @ p(a) # 0, czyli

Vaenf0a} Jvev + p(a)(v) # 0y .
5}
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Ustalmy ag € I~ {0y} oraz odnosny wektor vy € V' (o powyzszej wlasnosei) i zdefiniujmy odw-
zorowanie (jawnie) K-liniowe

Xo + I3—V : ar—p(a)(vo).
Odwzorowanie to spelnia — dla dowolnych (a,b) € A x (T~ {0g}) — warunek
Xo ©13(b) = xo(a-2 ) = p(a-ab)(vo) = p(a) o p(b)(v0) = p(a) © xo(b),

tj. splata ze soba nieprzywiedlne reprezentacje 2l: reprezentacje zredukowang wzgledem J oraz p,
patrz: Przyki[[] (3). Poniewaz jednak zaréwno Kerxo #J (gdyz xo(ao) # Ov), jak i Imagexo #
{0y} (z tego samego powodu), przeto — na mocy Stw. — Xo jest izomorfizmem. Na tej pod-

stawie wnioskujemy, ze kazda wierna reprezentacja nieprzywiedlna p : 2 — Endg (V) jest
réwnowazna reprezentacji zredukowanej 7 wzgledem dowolnego (minimalnego) ideatu lewostron-
nego Jc 2. O

Jego tresé¢ uzupetnia w nader istotny sposéb

Stwierdzenie 5. Wszystkie nietrywialne reprezentacje unitalnej tacznej algebry prostej sa wierne.

Dowdd: Niechaj 20 € ObuAlgy bedzie algebra prosta, p : 2 — Endg(V) za$ — jej reprezen-
tacja, przy czym zakladamy, ze Kerp # {Ogy}. Wybierzmy dowolny element a € Kerp \ {0y} i
wygenerujmy zen ideal obustronny

N
(a)q={ D biwawac; | bic;eA, iel,N, NeN}.
=1

Ideal 6w zawiera a # Og, gdyz a = 1g.a.1g, a zatem z racji prostoty 2 zachodzi rownosé (a)y =,
ktora jednak pocigga za sobg tozsamos$é (zapisang symbolicznie)

p(A) = p(A.a.A) = p(A) o p(a) o p(A) =0,

wiec tez trywialnosé p. U

7 potaczenia obu poprzednich wynikéw wyprowadzamy

Corollarium 1. Wszystkie nietrywialne reprezentacje nieprzywiedlne unitalnej tacznej algebry
prostej sa wzajem rownowazne.

W kontekscie Stw.6-7.5 i Def.[2]rodzi si¢ naturalne pytanie o konsekwencje, jakie powyzsze rozwaza-
nia niosg dla teorii reprezentacji algebr bedacych sumami prostymi unitalnych algebr prostych
(czyli szczegbdlnymi przypadkami tzw. algebr pélprostych), przy czym — jak niemal zawsze w
niniejszym kursie — ostatecznej sankcji logicznej dla tego pytania dostarczaja istotne fizykalne zas-
tosowania owych algebr, jak cho¢by napotkana przez nas klasyfikacja rzeczywistych i zespolonych
algebr Clifforda. Ilosciowej odpowiedzi na nie udziela

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj {2}, ;v ¢ ObuAlgy bedzie rodz-
ing unitalnych algebr prostych nad cialem K o odno$nych nietrywialnych reprezentacjach nieprzy-
wiedlnych {p;}, 7, 0 ktorych mowa w Cor. Dowolna nietrywialna reprezentacja nieprzywiedlna

algebry @ﬁil 2A; jest rownowazna jednej z reprezentacji
pn. =@ i pi,
n. = (ny,ne,...,nyx) €{(1,0,0,...,0),(0,1,0,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)}.

Dowdd: Niechaj p : EBf\:[l 2A; — Endg(V) bedzie nietrywialna reprezentacja nieprzywiedlna.
Rozwazmy kanoniczne wlozenia gy, : 2; > @f\il ;. Bez trudu przekonujemy sie, ze endomorfizmy

Wi::pojgli(lgli), i€17N
6
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tworza zupelng rodzine rzutéw komplementarnych na V', zatem zadaja rozktad
N
V=PV, Vi=mi(V),
i=1

ktorego sktadnik prosty V; jest nosnikiem reprezentacji
pi=pojy, + A — Endg(V;)
o wlasnosci

Viawn @ PV = pi) 0 poga,(1a)(V) = p(ga, (%) -2 720, (1,) ) (V)

= p({0a})(V) ={0v},

ktora pozwala zapisaé
p(RA)(V;) = p(é:\é 92, (7)) 0 (p o g2, ) (Lo ) (V) = p(g21, (i) 1 geu, (L) ) (V)

= pogu (A)(Vi) = pi(A:) (Vi)

czyli — innymi stowy —

N
pE@Piopri7

i=1
gdzie pr; : A > A; jest rzutem kanonicznym na sktadowa. I odwrotnie, rodzina reprezentacji
pi + A; — Endg(V;), i € 1, N zadaje reprezentacje

N N N
p = JEnde(viy o piopr; : D A — Endg (P Vi)
i=1 =1 =1

sumy prostej algebr 2(; na (zewnetrznej) sumie prostej przestrzeni V;. Wobec prostego charakteru
rozkladu p na skladowe jest jasnym, ze nietrywialno$é¢ i nieprzywiedlno$é p wymaga, izby wszys-
tkie poza jedna z podreprezentacji p; := (Jmna.(v;)°)pi © pr; byly trywialne, a do tego — izby sama
nietrywialna p; byla nieprzywiedlna, co w $wietle Cor.[I] jest rownoznaczne z dowodzona teza. O

Mozemy juz teraz przystapi¢ do konstruktywnego opisu (nietrywialnych) reprezentacji nieprzy-
wiedlnych wyrdznionych algebr macierzowych wspomnianych w tezie Stw.6-7.3, ktore napotkalismy
we wczesniejszej czesci wykladu.

Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[I] Wszystkie nietrywialne reprezentacje nieprzywiedlne
dowolnej z K-algebr R(n), n € N\ {0}, o ktérych mowa w Stw.6-7.3 (K dowolne, gdy R =K jest
ciatem, wzgl. K=Rc R, gdy R ¢ {C,H}), sa rownowazne odnosnej reprezentacji definiujacej

Pdet = 1dEnd gopp (R*7) -

Ponadto dowolna skoniczenie wymiarowa nietrywialna reprezentacja algebry K(n) nad cialem K
jest rbwnowazna skoriczonej sumie prostej kopii tejze reprezentacji definiujacej.

Dowdd: Zauwazmy przede wszystkim, ze reprezentacja pger jest nietrywialna i nieprzywiedlna,
gdyz paet(1,) =1, #0,, oraz

Voer {0y Jacr(n) * W=a0QU.
weR*™
Istotnie, dowolny wektor v # Ogxn ma rézna od zera jedna ze sktadowych v* # 0 w bazie standar-

dowej € = {e;},q45, mozna zatem dla ustalonego w =w’ > e; wybra¢ a w postaci

a:= “4 > E(”)
IR X
gdzie {Ez‘(?‘)}z',jeﬁ jest bazg standardowa pierscienia R(n) wskazana w Przykt.6-7.1 (1) i gdzie
kreska nad indeksem ¢ oznacza, ze nie jest on wysumowany. Pierwsza cze$¢ dowodzonej tezy jest
zatem bezposrednia konsekwencja Cor.[I}
7
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Niech dalej p : K(n) — Endg (V') bedzie reprezentacja K-algebry K(n) na pewnej przestrzeni
K-liniowej V. Latwo sprawdzamy, ze endomorfizmy tej ostatniej dane wzorami
m = p(E(})
tworza zupelng rodzine rzutéw komplementarnych na V', oto bowiem na mocy Roéwn. (6-7.1) i
(6-7.2) zachodzi

mom; = p(ELy © ByY) =00 p(E(}) = 85 0 p(E[Y) = 655 o
oraz
> mi=p(Y ) = p(1n) =idy.
i=1 i=1
To jednak jest rownoznaczne z istnieniem rozktadu

V= @ 7T1(V) .
i=1
Rozwazmy odwzorowania K-liniowe
Tiok 1= P(E;(Cnl)) bvy + (V) —V
o wlasnosci
Tl O] = p(E,gTLl) ® Efnl)) = p(E,(JLk) o} E,?fl)) =T O Tiok
ktora implikuje relacje
Image T c (V).
Zdefiniowawszy odwzorowania K-liniowe
Thos1 1= p(EiT;)) bee(vy @ (V) —V
o wlasnosci
i ome = p(BC) 0 E) = o( B 0 EGD) 2 my o i
z ktorej wynikaja relacje
Image 7,1 c m1(V),

stwierdzamy bez trudu, ze odwzorowania T7y_; sa obustronnymi odwrotnosciami odwzorowan
Tl-k,

p(E) © BY)) teuvry = (B e vy = Tk b vy = iy (1)

T1-k © Tk—1

p(ETY) © Bty = oY) s (v) = Mibaa(v) = ey 1)
co daje nam do reki rodzine izomorfizmow podprzestrzeni
Too1 @ (V) —>m(V), keln.

Okreslmy nastepnie odwzorowanie K-liniowe

Tk—1° Ti-k

n
T = (71,7152, T153,-- -, T1on) = m(V) — @V
i=1

i oznaczmy — dla dowolnego wektora v € w1 (V) —

(T{),T§7...,Tg) =T(v).
Latwo sprawdzamy, ze przestrzen (T'(v))x ¢ V jest dla dowolnego v # Oy podprzestrzenia p-
niezmienniczg — istotnie, uktad T := {7}, 45 jest jawnie K-liniowo niezalezny (wszak jego el-
ementy, bedace izomorficznymi obrazami wektora niezerowego, nalezg do parami réznych sktad-
nikow prostych V'), a przy tym wprost na mocy definicji rozpina przestrzen (T'(v))y, jest zatem

jej baza, w niej za$ stwierdzamy — dla dowolnej macierzy M = M;; > EZ(Z) eK(n) -

p(M)(7) = Mo p(ETY 0 E))(v) = Mij 65 v p( B ) (v)
8
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= Mipv1 e(T(v))g -

Przy tym zauwazamy, ze takze w przypadku reprezentacji definiujacej pqer sa — w bazie standar-
dowej &€ przestrzeni K*™ — spelnione rownosci

pact(M)(er) = Mij> EM 0ep= M0 > ei=Migv e,
wiec odwzorowanie K-liniowe
i (T(v))g — K
bedace rozszerzeniem przyporzadkowania baz
(T())g 21— e e K™, ieln
jest rownowazno$cia reprezentacji
PUT(v)), ~ Pdef -

Uwzgledniajac powyzsze, wybierzmy w (V) dowolng baze {v; = 7"}, 75, D = dimgm (V),
a wowczas uklady wektorow {7}, 75 ¢ me(V), k € 1,n sa — jako izomorficzne obrazy uktadu
bazowego — bazami w odnosnych skladnikach 73 (V) c V, co w sumie daje nam rozktad

n n D . D n . D EB'LD=1 Lo, D "
V=@ m(V) =D D (r') =D D (7)) =D (T(vi))k - @K,
k=1 k=1 =1 i=1 k=1 =1 =1

a wraz z nim — postulowang réwnowaznosé

D
PN@Pdef.
O

Powyzsze twierdzenie stanowi zwiericzenie naszej wyczerpujacej analizy teorii reprezentacji algebr
prostych. Jednocze$nie tworzy ono naturalny kontekst, w ktérym mozliwe jest lepsze zrozumienie
sensu Stw.[I} Oto wigc mamy

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Tw.[2]i ustalmy (dowolnie) n ¢ Nx{0}. Prawdziwe sa nastepu-
jace zdania:

(i) Reprezentacja definiujaca R-algebry R(n) jest rzeczywista i nie jest zespolona, wiec tym
bardziej nie jest tez kwaternionowa.
(ii) Reprezentacja definiujaca R-algebry C(n) jest zespolona i nie jest kwaternionowa.
(iii) Reprezentacja definiujaca R-algebry H(n) jest kwaternionowa.

Dowdd: Punktem wyjscia do udowodnienia tezy stwierdzenia jest zrozumienie strukturalnej réznicy
miedzy odwzorowaniem R-liniowym i odwzorowaniem R°PP-liniowym na R*™ dla pierScienia z
dzieleniem R € {R,C,H}, w ktorym pierscien R jest zanurzony poprzez monomorfizm

Jr : R» R=R*Y : r— (1,0,0,...,0),
| —
N-1 razy

gdzie N=1dla R=R, N=2dla R=C i N =4 dla R =H. Biorac pod uwage to zanurzenie,
zapiszemy

n
R =P RN 2R g R*V,
i=1

a wtedy

Endg(R*™) 2 R(n) ®r R(N).
9
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Dalej zauwazmy, ze nalezace do R wspotczynniki rozkladu dowolnej macierzy M = Ef?) ®r M;; €
R(n) w bazie standardowej nalezy przy powyzszym rozkladzie rozumie¢ jako macierze
N
Mij =Y M{>IFeR(N)
a=1
o wspétczynnikach rzeczywistych Mi’fj, rozpiete na generatorach I € R(N) realizujacych dzi-
atanie (poprzez mnozenie) elementéw bazy standardowej 1 (w przypadku R = R) wzgl. (1,0),(0,1)
(w przypadku R =C) wzgl. (1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0),(0,0,0,1) (w przypadku R = H) na
R*N = R. Widzimy zatem, ze
R(n) =R(n) ®r @ (I.}), ¢ R(n) ®: R(N) = Endg(R*").
a=1
Bez trudu znajdujemy jawna posta¢ wyréznionych macierzy I (z ktorej wynika ich liniowa
niezaleznos¢) w bezposrednim rachunku,

lgra=a — I?:l,
(1,0) ¢ (a,b) = (a,b) — IF=(49)=50,
(071)'C(a7b):(_b7a) e I(IC:((l)_Ol)Ea:Q’
(1,0,0,0) 1 (a,b,¢,d) = (a,b,c,d) = I =5y ®r 50,
(07 170a0) ‘H (a7ba c, d) = (_baa7_d7 C) = I;HI = 6:0 ®R ’0\-’27
(0,0,1,0) -u (a,b,¢,d) = (-¢,d, a,-b) — I =5, ®pi> 03,
(0,0,0,1) -5 (a,b,¢,d) = (=c,d, a,-b) — =5 0pi>a,

przy czym &, p € {0,1,2,3} sa oslawionymi macierzami Pauliego (w matematycznie raczej
niz fizycznie umotywowanej konwencjﬂ) o prostych regutach (anty-)komutacji

[Ei75j] :2€ijk l>’5k, {6"“5"]} :—2(51"]' l>50,
zapisanych przy uzyciu symbolu Levi-Civitty

oo sien(e), edy (i4,k) = (0(1),0(2),0(3)) dla o € G103
ik 0 w przeciwnym przypadku

Na tym etapie mozemy juz wygodnie przeformutowaé pytanie o postac centralizatora Cpya, (rxn)(R(1))
— w wybranej przez nas wygodnej prezentacji Endg(R*") tworza go macierze

C =Cijap v B on B € R(n) @p R(V)

przemienne ze wszystkimi generatorami wiernego obrazu R(n) w R(n) ®r R(N), tj. spelniajace
uktad warunkow
. (n) Ry _
(1) v(i,j,a)ﬂ?xl?xﬁ . [C, Ei,j ®]R IEL ] = On ®]R ON .
Wykorzystujac algebre (6-7.2), mozemy przepisa¢ powyzsze warunki w postaci
. (n) (N) 7R _ (n) R (N)
v(i,j,a)eﬁxﬁxﬁ : Cki,bc > Ek,j OrR Eb,c © Ia - Cjk,bc > Ei,k Or Ia © Eb,c .
Dla a =1, a wobec liniowej niezaleznosci wektoréw E[EJX) wnioskujemy na tej podstawie, ze

. ) (n) _ (n)
V(i,j,b,c)eﬁxﬁxl,le,N ¢ Chigpe > Ek,j = Clikbc > E; -
IMacierze Gi, i € {1,2,3} stanowia baze algebry Liego sus, ktéra w zgodzie z tradycja matematyczng wybieramy
w postaci skosnie hermitowskiej.

10
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Latwo wida¢, ze obecnosé¢ dowolnego niezerowego wyrazu Cp; s 0 indeksach k # ¢ prowadzitaby do

sprzeczno$ci, gdyz oznaczalaby, ze wektor EI(CRJ) nalezy do powloki R-liniowej wektoréw El(?rz, l+Ek,
stwierdzamy wiec, ze niechybnie

Y (i) ST, NN © Cigab = 0ij Cab
dla pewnych liczb ¢4 € R, czyli — innymi stowy — ze
C=1,®gc
dla pewnej macierzy c € R(N), ktora w Swietle spelia uktad warunkéw przemiennosci
(2) Voaw ¢ [610]=0x.
To pozwala zapisa¢ rownosé

CEndR(RX”)(R(n)) = <1n>R R

112

)

co koniczy dowod punktu (i).
W przypadku R =C mamy do czynienia z macierza

c:= (: ?) ER(Q)
o wlasnosci
(F)= (29 oo (=) =(77),
a zatem
c=(%1)
i ostatecznie
OEndR(an)((c(n)) =(1, ®r 30,1, ®r F2)g =2 C,

co pokazuje stuszno$é¢ punktu (ii). Odnotujmy na marginesie, ze R-liniowy endomorfizm 1,, ®g 72
przestrzeni C*" realizuje dziatanie skalara (0,1), tj. — w zapisie Stw. 7.6 — jest struktura zespolona
na C*", co pozwala nada¢ nowy (i rownowazny poprzedniemu) sens pojeciu endomorfizmu C-
liniowego tejze przestrzeni: oto macierze C(n) sa przemienne z tymi i tylko tymi odwzorowaniami
R-liniowymi na C*", ktore realizujg dziatanie ciata C.

Przechodzac do ostatniego przypadku, R =H, zapisujemy macierz ¢ w postaci

c::(lég), A,B,T,AeR(2),
A=(a102),  B=(02), T=(3%), A=(22),

po czym naktadamy po kolei warunki z (2). Z warunku dla a = 2 wyprowadzamy zaleznosci

Vae{a,By,0y ¢ (23,74) = (-72,71),
a z warunku dla a =3 — relacje

F:—BT A:AT.

)

Warunek dla a =4 jest teraz spelniony tozsamosciowo i koniec koicéw otrzymujemy oczekiwana
réwnosc

CEndJR(HX") (H(’I’L) )

= (1n AR (50 AR 50), 1, ®r (i > 03 ®Rr 52), 1, ®r (52 AR 5"0), 1, ®r (i > 01 ®Rr 52))]1& ,

przy czym raz jeszcze przekonujemy sie, ze wyrdznione R-liniowy endomorfizmy 1, ®g (i > 73 ®g

72),1,®r (G2®rT0) 1 1,®r (i > 71®r052) realizuja na H*™ naturalne dzialanie prawostronne (czyli

z prawej strony — patrz: Def.7.3) elementow — odpowiednio — (0,1,0,0),(0,0,1,0) i (0,0,0,1)

piericienia bazowego H, wiec definiuja nan strukture kwaternionowa w rozumieniu Stw. 7.6. Ma-

cierze H(n) (po raz wtory) zyskuja interpretacje endomorfizméw utworzonej w ten sposob kwa-

ternionowej przestrzeni wektorowej jako wyréznione odwzorowania R-liniowe na H*", ktore sa
11
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przemienne wylacznie z odwzorowaniami R-liniowymi na H*" realizujacymi (prawostronne) dzia-
tanie pierscienia H. O

2. OGOLNE WEASNOSCI MODULOW CLIFFORDA

W dalszej czesci wyktadu skrupulatnie wykorzystamy wszystkie dotychczasowe nasze obserwacje
dotyczace struktury rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda w celu przeprowadzenia wycz-
erpujacej klasyfikacji ich reprezentacji, co bedzie stanowilo fundamentalny przyczynek do zrozu-
mienia fizykalnie istotnych tzw. reprezentacji spinorowych pewnych wyréznionych podalgebr ty-
chze algebr Clifforda. Punktem wyjscia do dalszej dyskusji jest

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (((V, +v, Py, e — 0y), EV), QV) bedzie
przestrzenig kwadratowa nad cialem K. Modutl Clifforda algebry Cliff(V,Qy ) to para (((W, +w,
Py, e+— OW)IW), p) ztozona z przestrzeni wektorowe;j ((VV, +w, Py, e — OW),EW) nad cialem
K oraz reprezentacji
p + Cliff(V,Qvy) — Endg(W).

Najbardziej elementarnej (re)interpretacji (algebraicznej) powyzszej definicji na gruncie lezacej u
jej podstaw definicji algebry Clifforda dostarcza

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def.[d] Ilekro¢ forma kwadratowa Qy jest niezwyrodniala,

ograniczenie (dziedziny) reprezentacji algebry Clifforda do przestrzeni wektorowej V' c Cliff (V, Qv )
jest wierne (tj. injektywne).

Dowdd: Dla dowolnego v € Ker p obliczamy — wobec homomorficznosci p —
Qv (v) >idw = Qv (v) » p(ec) =p(vv) = p(v)? =0,

co z racji niezwyrodnienia @y implikuje réwnosé v = Oy . U

Uwaga 2. W Swietle powyzszego stwierdzenia mozemy postrzega¢ modut Clifforda jako wierng
realizacje przestrzeni wektorowej V' w przestrzeni wektorowej W, transportujaca strukture algebry
(Clifforda) na V' indukowana w obecnosci formy kwadratowej Qv .

Jako ze prowadzimy nasze rozwazania w srodowisku przestrzeni kwadratowych, zasadnym wydaje
sie wyrdznienie tych reprezentacji algebr Clifforda, ktore — w przypadku istnienia struktury prze-
strzeni kwadratowej na no$niku reprezentacji — wykazuja proste wlasnosci wzgledem obu struktur
przestrzeni kwadratowej: na przestrzeni V okreslajacej reprezentowang algebre oraz na nosniku
reprezentacji W. Ten sposéb myslenia formalizuje

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def.[d] zakladajac przy tym, ze takze nosnik reprezentacji W jest
przestrzenia kwadratows z forma kwadratowa Q. Ustaliwszy skalar € € {-1k, 1k}, reprezentacje
algebry Clifforda p : Cliff(V,Qv) — Endg(W) okreslimy mianem e-ortogonalnej, jesli dla
dowolnych (v,wi,wy) € V x W*? jest spetniony warunek

3) Dqu (poav (0)(w1), po Ji(v)(w2)) = £ & Qu (v) & By, (w1, ws)
w ktorego zapisie ]‘C/ : V— Cliff (V,Q) jest kanonicznym odwzorowaniem Clifforda.
Mamy proste

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, zaktadajac dodatkowo, ze Qw jest niezwyrod-
niata. Wowczas reprezentacja p : Cliff(V,Qy) — Endg(W) jest e-ortogonalna wtedy i
tylko wtedy, gdy odwzorowanie K-liniowe p o 55 (v) € Endg (W) jest dla dowolnego v € V e-
hermitowskie, tj. spelnia warunek

(posy) (@) =e(posy)(v),

gdzie (-) jest sprzezeniem hermitowskim okreslonym wzgledem Sg,, -
12
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Dowdd: Zalozenie o niezwyrodnieniu Qw, implikujace niezwyrodnienie indukowanej przez nig
formy dwuliniowej ®g,,, pozwala przepisa¢ warunek definiujacy reprezentacje e-ortogonalna
w réwnowaznej postaci
Voer © (po3$)(®)1 o (pos§)(0) =2 Qv (v) > idw .
Poniewaz zachodzi takze réwnosé
(poav)(w) e (posv)(v) = p(sv ()47 (v)) = p(Qv (v) > €°) = Qv (v) > idw
przeto otrzymujemy tozsamo$é
Qv (v) > (posv) () = (posv) () o (posi)(w) e (posv)(v) =cQv(v) > (posv)(v),
z ktorego — wobec niezwyrodnienia @y — wynika juz wprost pozadana teza. O

Naturalnosci dokonanego przez nas wyréznienia dowodzi

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis Def.[f} Dowolna reprezentacja algebry Clifforda rzeczywis-
tej przestrzeni kwadratowej (wymiaru dy = dimg V) o (pseudo)euklidesowej formie kwadratowej

Qv =cy > 6(EdV) , v € {-1,+1} na rzeczywistej przestrzeni kwadratowej (wymiaru dy = dimg W)
o (pseudo)euklidesowej formie kwadratowej Qw = ey > JI(EdW), ew € {-1,+1} jest rownowazna
pewnej reprezentacji ey -ortogonalne;j.

Dowdd: Wybierzmy baze ey -ortonormalna £ := {e;}, iay Wprzestrzeni V, a wowcezas w Cliff (V,Qv)
sa spelnione relacje

{eiejt =2ey 6 ;e i,jel,dy.
Zdefiniujmy grupe
[:=(e;|iel,dy),

generowang, multyplikatywnie przez obrazy elementow bazy €& w Cliff (V, Qv ). Grupa ta jest w
oczywisty sposob skonczona, ma zatem sens ponizsza definicja odwzorowania dwuliniowego:

G s WxW —R ¢ (wi,ws) — Z;%W(p(’v)(wl)m(v)(wz))-

Przy tym (ew-)okreslonosé formy ®g,, implikuje (takaz) okreslonogé odwzorowania (-|-)F, a
nadto — dla dowolnych v €T i wy,wq € W*? — stwierdzamy I'-niezmienniczo$é tego ostatniego,

(o) (W) | p(N(w2)) = X By (pFov) (wr), p(Fy) (w5))

Fel

~ZF D (P(FA) (W), p(F-7) (w2)) = (wn |w2)" .

Pierwsza z tych cech pozwala stwierdzi¢ istnienie odwzorowania x € Autgr(W) o wlasnosci

Vi wgew (w1 |w2)" = g, (x(w1), x(w2)) .

Istotnie, wystarczy wybra¢ w W — w zgodzie z Twierdzeniem Lagrange’a o diagonalizacji formy
kwadratowej — baze { fi}iem ew-ortonormalng wzgledem formy kwadratowej Qyw oraz baze

{9i}; idw Ew-ortonormalng wzgledem formy kwadratowej
Qw : W—R : wr— (w|w)",
a nastepnie dokonaé (jedynego) R-liniowego rozszerzenia przyporzadkowania
x(g:) = fi, ieldw,
gdyz wtedy

(wilw)" = wirw)e(gilg)" =ewwl rw)rd;=w rw)r oy (fi fj)

wi rw)r gy (x(9:),x(95)) = Poy (x(wi), x(w2)) -
13
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Na tym etapie mozemy juz zadaé reprezentacje
px = xop()oxt ¢ Cliff(V,ey > 85")) — Endp(W) : @ yop(z)ox ",

wprost na mocy definicji rownowazna p. Obrazy elementow grupy I' wzgledem tej reprezentacji
sq izometriami Qu, oto bowiem dla dowolnych (7, w1, ws) € I' x W*2 otrzymujemy

©Qu (P (M (w1), o (N (w2)) = Py (x(P(7) o X (w1)) x(p(7) © x(w2)))
(PN (¢ () () (7 (w2)))"

(¢ (wr) | (ws))' = By, (w1, ws) -

Zdefiniujmy rodzine endomorfizmoéow
;i ::px(ei)a iELdV~
Te spetniaja — dla dowolnych w;,wy € W oraz ¢ € 1,dy — tozsamo$é

Qg (aiT ocoi(wr), wg) =dq,, (Ji(wl), O’Z‘(’wz)) =®g,, (w1, ws),
przeto — wobec dowolnosci wy i ws — jest
O',Zr oo; =idw,
ale tez

2 ¢ .
;00 :px(ei) =ecy Dpx(e ):5\/ > idyy
wiec ostatecznie

szavboi,

co pozwala zapisa¢ — dla dowolnego wektora v = v’ b e; € V — tozsamosé

py ()T =0l > aj =evv' b oy =ey b py(v),

ktora w swietle Stw.@ przesadza o ey-ortogonalnoéci reprezentacji p,, jawnie réwnowaznej p. [J

Powyzsze wprowadzenie przygotowalo nas nalezycie do zmierzenia si¢ z wyzwaniem, jakim jest
kompletna klasyfikacja (nieprzywiedlnych i nietrywialnych) reprezentacji rzeczywistych i zespolo-
nych algebr Clifforda — wyzwanie to podejmujemy w nastepnym rozdziale.

3. REPREZENTACJE RZECZYWISTYCH I ZESPOLONYCH ALGEBR CLIFFORDA

Wyczerpujaca klasyfikacja rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda, przeprowadzona w ra-
mach Wykladu 7., w polaczeniu z wiedzg dotyczaca reprezentacji algebr prostych zgromadzona
pierwszej czeSci wykladu niniejszego, stanowi solidna podstawe do sformutowania kompletnego
opisu reprezentacji (nieprzywiedlnych) wszystkich algebr Clifforda nad R i C. Tytutem jej uzu-
pelnienia w sposob pozwalajacy na wystowienie twierdzen klasyfikacyjnych sformutujemy istotne

Stwierdzenie 11. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnych liczb p,q € N spelniajacych
warunek ¢—p=3 mod 4 i dowolnej liczby n € 2N+ 1 zachodzi, co nastepuje:
(i) w dowolnej (nietrywialnej) reprezentacji nieprzywiedlnej p : Cl;li g — Endg(V) na
przestrzeni R-liniowej V' zachodzi
plwr) =evidy, ee{-1,+1},
przy czym reprezentacje odpowiadajace obu wartosciom e istnieja i sa wzajem nieréwno-
wazne — w dalszej czesci dyskusji bedziemy je oznaczaé¢ symbolem p29;
(ii) w dowolnej (nietrywiaklej) reprezentacji nieprzywiedlnej p : CIS — End¢(V) na
przestrzeni C-liniowej V' zachodzi
plwe) =€vidy, Ee{-1,+1},

przy czym reprezentacje odpowiadajace obu ewentualnosciom istnieja i sa wzajem nieréw-
nowazne — w dalszej czedci dyskusji bedziemy je oznacza¢ symbolem pZ.
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Dowdd: Niechaj p : Cl;liq — Endg (V') bedzie dowolna (nietrywialng) reprezentacja nieprzy-

wiedlng. Wobec tozsamosci

pwr)® = p(wi) = p(e”) = idv
wynikajacej ze Stw. 7.2, endomorfizm p(wgr) definiuje zupelna pare rzutéw komplementarnych:

P, := % (idv + p(wR)) ,
ktora wyznacza rozktad noénika reprezentacji na sume prosta,
V=VieV., V.:=P(V),
przy czym zachodzi
p(wR) rV:t = :i:idVi .

Jako ze element objeto$ci nalezy do centrum Cl;liq7 przeto podprzestrzenie wlasne V. sa p-
niezmiennicze, co wobec zalozonej nieprzywiedlnosci p ogranicza mozliwa rozklady jak nizej:

Vo, Vo) =(Vi{ov}) v (Vi,V)=({ov},V).

Zalozmy, ze otrzymane ta droga reprezentacje p. : Cljﬂiq —> Endg(V.) o whasnosci p(wgr) =

+idy, sa réwnowazne, czyli istnieje izomorfizm y : V., — V_ spelniajacy warunek
Ve = xope(7) =p-(7) o x-

Zachodzi wowczas — w szczegblnosci — tozsamosé

X = x 0 pi(wr) = p-(wr) o X = —X,
ktora prowadzi do sprzecznosci, skad ostateczny wniosek o nieréwnowaznosci wzajemnej obu
reprezentacji.
Na koniec pokazemy, ze obie reprezentacje istnieja. W tym celu odwotamy sie do Stw.[6loraz 7.2,
aby stwierdzi¢ istnienie dwoch (nietrywialnych) reprezentacji nieprzywiedlnych algebry R(2™) @
R(2™)=Cl, ,®Cl, = CI® | Re{R,H}, meN, o strukturze

p,q’

Py i=paefopr; : R(2™) @ R(2™) — EndR(RQM)

P = paer oPry = R(2™)® R(2™) — EndR(R2m)

+ ~

»q 2 R(2™) oraz) stusznosé tozsamosci

odpowiednio. Zwazywszy (unitalny charakter Cl

VyieCI;q DWRYx T AV,

wynikajacych wprost z definicji podalgebr Clz}q, wyprowadzamy stad wniosek, ze w obrazie

odwrotnym izomorfizméw g, k€ {3,7} z dowodu Stw. 7.2 otrzymujemy
vy (W) = Tom @ (<1gm),
a zatem takze dla nieprzywiedlnych reprezentacji
psi=peow + CIY  @Cl  — Endg(R*")
oczekiwane tozsamosci
pi(wRr) = £idgam .

Dowod dla przypadku zespolonego przebiega analogicznie, przy czym odwotuje sie do Stw. 7.5
zamiast Stw. 7.2. O

Tak przygotowani mozemy juz przejsé do sklasyfikowania reprezentacji algebr Clifforda, co w
przypadku algebr rzeczywistych podsumowuje
15
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Twierdzenie 3 (Klasyfikacyjne dla reprezentacji nieprzywiedlnych /R). Przyjmijmy zapis do-
tychczasowy, a nastepnie wprowadzmy oznaczenia

(QR7q(C7qH) = (07 1a2)

oraz — dla dowolnej (nietrywialnej) reprezentacji nieprzywiedlnej p : Clgq —> Endg (V) —

d;liq = dlm]R V, C;liq = CEndR(V) (p(cl;liq)) .

Wreszcie tez niechaj V}f 4 bedzie liczba nier6wnowaznych (nietrywialnych) reprezentacji nieprzy-
wiedlnych algebry Clﬂiq. Woéwczas prawdziwe sa réwnosci
R _{ 2, gdy g—-p=3 mod4

)

pa 1 1 wp.p.
a ponadto ilekroé¢ izotyp R-algebry Cl;liq przedstawiony w Tablicy 7.1 jest postaci
Cl} =R(2") lub  CIy =R(2")® R(2"),

to spelnione sa relacje (te same dla obu reprezentacji nierownowaznych w przypadku ¢ —p = 3
mod 4)

R _ +qr R~
dp g =2"", ¢, =R
Dowdd: Na podstawie Tw. 7.5 i Stw.6-7.3 wnioskujemy, ze algebra Cl;liq jest albo polprosta (w
przypadku ¢ —p =3 mod 4), albo prosta (w przeciwnym przypadku), co w $wietle Stw.|§|i Tvv.
prowadzi do postulowanego wzoru na d;lfyq oraz — po uwzglednieniu punktu (i) Stw.f WZOru na
1/5 q- Lyp reprezentacji nieprzywiedlnych (kazdorazowo jest to R) ustala Stw. O

W przypadku algebr zespolonych mamy analogiczne

Twierdzenie 4 (Klasyfikacyjne dla reprezentacji nieprzywiedlnych /C). Przyjmijmy zapis dotych-
czasowy 1 wprowadzmy — dla dowolnej (nietrywialnej) reprezentacji nieprzywiedlnej p : CIS —
Endr(V) — oznaczenia

d, (p) i=dime V/, €5 (p) = Crnaz(vy (p(CLY))

Wreszcie tez niechaj v$ bedzie liczba nieréwnowaznych (nietrywialnych) reprezentacji nieprzy-
wiedlnych algebry CIS. Wowczas prawdziwe sg rownosci

«:_{ 2, gdy ne2N+1
vV, = I
n 1 wpp.

a ponadto spelnione sa relacje (te same dla obu reprezentacji nierébwnowaznych w przypadku
ne2N+1)

d€ = 2PG) eCxc,

tj. — w szczegdlnosci — wszystkie rozwazane reprezentacje sa zespolone.

Dowdd: Tezy Tw.7.9 1 Stw.6-7.3 przesadzaja o tym, ze algebra CIS jest albo prosta (w przypadku

n € 2N), albo polprosta (w przypadku n € 2N + 1), co pozwala uzyskaé postulowany wzor na d§ q

»g 1@ gruncie Stw.@i TW. Zespolony
O

oraz — po uwzglednieniu punktu (ii) StW.H — wz0r na VR7
typ reprezentacji nieprzywiedlnych wyznacza teza Stw.[7]

Ostatnie dwa twierdzenia wyczerpuja zagadnienie klasyfikacji nieprzywiedlnych reprezentacji
algebr Clifforda Clﬁq i CIS. Zanim jednak zamkniemy ten rozdzial naszych dociekan, zatrzymamy
sie nad pewna szczegdlng wlasnoscia strukturalna rozpatrywanych przez nas reprezentacji, ktéra
odegra istotna role w dyskusji reprezentacji spinorowych w dalszej czesci kursu. Oto wiec mamy
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Stwierdzenie 12. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnych liczb (p,q) € N*2~ {(0,0)}
spelniajacych warunek ¢ —p=0 mod 4 i dowolnej liczby n € 2N\ {0} zachodzi, co nastepuje:

(i)

no$nik V' dowolnej (nietrywialnej) reprezentacji nieprzywiedlnej p : Cl;lf’q — Endg (V)
ma rozktad

V=V.,eV., V.:=p(P:)V)
na podprzestrzenie wlasne endomorfizmu p(wr) stowarzyszone z wartosciami wlasnymi
+1, przy czym dowolny wektor v € R*P*? o wlasnosci 6](57’@(11) #+ 0 zadaje izomorfizm

Vi = PO JRxp+aq (’U) rVi : ‘/i i) V:F7

RO

p.q» KtOre] reprezentacje

a nadto podprzestrzenie V. sa zachowywane przez podalgebre Cl
indukowane tym sposobem na V. spetniaja relacje

P(Clyg) v, ~ P2 (Cly )
jesli ¢ > 1, lub
p(Clyg) v ~ P (Cly )
jesli p > 1;
nosnik V' dowolnej (nietrywialnej) reprezentacji nieprzywiedlnej p : CIS — Endg(V)
ma rozktad

V=V.eV., V.:=p(PL)(V)
na podprzestrzenie wlasne endomorfizmu p(wc) stowarzyszone z wartosciami wlasnymi
+1, przy czym dowolny wektor v € C*™ o wlasnosci 5&”)(1;) #+ 0 zadaje izomorfizm
Vy = poj(cxn(v)fvi L VE = V*7

a nadto podprzestrzenie V. sa zachowywane przez podalgebre CISO, ktorej reprezentacje
indukowane tym sposobem na V. spelniaja relacje

p(CL; )y, ~ pir (CL5_y).

Dowdd: Zajmiemy sie punktem (i) tezy stwierdzenia — punkt (ii) jest dowodzony w pelni analog-
icznie. Zalézmy dla ustalenia uwagi, ze ¢ > 1, w przeciwnym wypadku zachodzi p > 1 i dowdd
przebiega podobnie. Przywolawszy (pierwsza cze$é) Stw. 7.2, konstatujemy istnienie rozkladu
prostego V', o ktéorym mowa w stwierdzeniu, dla dowolnej pary (p,q) spelniajacej warunek
(p+qg+1)(p+q)-2p € 4N, zatem w szczegédlnosci dla par zwiazanych warunkiem g -p = 0

mod 4.

O tym, ze odwzorowania R-liniowe v, sa poprawnie okreslone, przekonuje bezposredni

rachunek:

v, 0 p(PL) = p(grersa (v).PL) = p(PL grxrra(v)) = p(P,) o vs

przeprowadzony w odwotaniu do Rown. (6.4), ktore w naszym przypadku daje rownosé

wr.v = JEE N (0).wg = (1P viwg = (-1) 9P g g = —v.wg

Bijektywno$é v, wynika wprost z tozsamosci

;0 vz = p(JRora (U)Q) = p(é(Ep’q)(v) > ec) = 6(Ep’q)(v) >idy, ,

. .. - . CoL L RO
w polaczeniu z zalozniem o nieizotropowosci v. Wreszcie tez niezmienniczosé¢ V. wzgledem p(CL,
jest nastepstwem relacji przemiennosci

Y RO D WR.Y = V.W
YeCIEY R-Y = 7-WR,

ktore w swietle Rown. (6.4) sa implikowane przez tozsamosé

J w0 =idgpeo -
Rxpra rClP’q Cl‘T—’vq

Na tym etapie pozostaje wykazaé istnienie rownowazno$ci reprezentacji

p(ClE’g) v, ~ Pi1(01§q—1) :
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W tym celu wykorzystamy tresé i dowdéd Stw. 7.3, na podstawie ktérych otrzymujemy — oznaczy-

wszy na potrzeby ponizszego rachunku element objetosci algebry Clﬁq symbolem wg'? —

F(WBTT) = ereprgeapigore eprq = (-1 )(ﬁq R egee epag.elti™?
P\Wr = €1:€p+q-€2.Cpiq--Cpiq-1-Cpiq = 1:€2.7.Cp1q-1-Cptq-Cp+q
(p+a-1)(p+q-2) pta (pta- 1)(p+q 2)+p+q
_ rera=2) g 0 9 55 (ra-D)(pra=2)itptd_y  pg
= (-1) 2 wy .(ep+q) —( 1) Wy

(p+q)(P+q 2)
(-1) wp?,

i ostatecznie — wobec zalozen poczynionych w odniesieniu do (p,q) —

Plop™) =wi?,

stad zas
poB(wr™ v, = p(wf?) by, = =idy, .

Rownosé (¢-1)—p =3 mod 4k pozwala nam nastepnie siegna¢ do Stw. 7.2, ktore w potaczeniu z
udowodnionym na poczatku tego rozdziatu Stw.[I1] doprowadza nas do pozadanej konkluzji. O
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