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Wprowadzenie do ogolnej teorii reprezentacji algebr, z naciskiem na specyfike algebr (po6t)pro-
stych wynikajacym z ich pierwszoplanowej roli w klasyfikacji rzeczywistych i zespolonych algebr
Clifforda, stanowi punkt wyjscia do dyskusji obiektow algebro-geometryczych o ogromnym znacze-
niu w matematycznym modelowaniu materii oddziatujacej — spinoréw, ktérymi zajmiemy sie
W ponizszej, ostatniej juz czesci algebraicznej sktadowej wyktadu. Geometryczny aspekt przed-
stawionych tu konstrukcji otworzy przed nami droge ku przyszlosemestralnym rozwazaniom nad
fizykalnie istotnymi geometryzacjami konstrukeji algebraicznych poznanych dotychczas.
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Enter the Spinor (MAWF ’22/23 1.XVII, 1.XVIII & 1.XIX [rrS])

1. CLIFFORDOWSKIE REALIZACJE IZOMETRII

W niniejszym rozdziale zajmiemy sie szczegdtows rekonstrukcja funktorialnego podniesienia
izometrycznych automorfizméw przestrzeni kwadratowej (V, Q) do jej algebry Clifforda Cliff(V,Q),
co doprowadzi nas ostatecznie do identyfikacji — w odwotaniu do prezentacji grupy ortogonalnej
w terminach generatorow (i relacji), ktora precyzuje Twierdzenie Cartana—Dieudonnégo — pod-
grupy w algebrze Clifforda implementujacej na kanonicznie zanurzonej w Cliff (V, Q) wyjsciowej
przestrzeni V' (poprzez ograniczenie doni odnosnych automorfizméw) transformacje ortogonalne.
Nasze dociekania rozpoczniemy od

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Multyplikatywna grupa jednosci algebry
Clifforda to zbior

Clff(V,Q)* ={ vy e Cliff(V,Q) | I -reccumevg) : 77 =e“ =7}
odwracalnych elementow Cliff (V, Q) ze struktura grupy indukowana z tejze algebry unitalnej (tj.
w szczegblnosci z operacja binarna dang przez mnozenie w algebrze Clifforda). Reprezentacja
dolaczona tej grupy to homomorfizm grup

Ad. ¢ CLfE(V,Q)* — Inn(CLff(V,Q))

ur— ((CLff(V,Q) 3y +— uyu ' = Ady(y) ).
Bywa on takze nazywany reprezentacja wektorowa Cliff (V,Q)*.
W bezposrednim nawiazaniu do uwagi wprowadzajacej wystawiamy

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnego wektora nieizotropowego v €
V ~Q1({0g}) i dowolnego wektora w € V spelniona jest tozsamosé

@ )
-Ady(w)=w-2 %((1;))“) >,

wiec tez — w szczegblnosci —
Ad,(V)=V,

przy czym utozsamiliSmy — jak zwykle — przestrzenn V' z jej monomorficznym obrazem w Cliff (V, Q).

Dowdd: Odwrotnosé wektora nieizotropowego v w Cliff (V, Q) to
v =Q(0) b,
stad
-Q(v) > Ad,(w) = —v.aw.w = —v.{w,v} +v2w = 285 (w,v) > v+ Qv) > w.

Uwaga 1. Dzialanie dotaczone w ograniczeniu (obustronnym) do V c Cliff(V, Q) realizuje super-
pozycje przeciwnosci (odbicia wzgl. wektora zerowego) z odbiciami w plaszczyznach ortogonalnych
(wzgl. Q) do wektoréw nieizotropowych.

Powyzsze obserwacje prowadza nas wprost do

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i dla
V9=V QT ({0k})

zdefiniujmy grupe

(1) P(V,Q) = (v e V¥)  CIif(V, Q)"

tj. grupe generowana multyplikatywnie (wzgl. mnozenia indukowanego z algebry CLff (V,Q)) przez
wektory nieizotropowe. Reprezentacja dolaczona Cliff(V,Q)* na Cliff(V,Q) ogranicza sie do
reprezentacji

Ad : P(V,Q) — O(V,Q) : ur— Adylvecun(v,Q) -
2



Enter the Spinor (MAWF 22/23 1.XVII, LXVIII & 1.XIX [rrS])

Dowdd: Homomorficznosé Ad. jest oczywista,
Vul,ugeP(V,Q) : Mul.ug :Mul o&uz )

pozostaje zatem tylko sprawdzi¢, Ze endomorfizm Ad, zachowuje forme kwadratows @, co czy-
nimy — dla dowolnych v e V \ Q7 1({0k}) i weV — w bezposrednim rachunku odwolujacym sie
do Stw.[I}

QoAd, (w) = Qwv™)=Q(-vwwv™)= Q(w- 2% >v)
_ P (w,v) Do (w,v)
= (I>Q(w—2 %(v) > v, w—2 %(U) Dv)

w,v w,v 2
= B (w,w) — 4L o D (w,v) + 4G o Do(v,v)

= Qw).
O

Reprezentacja dotaczona, jakkolwiek przydatna przy wyrabianiu sobie pewnych elementarnych in-
tuicji algebraicznych i geometrycznych, z ktorych skorzystamy w dalszej cze$ci wywodu, ma jedna
istotng niedoskonato$é: Oto jej ograniczenie Ad nie zawiera w ogdlnosci transformacji zmieniaja-
cych orientacje V' na przeciwna, czyli — w $wietle Tw. Cartana—Dieudonnégo — zbioru generujacego
grupe O(V, @), ktorej emulacja jest naszym celem. Istotnie, w przypadku dimg V =2n+1 € 2N+1
endomorfizm Ad,, v € V* odwzorowuje wektor v w siebie, Ad,(v) = v, a dowolny wektor
w e (U)HL(Q — w wektor przeciwny, Ad, (w) = —w, co oznacza, ze wyznacznik tego endomorfizmu ma
wartosé¢ det Ad, = 1-(=1)?" = 1. Azeby naprawi¢ te niedoskonato$é¢, musimy w naszej rekonstrukeji
funktorialnego podniesienia automorfizmow przestrzeni kwadratowej wyjsé poza zbiér automor-
fizmoéw wewnetrznych, co czynimy w nastepnej

Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Reprezentacja dotaczona zwichrowana mul-
typlikatywnej grupy jednosci algebry Clifforda, zwana takze reprezentacja Jy-wektorowa mul-
typlikatywnej grupy jednosci, to homomorfizm grup

Ad. : ClLff(V,Q) — Aut(Clff(V,Q))

u—s ( CLff(V,Q) 3y +— Jy(u).yu™t =Ad,(7) ).
Reprezentacja ta pozwala wyrédznié grupe
T(V,Q)={ ueClLff(V,Q)* | Adu(V)=V }>P(V,Q),
okres$lang mianem grupy Clifforda.
Punktu wyjscia do analizy grupy Clifforda dostarcza

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (((V, +y,Py,e —> OV),EV),Q)
bedzie niezwyrodniala przestrzenia kwadratows skoniczonego wymiaru nad cialem K o charak-
terystyce char(K) # 2. Ograniczenie reprezentacji dotgczonej zwichrowanej

Ad : T(V,Q) — GL(V;K) = Autg(V) : ur— Adulvecns(v.o) -
zadaje cigg doktadny grup

Ad
(2) 1 — K — I(V,Q) = GL(V;K),
w ktérym
K* =K~ {0k}

jest multyplikatywna grupa niezerowych elementéow ciata K.
3



Enter the Spinor (MAWF ’22/23 1.XVII, 1.XVIII & 1.XIX [rrS])

Dowdd: Przynaleznosé do jadra Ad. (obrazow) elementow K* jest rzecza oczywista,

Vaeks Yoer : Adyeec(®) = (A e®)u.(Ape®) = (A e (A s ef)

= AxAtbou=v.

Wnioskujac odwrotnie, wybierzmy baze ortogonalna {v;} N =dimg V' w przestrzeni V,

i€l,N?

v D Do (vi,v;) = Ni Oy A e K,

i,jel,N 19,5

i rozwazmy dowolny element u € Ker E,, ktory wprost na mocy definicji spetnia warunek
Voev & Jy(u).v=v.u,

tj.

Ad,(v) =v=idy(v).

Rozkladajac u = ug + u; na sktadowe uy € CLff(V,Q)*, k e {0,1}, przepisujemy powyzsze w
postaci

Up.V —U1.V =0V.Ug + V.U ,
czyli — wobec Rown. (5.8) — rownowaznie w formie uktadu warunkow
Up.V = V.Ug A Up.0 = —V.U7

Redukcja stopnia 2 w Cliff (V, Q) okreslona przez relacje

. . L= 9. . . K
VMGL—N D005 =~ + 20 51:,j
pozwala przy tym rozpisaé
Up = aO(UQav?)a"'avN)+’Ul-041(027v35"'aUN)7
(5} = 51(’0271}37"'71}]\7)+UI‘BO(’U27U3;"°7/UN)

w terminach pewnych wielomianéw «y, B parzystosci k. Kladac v = vy, otrzymujemy z pierwszego
z powyzszych warunkéw réwnosé

Oéo(’UQ,U?,, .. .,UN).’Ul +’l)1.0£1(’l)2,1}3, .. .,UN).Ul = 1)1.040(1}2,1}3, .. .,UN) +’l}%.0¢1(1}2,1}3, . ,’UN),

ktora sprowadza sie ostatecznie do postaci

v1.00(V2, V3, . .., UN) — Va1 (v, Vs, . .., UN) = V1.0 (V2, V3, . .., UN) + V201 (Va, Vs, ..., UN ),
czyli
2/\1 > 041(’()2,113,. . .,UN) = OK.
Jako ze @ jest niezwyrodniata, \; # Ok, przeto ai(vs,vs,...,vn) = Ocug(v,Q), & zatem wug nie

zalezy od v;. Powtarzajac analogiczne rozumowanie dla v;, j €2, N, stwierdzamy ostatecznie, ze
u=r>e’, AeK.

W podobny sposob stwierdzamy, ze takze wu; nie zalezy od v;, i € 1, N, co wobec nieparzystosci
uy implikuje jego trywialnos¢, ui = Ocyig(v,q). W sumie zatem mamy

u:u0+u1:u0:)\l>ec,

co z racji odwracalnosci v daje nam teze dowodzonego stwierdzenia. O
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Uwaga 2. Zalozenie o niezwyrodnieniu formy kwadratowej ) poczynione w ostatnim stwierdze-
niu jest istotne, o czym przekonuje nas analiza przypadku Cliff (V,0) = A* V. Oto wiec dla dowol-
nych niewspétliniowych vi,vs € V N\ {0y} sprawdzamy tozsamosé

(1K+U1 /\1)2)_1 =1lg - A Vg,
ktora oznacza, ze 1k +v1 Avg € Cliff (V, Q)*. Przy tym dla dowolnego v € V' zachodzi

A\-(;1111<Jr1)1/\v2 ('U)

Jv(lg +v1 Av2) Av A (Ig — v Avg)
= (Igk+viAv)A(v—vAVLAVY)
= V—VAUVI AV +UVI ANV ANV—V]L ANV ANUANVT ANV

= VU—UAVIAU+VAV AU =,
co pokazuje dowodnie, ze Ker Ad. zawiera elementy nie-skalarne.

Zanim podejmiemy dalszg analize relacji miedzy grupa Clifforda a grupa automorfizméw przestrzeni
kwadratowej (V,Q), wprowadzimy obecnie nader przydatng konstrukcje pomocnicza:

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Norma spinorowa na Cliff(V,Q) to odwzoro-
wanie

N : Clff(V,Q) O : vy— . JvoTv(v),
0 oczywistej wlasnosci
Voev @ N(v) = -Q(v) > e®.
Kluczowa wlasnos$é okreslonego powyzej odwzorowania wystawia

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def.[8loraz Stw.[3] zakladajac przy tym, ze przestrzeri kwadra-
towa (V,Q) jest skonczenie wymiarowa i niezwyrodniala. Wowczas norma spinorowa ogranicza
sie do homomorfizmu grup

Nirg) : T(V,Q) — K* > e = K*.
Dowdd: Zauwazmy na wstepie, ze dla dowolnego u € T'(V, Q) 1 wszystkich v € V' zachodzi — wprost
na mocy definicji grupy Clifforda — Jy (u).v.u™! € V, wiec takze
Jy(uw)vu™t = Tv(Jv(u).U.u_l) =Ty (u) Ty (v).Ty o Jy (u)

= Tv(u)_l.’U.J\/ oTy(u),
czyli
(Ty (w).Jv (u)).v.(Jy o Tv(u).u)_1 = Jy (Jv o Ty (u).u).v.(Jy o Tv(u).u)_1

<
1l

= AdJVoTV(u).u(U) )
co wynika z tego, ze T'(V,Q) w reprezentacji Ad zachowuje V', a przy tym jest grupa, i oznacza,
ze
Jv oTy(u).ueKerAd.ly .
Przy tym wobec pierwszej z powyzszych réwnosci zachodzi

mJVoTV(u)(v) = Ty(u)v.JyoTy(u) ' =Ty (u ) Loy o Ty (u™t)

= Jy(wHovwsJyw o ()t =Ade(v) eV,
co pozwala stwierdzi¢, ze Jy o Ty (u) e T'(V,Q), czyli tez

Jy o Ty (u).ueT(V,Q) nKerAd. 1y,
5
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a w takim razie na mocy Stw. wyprowadzamy wniosek o istnieniu skalara A, € K* spelniajacego
warunek
Jv o Ty (u).u= A, >eC.

To pozwala nam stwierdzié, ze

N(Tv (u)) = Ty (u).Jv (u) = Jy (Jy o Ty (u).u) = Jy (A, & €)=y > e’
Zarazem

V= Jy(u). V™ — V= Jy(u) Vo,

przeto

V= Tv(V) Tv(Jv(u)il.Vu) = Tv(u).Tv(V).Tv o Jv(u)71

Ty (u).V.Jy o Ty (u)™",

wiec ostatecznie

V=-Jy(V) ~Jv(Tv (u).V.Jy o Ty (u)™")

= —JyoTy(u).Jy(V).Jy oJy o Ty(u)™*

= JyoTy(u).V.Ty(u)™" = K&TV(U)(V) .

Widzimy zatem, ze
uel'(V,Q) = Ty(u)el'(V,Q),
co pozwala wcze$niejsza nasza konstatacje przepisa¢ w pozadanej postaci
N(u) = Apy (u) > e e K* b e,

czyli

N(F(V7 Q)) cK*peC.
Na koniec bez trudu sprawdzamy, dla dowolnych wy,us € T'(V,Q), ze

N(ujug) = wj.ug.Jy o Ty (urug) =u1.N(uz).Jy o Ty (ug)

ul.)\TV(ug) > ec.Jv o Tv(’u,l) =uy.Jy o TV(Ul)-)\TV(u2) > ec

= N(ul)N(Ug)
(]

Wyposazeni w nowe narzedzie analizy strukturalnej, jakim jest norma spinorowa, mozemy przyjrzeé
sie blizej ciagowi doktadnemu grup . Czynimy to w ponizszym

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Stw. Ograniczenie Ad reprezentacji dolaczonej zwichrowanej
zadaje homomorfizm grup

Ad : T(V,Q) — O(V,Q).

Dowdd: Zaczniemy od wyznaczenia — w odwotaniu do Stw. a dla dowolnego u € I'(V,Q) —
normy

N(Jv(uw) = Jy(u).JveTyodv(u)=Jy(u).Ty(u) = Jy(u.Jv o Ty(u))

Jv(N(u)) = Ty Ay u) B €9) = Ay (uy & €9 = N(u) .
Dla u e I'(V,Q) mamy tozsamos$¢ (w oczywistym zapisie symbolicznym)

Vo= -V=Jy(V)=Jv(Adu(V)) = Sy (Jv(u).Vat) = Ty (Jv(u).V.Jyv(u™)

6
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= —Jv(Jv(w).V.Jy(u)™,

z ktorej wynika Jy (u) € I'(V, Q). Uwzgledniwszy powyzsze oraz u~! € I'(V,Q), jak rowniez tresé
Stw. mozemy nastepnie obliczyé¢, dla dowolnego (anizotropowego) v e V* c T'(V, Q),

N(Ad,(v)) N(Jy (u).v.u™) = N(Jy(u)).N(v).N(u™) = N(u).N(v).N(u) ™

= Aryu) > eC.N(v).)\}b(u) > e = N(v)

i na tej podstawie — stwierdzi¢, ze dzialanie dolaczone zwichrowane zachowuje Q(v) dla wszys-
tkich anizotropowych wektorow v € V*. Z drugiej strony ilekro¢ Q(v) = Ox (a dowolny wektor
jest albo anizotropowy, albo spelnia Q(v) = Ok), zachodzi Kau(v) ¢ V>, gdyz w przeciwnym razie
byloby — w $wietle wezesniejszych ustaleri — v = Ad,-1 (mu(v)) € Ad,(V*) c V*, co prowadzitoby
do sprzecznosci. Takze zatem w przypadku izotropowym warto$é (zerowa) formy kwadratowej jest
zachowywana przez dziatanie Ad. O

Ostatnie stwierdzenie w polaczeniu z definicja podgrupy P(V,Q) cT'(V,Q) oraz tozsamoscia

(3) Ad, =P,

kaze postawi¢ pytanie o surjektywny charakter indukowanego przez reprezentacje dotaczong zwi-
chrowang homomorfizmu

Ad tpg) @ P(V,Q) — O(V,Q).
Odpowiedzi na to pytanie dostarcza

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def.[2] oraz Stw.2] Ograniczenie reprezentacji dolaczonej
zwichrowanej

E.FP(V,Q) ¢ P(V,Q) — O(V,Q)

jest epimorfizmem grup.

Dowdd: Prosta konsekwencja definicji grupy P(V,Q), tozsamosé oraz TW. O

Zanim postapimy dalej w naszej eksploracji anatomii grupy Clifforda, wprowadzimy pewne
wyrdznione jej podgrupy o absolutnie kluczowym znaczeniu dla naszych rozwazaii, zorientowanych
ostatecznie na konstrukcje spinoréw — ich obecno$é pozwoli wysubtelnié relacje , dajac nam
wglad w strukture Ker@rp(w@). Oto wiec mamy

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Grupa Pin przestrzeni kwadratowej (V,Q) to
podgrupa

Pin(V,Q) = (v e Q" ({-Lie. 1)) € P(V,Q).
Jej podgrupa
Spin(V, Q) = Pin(V, Q) n CIiff(V, Q)"
nosi miano grupy Spin przestrzeni kwadratowej (V, Q).
W kontekscie poprzedniego stwierdzenia najogoélniejsze wlasnosci wprowadzonych tu grup opisuje
Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def.[d oraz Stw.[3] Podgrupy
Ad (Pin(V,Q)),Ad (Spin(V,Q)) c O(V,Q)

sg normalne.

Dowdd: Izometryczne dzialanie definiujace grupy O(V,Q) na (V,Q)
paet- =ido(v,g) + O(V,Q) — Autk(V,Q)
7
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podnosi si¢ funktorialnie do Cliff (V, Q) na mocy Tw. 5.2, przy czym
Vyeov,gy ¢ [Cliff(x), Jv] = [Cliff (x), Cliff (Py)] = Cliff([x, Pv]) = Cliff(0) =0,
wiec tez dla dowolnych v e V* jw eV oraz x € O(V,Q) obliczamy
mx(v)(w)

Jy o X(v).w.x(v)fl =xo Jv(U).w.X(’Uil)

Cliﬁ(x)(Jv(v).x‘l(w).u_l) = Cliff () o mv(x_l(w)) ,
korzystajac przy tym z tozsamosci Cliff (x)(w) = x(w) stusznej dla dowolnego w € V(c Cliff (V, Q)),
czyli — wobec Rown (3) —

A\ax(v)(w) =X0° ;‘:&U ° Xﬁl(w) ’
co pozwala nam zapisac
Ady(y v = Ady (Ad, 1)
i na tej podstawie — w bezposrednim odwotaniu do Def. (obie grupy sa generowane multyplika-
tywnie przez pewne wektory nieizotropowe w stosownej liczbie (parzystej dla Spin(V, Q)), a nadto
Qo x(v) = Q(v)) — ustali¢ pozadane relacje
¥ (R (Pin(V.Q)). K1 (Spin(V.Q))} "xe0(v.Q) ¢+ Ady(H) < H.
O

Tytutem ukierunkowania dalszej dyskusji, ktora pozwoli nalezycie wyeksponowaé grupy Pin i
Spin, zauwazmy, ze dla dowolnego skalara A € K* (i dla kazdego wektora v € V) spelniona jest
tozsamosé

P)\DU = Pv s

jesli zatem byliby$my w stanie przenormowaé¢ wszystkie nieizotropowe wektory w V' tak, by
ich norma (spinorowa, tj. zadawana przez @) byla réwna +1g, to wowczas w Swietle TW.
reprezentacja dotaczona zwichrowana ograniczalaby sie w oczywisty sposéb do epimorfizméw
Pin(V,Q) - O(V, Q) oraz Spin(V, Q) - SO(V, Q). Klopot w tym, Ze tego typu operacja wymaga
rozwigzania (w K*) ré6wnania

{(-1x,1x} 3 Q(A b v) = Ak Q(v)

dla dowolnej wartosci Q(v), co ttumaczy sie na warunek
Y pevx ElEvE{—llK,lJK} : % € { )\2 e K* | A e K~ }

Warunek ten jest (szczesliwie) spelniony dla K e {R,C}, w ogdlnosci zas dostarcza motywacji dla
Definicja 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i wprowadzmy oznaczenie

(K) = {\eK* | AeK*}.
Cialo K o charakterystyce char(K) # 2 nazywamy spinowym, jesli spelnia warunek

X X 2 X 2
K" = (K*)"u (-(K)7),
czyli
V)\EKX HMQKX : /1,2 € {—)\,>\} .

Zwienczeniem naszych dociekan jest

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnej skoniczenie wymiarowej niezwy-
rodnialej przestrzeni kwadratowej (V, Q) nad cialem spinowym K istnieja krotkie ciagi dokladne
grup

1—F — Pin(V, Q) —— O(V, Q) — 1,

Ad
1—F — Spin(V,Q) —— SO(V,Q) — 1,
8
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przy czym

V _1K7 V _1]K7 _1Ka 1K} = Z4 W p.p. ’
co pokazuje, ze grupy Pin i Spin sa centralnymi rozszerzeniami grup — odpowiednio — ortogo-
nalnej i specjalnej ortogonalnej przestrzeni kwadratowej. W szczegélnosci dla K = R i dowolnej
sygnatury (p,q) € N2\ {(0,0)}, a przy oznaczeniach Gg(p,q) = G(RP?), G € {0, SO, Pin, Spin},
otrzymujemy krotkie ciggi dokladne

o { {-1g,1x} = Z,, gdy Tk ¢K
-1

Ad
1— ZQ —> PIHR(PaQ) R OR(paq) - 17

Ad
1 — Zy — Sping(p,q) —— SOr(p,q) — 1,

w ktorych — o ile tylko (p,q) # (1,1) — podwojne nakrycia grupy ortogonalnej (wzgl. specjalnej
ortogonalnej) przez grupe Pin (wzgl. Spin) sa topologicznie nietrywialne nad Ogr(p,q) — i tak
np. podwojne nakrycie

Ad
1 — Zy — Sping(n,0) —— SOg(n,0) — 1

jest uniwersalne dla n > 3.

Dowdd: Rozwazmy dowolny element u = v1.v9.---.v,, € Pin(V,Q) z jadra homomorfizmu Ad
(okreslony przez wektory v; € Q71 ({-1xk,1k}), i € I,m). Na mocy Stw.

weK* e,
zatem — w $wietle Stw.[4] 1 samej Def.[3] -

u.Jy o Ty (u) = N(u) = N(v1).N(v2).---.N(vp,)

u.u

(-Q(v1)) % (-Q(v2)) & - & (-Q(vm)) > e € Zy > €.
Mamy tutaj dwie wykluczajace sie wzajemnie ewentualnosci:
- albo K # \/=1x, a wtedy niecodzownie u? = e©, czyli u e {-e®,eC}, tj.
Ker Ad c {-e“,eC},
poniewaz jednak
Ad,.c =idy,

przeto ostatecznie

KerAd = {-e, e} 2 7Z,,

- albo K> +/-1k, a wtedy oba znaki w powyzszej tozsamosci sa dopuszczalne, wiec

Ker Ad {1k > e’ V/1g b e, -eC, e,
a ze
V pe{o /Tl TrpeC,—eC e} ¢ Ady =idy
totez

Ker Ad = {-V-1x > eC 1k > ec,—ec,ec} =7y .

Topologia podwdjnych nakryé ma swdj aspekt elementarny, ktory odréznia nakrycia Zo —
B— B postaci B =Bx1Z, (zwane trywialnymi) od nakryé¢ przyjmujacych postaé¢ trywialng
jedynie lokalnie (nad baza B), ale tez — zwlaszcza w obecnym kontekscie — aspekt wyzszy, ktory
odroznia nakrycia n-spojne (dla n > 1) od nie-n-spojnych. Zanalizowanie tego ostatniego as-
pektu wymaga znajomosci szczegotow topologii wszystkich grup uwiktanych w tresé twierdzenia
na poziomie wykraczajacym dalece poza zakres niniejszego kursu — zainteresowanego Stuchacza
odsytamy do literatury zrodtowej, jak choéby do doskonalej monografii S. Helgasona [Hel0I]. W
niniejszym dowodzie skupimy sie natomiast na aspekcie elementarnym, wykazujac, ze podwdjne

9
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nakrycia wymienione w drugiej czesci twierdzenia nie maja struktury podwojnej kopii bazy. W
tym celu wystarczy potaczy¢ krzywa, ci@glaﬂ punkty w przestrzeni totalnej nakrycia, ktore rzutuja
si¢ na ten sam punkt bazy, a wicc np. —e® i € w Sping(p,q). Jako ze (p,q) # (1,1) (na pod-
stawie poczynionego tu zalozenia), zawsze znajdziemy wektory ej,es € RP*? spelniajace uklad
warunkow

5D (e) = 6P D (e)) mee{-1,1} A o Lywar €2.
Dla dowolnej takiej pary wektoréw definiujemy krzywa (gltadka)
v [0,5] — 015,2 : t—> (cost > ey +sint > es).(cost b ep —sint b es).
Bez trudu wyznaczamy

5](Ep’Q)(cost >ep +sint > eg) cos? t - 51(51’7‘1)(61) +sin?t- 5](;’@(62)

+2sint~cost~<I>5<p,q)(61762) =€,
E

(5(Ep’q)(cost bep —sint>ey) = cos’t- 5ép’q)(el) +sint- 5(Ep’q)(eg)

—QSint-cost~<I>6<p,q)(e1762) =€
E

i na tej podstawie stwierdzamy, ze krzywa lezy w grupie Spin,
([0, 31) < Sping(p, ),

bedacej przestrzenia totalng rozpatrywanego nakrycia. Przy tym krzywa ta laczy ze soba oba
—-1
punkty w Ad (idy),

7(0)261-61:€l>€c, 'y(g):—eg.eg:—abec,

co nie byloby mozliwe w topologii Ogr(p, q) x Zs. O

2. REPREZENTACJE SPINOROWE

Proba zrozumienia struktury podniesienia izometrycznych automorfizméw przestrzeni kwadra-
towej do jej algebry Clifforda, zrealizowana w poprzednim rozdziale, doprowadzila nas do kon-
strukcji centralnego rozszerzenia grupy obrotéw zachowujacych orientacje przestrzeni kwadratowej
i tym samym przygotowala grunt pod wienczaca nasze dociekania algebraiczne (w obecnym kon-
tekscie)

Definicja 6. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, przy czym niechaj ((V,Q),K) € {(RP4,R), (C™° C)},
iniech S € Ob Vectg. Reprezentacja spinorowa grupy Spin(V,Q) to ograniczenie (nietrywial-
nej) nieprzywiedlnej reprezentacji

p. : Cliff(V,Q) — Endg(S)
do tejze grupy
(4) Spin(V, Q) < CLff(V, Q)" < CIff(V, Q)
przy czym w przypadku ((V,Q),K) = (RP9,R) i p. rzeczywiste] méwimy o rzeczywistej repre-
zentacji spinorowej grupy Sping(p,q), a w przypadku ((V,Q), K) = (C™°,C) i p. zespolonej
— o zespolonej reprezentacji spinorowej grupy Sping(n) = Spin(C™°).

Uwaga 3. Nalezy zwrocié, ze reprezentacja spinorowa nie zstepuje do (czyli nie indukuje reprezen-
tacji) SO(V,Q), oto bowiem p_.c = —idg.

W odwotaniu do wynikéw dotychczasowych naszych dociekain mozemy bez trudu dokonaé¢ kom-
pletnej klasyfikacji wprowadzonych tu obiektow.

1Przy naturalnych zaltozeniach dotyczacych topologii rozpatrywanych grup, znajdujacych potwierdzenie w
szczegotowych dociekaniach, np. na podstawie lektury rzeczonej monografii S. Helgasona.

10
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Twierdzenie 2 (Klasyfikacyjne dla reprezentacji spinorowych /R). Przyjmijmy zapis dotychcza-
sowy i niechaj

p. : Cly  —> Endg(S)
bedzie (nietrywialna rzeczywista) reprezentacja nieprzywiedlna. Reprezentacja spinorowa
P-1sping (p.q) * SPing(p,q) — GL(S;R)
przyjmuje — w zaleznosci od (p,q) € N*? — nastepujaca postaé
e dla |¢—p|=1 mod 8 : nieprzywiedlna rzeczywista na S = Rzk, gdzie

. D, gdy ¢g—p=1 mod 8
| p-1, gdy ¢—-p=7 mod8

(spinory Pauliego);

e dla |¢—p|=3 mod 8 : nieprzywiedlna kwaternionowa na S = H?", gdzie

= D, gdy ¢g—p=3 mod8
"] p-3, gdy gq-p=5 mod8

(spinory Pauliego);

e dla |¢—p|=2 mod 8 : nieprzywiedlna zespolona na S = (Czk7 gdzie

o = D, gdy ¢g—p=2 mod8
"]l p-1, gdy q—-p=6 mod8

(spinory Pauliego);

e dla ¢g—p = 0 mod 8 : przywiedlna rzeczywista na S = S, & S_ (spinory Diraca)
rozktadalna na dwie wzajem nier6wnowazne nieprzywiedlne rzeczywiste reprezentacje na
S, =R?" (chiralne spinory Weyla);

e dla g—p =4 mod 8 : przywiedlna rzeczywista na S =S, ®S_ (spinory Diraca) rozkladalna
na dwie wzajem nieréwnowazne nieprzywiedlne kwaternionowe reprezentacje na S, = H2
(chiralne spinory Weyla).

Przy tym w przypadku ¢ —p =3 mod 4 wynik powyzszej indukcji reprezentacji grupy Spin nie
zalezy od wyboru nieprzywiedlnej reprezentacji algebry poétprostej Clﬁq

Dowdd: Zwazywszy Rown. , kluczows role w dowodzie odgrywaja izomorfizmy (zapisane dla
dowolnych p, k € Z, dla ktoérych zapis ma sens)

CIE0, | o = CIF (2p+iky

p,p+1+8k = D, p+8k =

Clp p—-1+8k = Clp p—-2+8k = R(2p71+4k) )

CI20 ~CI® (2p+aky |

p,p+3+8k = D, p+2+8k =

Clpp 3+8k = Clpp 4+8k = H(2p 3+4k)

Clp p+2+8k = Clp p+1+8k = C(2p+4k:)

Clpp 2+8k = Clp p—3+8k = (C(zp—1+4k) )

Clp p+8k = Clp p-1+8k = R(2p+4k) ® R(2p+4k)

Clp p+a+8k = Clp p+3+8k = 2 H(2P**) @ H(2P+F),
11
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odczytane wprost ze Stw.4.3 (i) oraz z (dowodu) Tw. 7.5 po przywotaniu tezy Stw.7.3. Wobec
powyzszego pozostaje upewnicé sie, ze ograniczenie nieprzywiedlnych reprezentacji odnosnych (pro-
stych) algebr macierzowych do zawartych w nich w sposob wlasciwy grup Spin nie prowadzi
do pojawienia si¢ podprzestrzeni niezmienniczych wzgledem obrazu ograniczenia w grupie lin-
iowej przestrzeni reprezentacji w obrebie tychze przestrzeni, a ponadto — ze w przypadku, gdy
odno$ne parzyste podalgebry Clifforda sa polproste, ich nierébwnowazne reprezentacje pozostaja
nieréwnowaznymi po ograniczeniu ich do grup Spin. Oba te fakty wynikaja jednak wprost z tego,
ze Sping(p,q) zawiera addytywna baze Cl;lf’g, a okreslenie reprezentacji na takowej bazie w pelni
charakteryzuje te reprezentacje, oto bowiem réwnowaznosé dwoch reprezentacji (ograniczonych)
ewaluowanych na bazie addytywnej implikowataby ich réwnowaznos$é w ogélnosci, a do tego niezmi-
enniczos¢ S wzgledem reprezentacji ograniczonej do podstruktury zawierajacej owa baze imp-
likowaltaby bezposrednio jej niezmienniczos¢ wzgledem reprezentacji sprzed ograniczenia. Rozklady
reprezentacji nieprzywiedlnej algebry Clifforda na sume prosta wzajem nier6wnowaznych reprezen-
tacji spinorowych w przypadkach ¢ —p=0 mod 4 jest bezposrednia konsekwencja Stw. 8.12.

Na koniec zajmiemy sie niezaleznoscia wyniku opisanej indukeji reprezentacji grupy Sping (p, q)
od wyboru nieprzywiedlnej reprezentacji algebry potproste;j le,q. Oznaczmy jako

i3 Cli,p+3+8k - H(2p+4k)» i Cl;,p—usk = R(2p+4k)

izomorfizmy (7.8), po czym zauwazmy, ze w $wietle Rown. (7.7) zachodzi tozsamosé

Clyg={ 7+ Jrowa(r) | 7 €ClL,

a poniewaz na mocy Stw.7.2 Jgp+a jest izomorfizmem miedzy algebra Cl;yq i Cl,,, przeto
reprezentacje

- 4 op+ak
Pdef © tg © Jrera = Cly g g — Endg (H )
oraz
— . + 2p+4k
Pdef © L7 © JRrpta Clp’p,lJrgk — EHdR(R )
sa nieprzywiedlne, a zatem — wobec prostoty Cl;;’ 4 — hieodzownie
- +
Pdet © Lf, © Jrp+a ~ paet oy, k€ {3,7},

mimo wiec relacje — orzeczong w Stw.8.11 (i) — p4 ¢ p-, stwierdzamy istnienie splataczy xs €
EndR(HQPMk) oraz xr € EndR(RQPMk) speliajacych warunki

p-(vs + Jrrea (7)) = paet © 1y, © Jrwea (1) = Xk © paer © 1 (7+) © X5

Xk © p+('y+ + Jrp+a (’Y+)) ° X;l )
czyli

p-los, ~ peloy, -

Twierdzenie 3 (Klasyfikacyjne dla reprezentacji spinorowych /C). Przyjmijmy zapis dotychcza-
sowy i niechaj

p. + CIS — End¢(S)
bedzie (nietrywialna zespolona) reprezentacja nieprzywiedlna. Reprezentacja spinorowa
p- rSpinC(n) : Spln((:(n) - GL(Sa (C)
przyjmuje — w zaleznosci od n € N — nastepujaca postac

n-1
e dla n € 2N +1 : nieprzywiedlna zespolona na S =C? > (spinory Pauliego);

12
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e dla n € 2N : przywiedlna zespolona na S = S, ®S_ (spinory Diraca) rozkladalna na dwie
wzajem nieréwnowazne nieprzywiedlne zespolone reprezentacje na S, = c2?” (chiralne
spinory Weyla).

Przy tym w przypadku n € 2N + 1 wynik powyzszej indukcji reprezentacji grupy Spin nie zalezy
od wyboru nieprzywiedlnej reprezentacji algebry potprostej CIS.

Dowdd: W pelni analogiczny do dowodu Tw.[2] O

Jest calkowicie jasnym, ze przedstawiona tu dyskusja reprezentacji spinorowych stanowi led-
wie wprowadzenie do teorii reprezentacji grupy Spin, przynoszacej — m.in. — odpowiedZ na py-
tanie o kompletna klasyfikacje wszystkich nierownowaznych nieprzywiedlnych jej reprezentacji oraz
piericienia tychze reprezentacji. Szczegélowe studium struktury tego ostatniego, ktoére z racji
fundamentalnej roli, jaka nieprzywiedlne reprezentacje grupy Spin odgrywaja w modelowaniu
pol fizycznych, powinno byé przedmiotem kazdego umotywowanego fizykalnie wyktadu z teorii
grup i algebr (Liego), pozwala wyr6zni¢ reprezentacje spinorowa jako jego elementarny generator.
Doskonalym zrodtem intuicji i podstawowych konstrukeji w tym zakresie jest monografia Cartana
[Car38al [Car38h].

3. SPINORY CZYSTE I FLAGI ZEROWE — STUDIUM PRZYPADKOW

Konstrukcje algebraiczne napotykane w kategorii przestrzeni kwadratowych majg zazwyczaj
naturalng i czytelna interpretacje geometryczna, ktéra zasadza sie na intuicji dotyczacej po-
jeé ,dhuglosci wektora”, ,kata miedzy wektorami”, obrotu wektora” i ,odbicia wektora w hiper-
plaszczyznie”. Idac tym tropem, mozemy zadaé pytanie o geometryczny aspekt konstrukeji spinora,
rozumianego jako wektor z przestrzeni reprezentacji grupy Spin nakrywajacej grupe obrotow
przestrzeni kwadratowej. Pieknej w swej naturalnosci i prostocie odpowiedzi na tak postawione py-
tanie (cho¢ nie wyczerpujacej denotatu, a to z racji istnienia spinoréw nie-czystych (sic!)) udzielit
E. Cartan we wspominanej juz wczesniej monografii [Car38al, [Car38b] poswieconej spinorom.
Odpowiedz te doskonale uzupelnia konstrukcja R. Penrose’a przedstawiona w trakcie konferencji
Battelle Rencontres, a spisana w [Pen6§].

3.1. Spinor czysty Cartana. Na obecnym etapie mamy z jednej strony przestrzen kawadra-
towa (V,Q), zanurzona w odnosnej algebrze Clifforda Clff(V,Q), w ktorej emulujemy izome-
trie za posrednictwem grupy Spin(V,Q) c Cliff(V,Q), a z drugiej — przestrzen S reprezentacji
spinorowej tej ostatniej, catkowicie niezalezng a priori od V. Okazuje sie, ze w pewnych szczegol-
nych okolicznosciach mozna wprost ,zrealizowa¢” niezerowe wektory izotropowe z V' w nosniku
reprezentacji S 1 stowarzyszy¢ z nimi spinory. Taka jest idea konstrukcji Cartana, ktora przed-
stawiamy ponizej. Caltkowicie ogolna i szczegdlowa jej analiza wykracza poza ramy niniejszego
kursu, jednakowoz jej znaczenie w budowaniu konkretnej geometrycznej konotacji dla abstrak-
cyjnego pojecia spinora stanowi dostateczng motywacje chocby tylko dla wnikliwego przesledzenia
tej konstrukcji na wybranym przyktadzie, co czynimy ponizej. Konstrukcja ta jest zorganizowana
wokot

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Def.[[[i[f] Spinor czysty to wektor z przestrzeni reprezentacji
spinorowej grupy Spin(V, Q) anihilowany przez obraz 3% (W) c Cliff(V, Q) dowolnej maksymalne;
podprzestrzeni Q-zerowej W c V.

Przechodzac do konkretnej realizacji, rozwazmy przestrzen kwadratows RY:2, dla ktorej 01152 =
C(2) = Endc(C*?), a skoro tak to pg : Spin(R?) — Endc(C*?), co pozwala traktowaé wektory
z C*? jako pinory RY? (Pin(R'?) zawiera addytywna baze algebry Clifforda C(2)). Wéréd nich
sa spinory, odzworowywane w siebie nawzajem przez Pin(R1?) c (R12). Poszukamy ich w obrazie
RY2* < {0} w C*, ktory skonstruujemy w nastepnym kroku. Oto wiec rozwazmy wektory

v=(t,z,y) e RH? < {(0,0,0)}
13
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0 normie
5](31’2)(1)) =12 a2 -2,
Ilekro¢ v jest izotropowy,
552 () = 0,

mozemy — wobec warunku t # 0 (ktorego niespelnienie implikowaloby réownos¢ v = (0,0,0)) —
wyciagnaé pierwiastek kwadratowy” z wektora v wprowadzajac wektor

[ & 2
5:(52)€C

o sktadowych spelniajacych uktad warunkdéw

§-g=v
() €F+ &5 =iy
2618 =it

Istotnie, otrzymujemy woéwczas tozsamosé
12— a® -y = 4G - (6 - )7+ (6 + €)= 0.

Rozwiazanie ogélne powyzszego uktadu ma postaé

( & ): ‘1 :v+2iy €1,e0 € {-1,1}
o ) ) i )

13 £g/ S

przy czym wybieramy wspdlng dla obu skladowych galaz funkcji /-, dla ktérej /-1 =i. Znaki

€a, @ €{1,2} zwigzane sa warunkiem

sign(t)[t] = t = ~2i€165 = —iere9\/~a2 — Y2 = £169VE2 = £169]t]

z ktoérego wyprowadzamy relacje

g9 =1 -sign(t).
Ta pozwala ostatecznie zapisaé¢ rozwiagzanie
& \/%T
(6) (52):5 - | ee{-1,1},

sign(t) /=5
czyli — jesli wprowadzi¢ pomocnicza notacje zespolong z =z +iy € C, w ktorej z=z - iy —

z

SEAN 2 . e f—
(52 )_E( sign(t)i\/g )—.f(v), ee{-L.1).

Zauwazmy, ze znak & nie moze by¢ ustalony w spos6b niesamosprzeczny jednoczesnie dla wszyst-
kich wektorow izotropowych, oto bowiem przy obrocie o kat ¢ w plaszezyznie { (0,z,y) | =z,y¢
R } (zachowujacym wektory nieizotropowe), przy ktorym skltadowe wektora v transformuja sie
wedle formut

v=(t,2) — (t,e ¢ 2) =t Ry(v),

sktadowe spinora podlegaja transformacji
5

e
() ) e =erm).
W szczegolnosci pod wplywem pelnego obrotu, ¢ = 27, nastepuje odbicie
§(v) — lim §(Ry(v)) = =¢(v).

Mamy przeto nieusuwalng niejednoznacznosé

RY2* < {0} 3 v +—> ££(v) e C2,
14
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przy czym odwzorowanie ¢ okresla injekcje RV2* \ {0} — C*?/(Z/27Z). Jak scharakteryzowaé
algebraicznie jego obraz?

Podane przez nas rozwiazanie problemu ,wyciagniecia pierwiastka kwadratowego z wektora”
ma swoja zgrabna (1 w pelni rownowazng z powyzsza) realizacje macierzowa, do ktorej omoéwienia
przejdziemy obecnie. Oto wiec z wektorem v stowarzyszamy w sposob R-liniowy macierz

t iz
v(v) := ( — ) =t>vy(eg) +z>y(er) +y>y(e),

otrzymujac przy tej okazji trojke macierzy

(3 4) {2 1) et )

odpowiadajacych wektorom bazy standardowej. Zauwazmy, ze spelnione sa tozsamogsci

’7(60)2 = 1p= (5](3172)(60) > 1y,
y(e)? = -1y= 61(3172)(61) > 1y,
’7(62)2 = -1p= (51(3172) (62) > 15

oraz

{v(e0),v(e1)} =02, {7(e0),v(e2)} = 02, {v(e1),v(e2)} =02,

czyli w sumie — dla dowolnych wektoréw v, = v¥ > e, € R®, ae{1,2} —

(7) {r(vi);7(v2)} = vi'oy {y(en)v(en)} = 2500 (vi,v2) > 12
Stwierdzamy zatem, ze v jest kanonicznym odwzorowaniem Clifforda
(8) vt R C(2) 2O,

a do tego spetnia warunek strukturalny
VUER1,2 : det(g) ’y(v) = —Q(U) .

Rozwazmy nastepnie wektor £(v) € C? przyporzadkowany — wedlug opisanego schematu —
wektorowi izotropowemu v € R1? oraz macierz y(v) stowarzyszona z tym ostatnim. Jak wynika
wprost z konstrukcji, zachodzi réwnosé

swmese=( g 24 Yo(8)=(1).

a poniewaz Kervy(v) # C2, przeto dla ustalonego (dowolnie) izotropowego wektora v € R:2
rO6WNOos¢
o) soe-( o )
wyznacza (kierunek) ¢ e C2. Istotnie, wobec réwnosci
det(g)v(v) = 5(E1’2)('U) =0

mamy nieréwnosé

dim¢ Kerv(v) >0,
a zarazem — jedli tylko v # (0,0,0) — prawdziwa jest tez nierdwnosé

dim¢ Kervy(v) < 2,
ktorych koniunkcja daje nam pozadany wynik:

dim¢ Kery(v) = 1.
Przywotawszy Def.lﬂ, domniemywamy, ze powyzszy & € Kery(v) \ {Ocx2} jest spinorem czystym

stowarzyszonym z maksymalng podprzestrzenia 6&1’2) -zerowg (V) C RY2. Azeby potwierdzi¢ to
15
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przypuszczenie, musimy jeszcze przekonac sie, ze wektory tej postaci rozpinaja przestrzen reprezen-
tacji grupy Sping(1,2). W tym celu rozpatrzymy transformacje macierzy v(v) indukowane przez
standardowe dziatanie grupy SOg(1,2) na (dowolnym) wektorze v za posrednictwem odwzorowa-

nia . W swietle TW.wystarczy zbada¢ zachowanie tejze macierzy pod wplywem zlozenia dwdch
odbi¢ v w plaszczyznach 5(E1’2)—0rtogonalnych do dwoch wektoréw nieizotropowych. Obliczamy
zatem — dla dowolnego € {0,1,2} —

(P, (v)) = y(u-%g’”(eﬁ)*l-@6]9,2)(1;,@)»%)

() =265 (en) - By (v,0) ()

= () =05 ()™ b ((0),7(ep)} © Y (ep)

() =05 (eg) ™ > (v(v) @ Y(ew) @ 1(em) +1(em) ©7(v) @ 1(en))

= () =35 (@)™ > (552 (e) & 1 (0) + () ©7(v) @y (ep))

= =05 (em) ™ o y(en) ©7(v) © 7 (ex) = ~Ady(e) ((0)) = Rdyepy (1(0)

i na tej podstawie (P, oPc, € Or(1,2), zatem P, oP. (v)e€ RY2X < {0})

Y(Pe,, ©Pe, (1)) = Ady e o (e (V(V))
co oznacza, ze dla dowolnego £ = £(v) € Kery(v) jak wyzej jest

’Y(eu) ) ’}/(61,) f(v) € Ker (Ad'y(e“)e'y(ey)(’)/(v))) = Ker’Y(Pe“ o Pey (U)) s
tj. przetransformowany &-obraz wektora jest wyrdznionej przez nas postaci.
Uwzgledniajac réwnosé @ definiujaca kierunek £(v), postulujemy

(10) E(Pe, (1) = A(Pe) > v(ep) @€(v)
dla pewnego przyporzadkowania
A+ {Pey, Pey, Pey } — CY/(Z)2Z)

(rozumianego — w oczywisty sposob — jako odzwierciedlenie nieusuwalnej niejednoznacznosci znaku
spinora). Postulat sprawdzamy w bezposrednim rachunku:

V(Per (1)) ® (A(Pe,p) & v(e) @ £(v)) ~A(Pe,) > Ady ey (7(v)) @ y(em) @ €(v)

~A(Pe.) > v(ep) @ v(v) @ &(v)

0 0
e eaene( o )-( 1)
z ktorego — zgodnie z oczekiwaniem — wynika

VUE(;I(;,?)*I({O}) VEEKCI"’}/(’U) : )‘(PEI) > ’Y(eﬁ) © €(U) € Ker’Y(PEH(U)) ’
a poniewaz, jak uzasadniliSmy wczesniej,
dimc Ker’y(PeF(v)) =1,

przeto poszukiwane skalary A(P..) istnieja. Naturalnym wydaje si¢ przy tym pytanie, czy przy-
porzadkowanie A rozszerza si¢ do homomorfizmu grup
X : Or(1,2) — C*/(2)27)
ciagltego wzgledem standardowej topologii na grupie Liego Ogr(1,2). Przypomnijmy: grupa ta ma
cztery spojne skladowe: podgrupe SOg(1,2)* odwzorowan zachowujacych kierunek czasu ey oraz
orientacje w przestrzeni (ei, e2)p (tzw. ortochroniczng specjalng grupe Lorentza) oraz jej translaty
PZ(? ’ P211 ’ SOR(L 2)+7 (nOa nl) € {(13 O)a (07 1)7 (17 1)}5 tj'
O]R(l,2) = SOR(172)+ (] PE[] -SOR(172)+ (] Pel -SOR(172)+ (] Pe() . Pel 'SOR(1,2)+ .
16
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Na tym etapie mozemy przywotaé¢ tozsamosé
(11) Pe,oPe. =idgiz,

aby wyznaczy¢

£(v) E(Pey 0 Pe(0)) = AM(Pe)® & v(ep) @ y(em) © £(v)

A(Pe)® 057 (e)  £(v).
Zwazywszy nieusuwalna Zs-niejednoznacznosé w formule @, wywodzimy stad warunek

Me{-1,1}.

Przyjete wczedniej zatozenie o ciaglym charakterze poszukiwanego rozszerzenia A implikuje statosé
tego ostatniego na kazdej z czterech spojnych sktadowych Og(1,2). Azeby wyznaczyé¢ X dla
poszczegdlnych sktadowych, wystarczy zbadaé¢ warunek w bezposrednim odwotaniu do relacji
(5). Na podstawie oczywistych rownosci

e &)-( % )-eo.
7(61)@( 2; ):( :gj )::5(1)7 7(62)6( g; ):( _é‘éf ):15(2),

z ktorych wyprowadzamy reguty transformacyjne

g
(taxvy) — (_tax,y) EPeo(t,xay)a

g™
(t,x,y) — (—t,z,—y) = _P€1 (t,x,y) )

g™
(t,:z:,y) — (—t,—:z:,y) E_Pe2(t7xay)a
stwierdzamy, ze

/\(Peo) =1= _>‘(P€1) = _)‘(Pez)v

a stad juz wprost wyprowadzamy

Alsos(1,2)+ =1 =Alp, 50:(1,2) > Alp. 80s(1,2)r = =1 = Alp_ P, :50:(1,2)* >
przy czym zamiast e; moglibySmy z jednakim skutkiem uzy¢ es, co niezaleznie potwierdza sen-
sowno$¢ przyjetego przyporzadkowania. Takie przypisanie wartosci generatorom grupy Og(1,2)
jest spéjne z poczynionym przez nas na wstepie zalozeniem o homomorficznym charakterze X,
oto bowiem dla dowolnych par (mg,m1), (ng,n1) € {0,1}*? z jednej strony zachodza relacje al-
gebraiczne (wynikajace wprost z relacji przemiennosci [P, ,Pc,] =0 w polaczeniu z tozsamoscia

(1))
P70 . P . SOR(1,2)" - PT0 - PP . S0g(1,2)" € PI0*M0 . Pt . S0 (1,2)"

z drugiej zas — homomorficzno$é A wymaga

Alprmo.pri 80, (1,2) P10 PL1.80(1,2)+ = ATPI0.pr1 505 (1,2)+ " AMPro.pr1 505 (1,2)+

= (—1)m1 . (—1)”1 = (—1)m1+’ﬂl = )\FPL%OMLQPZ?*-TLI~SO]R(1,2)+ .

Na zakonczenie zauwazmy, ze transformacje {(v) — +7v(e,) ® £(v), indukowane przez odbicia
P.e,, sa nierozroznialne na poziomie wektorowym, oto bowiem

Y(P-e, (v)) (v =268 (—ez) ™! " ®s0.9 (v, —ep) > (—ep))

’y(v - 25](31’2)(eﬁ)_1 . @6](31,@ (v,ep) > eﬁ) = fy(Peu (v)) .
17
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To samo dotyczy kazdej innej pary odwzorowan indukowanych przez transformacje ortogonalne
w RY2, a rozniacych si¢ o znak. Fakt ten stanowi jawne odzwierciedlenie istnienia obu krétkich
ciggow dokladnych grup, o ktorych mowi Tw.[I]

W podsumowaniu naszego studium mozemy skonstatowaé, ze oto naturalna geometryzacja al-
gebraicznej konstrukeji spinora (czystego) w sygnaturze (1,2) (bedacego spinorem wérdd pinoréw
C*) jest wektor izotropowy, ktéry jednoznacznie reprezentuje klase spinora w C*?/(Z/2Z) wzgle-
dem relacji £ ~ -€.

3.2. Flaga zerowa Penrose’a. Zagadnienie do samodzielnego opracowania. Kto pierwszy?

4. F1ZYCZNE (KRYPTO—PROHILBERTOWSKIE) REALIZACJE SPINOROW

Dotychczasowe nasze rozwazania byly prowadzone spéjnie z prostym obrazkiem matematy-
cznym, w ktorym pinory to elementy przestrzeni reprezentacji nieprzywiedlnej grupy Pin(V,Q),
spinory za$ — elementy przestrzeni reprezentacji nieprzywiedlnej grupy Spin(V, Q) (patrz chociaz-
by: [Har90]). W szczegdlnosci spinory skretne — tak nad R, jak nad C — pojawiaja sie naturalnie
w rozkladzie przestrzeni pinoréw, czyli bi-spinoréw, ktore okresliliémy uprzednio tradycyjnym
mianem spinoréow Diraca. W tej sytuacji znajduje odzwierciedlenie ogodlniejsza zasada: Spinory
mozemy indukowaé z pinoréw poprzez ograniczenie do przestrzeni niezmienniczej wzgledem dzi-
alania parzystej podalgebry odnosnej algebry Clifforda.

Fizycy maja oczywista namietnosé¢ do kategorii Vectc i, konsekwentnie, zespolonych reprezen-
tacji rozwazanych algebr. Z tego to powodu najczesciej rozpatruja odmienny od beznamietnego
(a logicznie czystszego) matematycznego schemat konstrukeji reprezentacji grupyﬂ Spin(RP9),
ktory przedstawiamy ponizej (zasadniczo) za [BT88|. Punktem wyjscia jest przywolanie funktora
kompleksyfikacji z Tw. 13-14.6:

Cl;lf,q — Cl;lf,q or C= cﬁff(Rp,q ®r (C) =€

p+q>

ktory pozwala nam utozsamic¢ rzeczywista algebre Clifforda le’ q % Jej wiernym obrazem Cl;lf_’q ®Rr
(1,0) w modelu Clﬁq ®r C zespolonej algebry Clifforda Clgﬂl i, w zgodzie z tym utozsamie-
niem, indukowa¢ reprezentacje grup: Pin(RP?) c Cl;liq z reprezentacji Cl(;q i Spin(RP?) c 0152
7 reprezentacji lefq. Oczywistym fizykalnym awantazem tej konstrukcji jest jej immenentna

zespolonodé. W rzeczy samej, reprezentacja zespolona algebry Clgfqo ) to homomorfizm algebr
p: Clgfg N Endc(V), czyli taki homomorfizm algebr p : Cl;(;((? ) Endgr(V), ktorego obraz

jest w komutancie struktury zespolonej I € Endg (V). Do tego ostatniego naleza w szczegdlnosci
endomorfizmy realizujace elementy podzbior Cl;lf,go) ®r (1,0) c Clgf(? ). Ponadto ilekro¢ p jest
wierna (czyli Ker p = {0}), wlasnos¢ te¢ ma takze

Pind = prm”;ff)@mu,o) .

Analogiczny wniosek dotyczy (nie)przywiedlnosci: Istotnie, zachowywanie podprzestrzeni C-liniowej
W cV przez ,0(01;13510) ®r (1,0)) implikuje

p(CIEOYW) = p(C o CED &z (1,0))(W) = C b p(CLED @ (1,0)) (W) cCo W = W.

p+q
Zyskujemy zatem naturalny mechanizm indukcji zespolonych reprezentacji wiernych i nieprzy-
wiedlnych Cl;li(qo) z takichze reprezentacji Clg’go).

Azeby moc postapié dalej w naszych rozwazaniach, czyniac je ilosciowymi, wprowadzimy
Definicja 8. Niechaj 2 € ObAlgy i V € ObVecte, a nadto niech p : A — EndcV bedzie
reprezentacja zespolona. Reprezentacja zespolenie sprzezona (wzgledem p) to reprezentacja

pA— End@v,
okreglona na przestrzeni C-liniowej V =V wyposazonej w dzialanie
5:CxV—V: (\v)— Abv=Abu,

2w przypadku grupy Spin(C*™) od samego poczatku wszystko jest w najlepszym porzadku.

3 Nie jest to, rzecz jasna, podalgebra nad C.
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dana wzorem — zapisanym dla dowolnego a € 2 —

A(a) = p(a),
w ktérym stosujemy nastepujaca notacje: Dowolnemu y € Home (V, W) odpowiada ¥ € Home(V, W)
o wlasnosci definiujacej X (v) = x(v).

Przyjawszy na przyszlo$é bardziej przejrzysty zapis, w ktéorym element v przestrzeni V z

dzialaniem > jest oznaczany jako v, powyzsza wlasno$¢ zapiszemy jako X(v) = x(v). Warto
zwroci¢ uwage, ze dowolna baza {e;}, 755, D = dimc V' przestrzeni C-liniowej V' jest zarazem
baza V, ktorej wybor pozwala ustali¢ prosta relacje miedzy macierzami x i ¥ na podstawie
bezposredniego rachunku:

Xi;>€5 = X(€:) = x(€ei) = Xij > €5 = Xiz>€; -

Ta relacja to relacja sprzezenia zespolonego,

(12) Xl as = Dt as -
Jest tez — dla dowolnych AeC i veV —
A> x (@) = (A x)(v) = A > x(v) = Ax(v) = XX (D),

czyli
(13) AD X = ABY.

Powyzsza definicja pozwala stowarzyszyé¢ z reprezentacja indukowana pinq z danej wiernej
reprezentacji nieprzywiedlnej

Cly = Cly @ (1,0)C CIF, &5 C2 CIS

ptq

Pind

Endc(P)

na przestrzeni C-liniowej (zespolonych pinorow) P dwie reprezentacje Cl;cﬂqz kompleksyfikacje jej
samej (patrz: Stw. 15-16.2)

Paa ¢+ (CLL, = (1,0)) ®r C = CI},, — EndcP

Ptq
oraz kompleksyfikacje reprezentacji wzgledem niej zespolenie sprzezonej

Pind(c : Cl;&q —> End¢P.

Pierwsza z nich okazuje sie by¢ tozsama z p, oto bowiem dla dowolnych ~¢ € Clﬁq iXeC
indeksowanych przez zbior (skonczony) 1, N 314 zachodzi

Pina(Y ®X) = A v pina (1) = A > (7" @2 (1,0)) = p(Ai > (7 @R (1,0))) = (7' ® Ai)
a to z tej racji, ze p jest homomorfizmem C-algebr. W nastepnej kolejnosci przekonujemy si¢ o
wiernosci i nieprzywiedlnosci pmac. W tym celu liczymy, dla 7* i \; jak wyzej a wobec i
dopiero co udowodnionej tozsamosci,

ABPna(7") = Aibpima(7?) = Abp(7 @k (1,0)) = A > p(7 @& (1,0))

Pnd (7' ® Ai)

p(7i ®r ;)
i na tej podstawie stwierdzamy:
o Pna (V' ®XN)=0 = p(vierAN)=0 <= p(Y'®A)=0 = '@\ =0
(wobec wiernosci p), ale to <= Re(\;) >+ =0=-Im(N\;)>y" <= '@\ =0;
o Pina (V' @N)(W) = p(v@r M) (W) = p(v'@r Mi)(W) c W = p(y' & Ai)(W) c
w. o
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W dalszej czesci naszych rozwazan ktadziemy p + ¢ € 2N (pozostawiajac analogiczng analize
dla p+¢qe€2N+1 do wykonania zainteresowanemu Czytelnikowi). W tym przypadku nasz model
+q

Clﬂiq QrC = (wa = (C(QPTHI) jest pelng algebra macierzowa i p ~ pger na C2 > | patrz: Tw. 15-16.2.

Zauwazmy tez, ze wiernos¢ i nieprzywiedlno$é pger ~ p = p‘&d implikuje — w $wietle powyzszego
— wiernosé i nieprzywiedlnosé pmac, stad zas wywodzimy — na gruncie Tw. 15-16.1 (i konstatacji
prostoty C(2°2")) — istnienie C-liniowego izomorfizmu
cC: PP

o wlasnosci

. C —C
(14) vVgClﬁ,q@RﬁC : Co pind(')/) = Pind (7) ° Cv
czyli splatacza dla tej pary reprezentacji. Wobec tozsamosci

X2 °X1=X2°X1;
ktorej stusznosei dla dowglnych x4 € Home(Va,Vay1), A € {1,2} dowodzimy w bezposrednim
rachunku (w ktorym v e V):

Xzox1(0) = x2 0 x1(v) = x2(x1(v)) =2 (x1(v)) = X2(x1 (V) =Xz o X1 (9)
splatacz ten spetnia réwnosé
Copia(7) =Coply() = Pmat (1) 0 C=Pina"(7) o C,

a poniewaz — jak pokazaliSmy wcze$niej —

Pma (7' ® i) = p(v @A) = pSq (v @R ;)

przeto oznaczywszy 7' ®g \; = 7, przepisujemy te ostatnia w postaci

Commi®(7) ZMof:pﬁd(’i)oi

W sumie wiec zachodzi
Pina(7) 0 (CoC) = Coprua®(7) o C=(CoC)opiqa(7),

czyli Co C splata p(icnd z soba samg, ta wszakze jest nieprzywiedlna, co na mocy Stw.15-16.4
pozwala wnioskowaé o istnieniu liczby A € C* spelniajacej warunek

CoC=Ab>idp.
Oznaczmy, dla dowolnego u e C*,
Co=p'5C : P—P : v p '5C(v),
a wtedy — wobec C-liniowosci C —

CoCu=p5Co(p'5C)=p 1o Co(p'5C) =|u[*>CoC= ﬁ > idp,

jesli zatem wybierzemy € v\, to otrzymamy

_ A :
CMOC“—WbldP,

skoro jednak

COK:EOC:/\DidP:XEidF,

to jest
AC=Co(Apidp)=Co(CoC)=(CoC)oC=ApidsoC=A5C,
czyli
A=,
a zatem

C,oC,=cridp, ce{-1,1}.
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Rozwazymy teraz po kolei oba mozliwe przypadki, bioragc pod uwage powyzszy splatacz znormal-
izowany i opuszczajac w dalszych rozwazaniach indeks p.

4.1. Przypadek ¢ =+1. Dowolny pinor w € P ma rozktad
w=wy +w_, wizé(wif(ﬁ)),

w ktérym — gwoli przypomnienia — w jest tozsamy z wektorem w € P, ale jest elementem modutu
zespolenie sprzezonego P. Zarazem

Cws) = (C(w) +w) =

1
2
i, analogicznie,

czyli
wyeS*={weP|Cw)=1+w}.
Przy tym nalezy zauwazy¢, ze operator
K:=ipe End¢ P
spelnia — z racji C-liniowosci C — tozsamosci:
C(K(ws)) = Clivws) =i5C(w,) = —ibC(wx) = —i > C(wx) = —i > Clwy) = Fi > ws = #i > wy = FK(wy),
przeto ogranicza sie do odwzorowania R-liniowego

Klgs : S* —> S7,

a wobec tego mamy rozktad

(15) pP=5* SRy S
nad R. Tym sposobem istnienie C indukuje realifikacje przestrzeni pinoréw
P=S"eirS".

Zauwazmy dalej, ze dla w, € S* a przy poprzednich oznaczeniach otrzymujemy, na gruncie
wczesniejszych wynikéw, relacje

C(Ni> p(v @k (1,0))(ws)) = Cop(v' ®r A)(ws) = Copha(7)(we) = Pma” (7) 0 C(w.)

= #pma- (M) (W2) = £AFPma(V) (Wr) = £A\iBpina(v) (W2 )

= im(@) =)\ b pind(’yi)(wi)

=X > (i ®r (1,0))(w.),
ilekroé¢ wiec A=, 1 tylko wowczas

C(Aivp(v' ®r (1,0))(ws)) = £A; > p(vi @r (1,0))(w.),

czyli
Pia(Y) = pina(7) tg= € Endg S*
dla v e le’q. Konstatujemy, ze wzgledem rozkladu zachodzi
Pind = Pind ® Pind
gdzie
pia + Cly  —> Endg S*,

przy czym zardéwno dziedzina, jak i przeciwdziedzina sg tutaj R-algebrami, zatem konstatacja ma
sens w Algp. Zarazem stwierdzamy, ze

Pina(V) o K(wy) = pina(7) o K(wy) = p(y @k (1,0))(i > wy) =i > p(y @r (1,0))(w.)
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= 1> pina(Y)(we) =i e plha (V) (ws) = Ko plia (1) (ws)
a poniewaz K € Isogr(S*,57), przeto mamy réwnowaznosé
p;nd ~ piJrnd
z K w roli splatacza. Ostatecznie zatem zespolona reprezentacja pinq rozklada sie w obrazie
realifikacji P na dwie kopie reprezentacji rzeczywistej pi. 4,

Pind = piJrnd ® piJrnd
i—co za tym idzie — pj.; jest reprezentacja (rzeczywista) wymiaru
dim pj, 4 = 5 dimg P = dim¢ P

W rozpatrywanych okolicznosciach: p+q € 2N bez trudu identyfikujemy na podstawie wcze$niejszych
wynikow klasyfikacyjnych sygnatury, dla ktorych mozliwa jest pojedyncza reprezentacja pinorowa
— sa to sygnatury spelniajace warunki

p-q¢=0,6 mod 8.
To dla nich zatem mamy relacje

CoC=+idp.

4.2. Przypadek ¢ = -1. Rownosé
(16) —
implikuje

|det (gime py C* = (~1)4me

z ktorej wyprowadzamy ograniczenie

1
dime P € 2N

Jak sie okazuje, C indukuje wowczas na P strukture kwaternionows. . .

Azeby sie o tym przekonaé, potraktujemy P jako 4n-wymiarowa przestrzen R-liniowa (czyli ten
sam zbior, na ktorym dziata cialo bazowe R i w ktorym w e P i i>w sg (R-)liniowo niezalezne),
a na niej okredlimy odwzorowania R-liniowe

J:PO:w»ﬁ@, K:PQO:wr—ibw.
Bez trudu sprawdzamy pozadane relacje:
1(w) = C(J(w)) = C(I(w)) = T(Clw)) = Co C(w) = ~idp(w),

czyli

J? = -idp,
oraz

K2 (w)=ie (K(w))=zi> (ivw)=i">w=-idp(w),

czyli takze

K2 = -idp,

a nadto

JoK(w) = J(ivw)=C(i>w)=iEC(w) =i> C(w) = -i> C(w) = -Ko J(w),
tj.
JoK+KolJ=0.
Czworka endomorfizmow (R-liniowych):

{idp,1:=JoK,J,K}
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zadaje zatem na P zaanonsowang wczesniej strukture kwaternionowa. Ta pozwala okresli¢ dzi-
alanie

PxH—H : (w,(a,b,c,d)zq)'—>al>w+bl>I(w)+cl>J(w)+dl>K(w)zw<1q7

patrz: Dodatek 13-14.A, ktore wyroznia klase endomorfizméw kwaternionowych Endpgerr P c
Endgr P poprzez narzucenie warunku

abx(w)+bl>X0|(w)+cl>X0J(w)+dl>K(w)Ex(wdq)éx(w)<1q

= abyx(w)+b>lox(w)+cr>Jox(w)+dpKox(w)
dla dowolnego ¢ = (a,b,c,d) € H, rownowaznego koniunkcji warunkow
xoJ=Joy A xoK=Koy,
ktore przepisuja sie w postaci

x o C(w) = x(C(w)) = Cox(w) = C(x(w)) = Cox(w)

x(ivw)=ivx(w).
7 tej ostatniej odczytujemy zwiezla charakterystyke tej klasy endomorfizmow:
X € Endpporr P — ( x€EndcP A Coxy=XoC ),
w ktorej wyprowadzeniu wykorzystaliSmy réwnowaznosé
xoC=CoY <=  -Cox=Co(yoC)oC=Co(Cox)oC=-XoC,
implikowana przez i jej sprzezenie zespolone,

C065506EEOC:—idP:—E:—idp.
Ale dla dowolnego € CLy  jest — wprost z definicji — pina € Ende P i — na mocy -
Co pina(7) = Co pira(7 8 (1,0)) = Pina (7 @& (1,0)) o C = pina(7) © C = pina(7) o C,

przeto w oczywisty sposob reprezentacja indukowana pinq jest kwaternionowa. I tym razem latwo
odnajdujemy odnos$ne sygnatury — to te, ktore spetniaja warunki

p-q=2,4 mod8.

W uznaniu roli, jaka w dyskusji fizykalnej konstrukeji reprezentacji pinorowych odgrywa wyréznione
odwzorowanie C, a w zwiazku z jego dalszymi zastosowaniami w modelowaniu pol fermionowych,
poswiecamy mu osobnag,

Definicja 9. Przyjmijmy dotychczasowe oznaczenia. Odwzorowanie C € Homc (P, P) okreslamy
mianem sprzezenia tadunkowego.

4.3. Spinory. Na obecnym etapie pozostaje jeszcze odpowiedzie¢ sobie na pytanie o to, jak w
opisang ztozona strukture algebraiczna wpisuja sie spinory. Fizyk poszuka ich w ograniczeniu
reprezentacji p‘ﬁld do R-podalgebry

ClLy " ®r (1,0)5 Cly , ®r (1,0)C Cly, ®r C=CI,

RO ~ Co
CL0 o C 2 CIEY,

W zanalizowanym szczegolowo przypadku p + ¢ € 2N przywolajmy znany nam z Tw.[3] rozktad
przestrzeni pinoréow

(17) P= S+ EB((C) S_
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nad C na przestrzenie wlasne operatora chiralnosci, ktérego realizacje na P mozemy w $wietle
Wyktadow XIII i XTIV zapisa¢ w postaci

= P(wc) = P(WR ®r if(p,q)) =i/ Pind(wr)

gdzie f(p,q) = p+q+ E(%ﬂ) +q € N (ostatni sktadnik w f(p,q) bierze si¢ z przepisania

elementéw bazy pseudo-ortonormalnej e,.,;, k € 1,q przestrzeni RP? odpowiadajacych ujem-
nej sktadowej sygnatury rzeczywistej (p,¢) na odnosne elementy ep.; ®ri bazy ortonormalnej
przestrzeni C*P*? = RP-9 @ C) jest takie, ze

r?=idp,

por. Stw. 13-14.5. Nalezy przy tym podkresli¢, ze ilekro¢ f(p+q) ¢ 2N, czyli i/ »9 =ir(p,q) € iR
przy p—q = 0,6 mod 8, tj. ilekro¢ p - q = 6 mod 8, rozpatrywany uprzednio rozktad nie
jest naturalny z punktu widzenia rekonstrukcji spinoréw, oto bowiem w tej sytuacji przestrzenie
wlasne T' sa postaci (zapisanej przy uzyciu wy € S*)

((wy +w-) + T(wy +w-))e = ((w+ +w_ ) +if D (pind(wR)(w+) + pind(wR)(w_)»(C

((we +w) +i7(p,q) > (pina(wr) (ws) + pina(wr) (w-)))

= ((we + Ko pia(r(p,a) b wr ) (w-)) + (w-+ Ko pla(r(p,q) > wr)(ws))),

nie mozemy zatem ograniczy¢ si¢ do ktorejkolwiek z podprzestrzeni R-liniowych S*. Wobec tego
miast transportowa¢ struktur¢ modutu z P do P za posrednictwem C, rozwazamy raczej relacje
pomiedzy (P,p5,) 1 (P,Pind")-

Wracamy przeto do rozktadu nad C wyznaczonego przez I, przy czym zauwazamy, ze
operator

T

if (0D > p(wr ®r (1,0)) = (1) PV PD5)p(wy @ (1,0)) = (-1)7 DI/ PDEp(we @k (1,0))

(—1)f(p’Q)if(p’Q)BmC(wR ®r (1, O)) - (_1)1”(17,tz)gmﬁ(WR ®r if(p,q))
spelia tozsamosé
Tol'=Tol=idp =id
zatem zadaje rozktad
P=5, o0 9-

na przestrzenie wtasne

S.={7eP|T(®)=4+7},
przy czym wprost na mocy tozsamosci dostajemy
ToC-= (_1)f(p’q)BmC(WR ®r if(p,q)) oC= (_1)f(p,q)gc ° P(icnd(wlR ®R if(p,q)) = (_1)f(p,q)gc ol.

Na tej podstawie stwierdzamy, ze sprzezenie tadunkowe C zadaje réwnowaznosé pomiedzy reprezen-
tacjami
0 - —0 (=
Pind (+) = (Pind rcllﬁf’q) rSi ) Pind (+) = (Pind rcpﬁg) fgi

wedlug schematu:

. p?nd(i) ~ ﬁ?nd(i), gdy f(p,q) € 2N (C nie zmienia chiralnosci);

. p?nd(i) ~ ﬁ?nd(ﬂ, gdy f(p,q) €2N+1 (C zmienia chiralnosé).
Przy tym godnym odnotowania jest fakt: p?n d(+) 7L pion a(-) jako reprezentacje zespolone, gdyz
p?nd(i)(wR ®r (1,0)) = (=) ®D » Ttg, = = (=i) P9 b idg,. Okazuje si¢ wszakze, ze ich formy

rzeczywiste sa rownowazne, co odpowiada temu, ze wéwczas Cl;li o, Jest R=algebra prosta.
24



Enter the Spinor (MAWF 22/23 1.XVII, LXVIII & 1.XIX [rrS])

DODATEK A. UZUPELNIENIE Z TEORII PRZESTRZENI KWADRATOWYCH

Dyskusja cliffordowskiej realizacji grupy izometrii bazuje na Twierdzeniu Cartana—Dieudonnégo,
zawierajacym identyfikacje prostego uktadu generujacego tejze grupy. Azeby je wystowi¢, bedziemy
potrzebowali nieco elementarnego substratu z zakresu algebry liniowe;j.

Definicja 10. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Przestrzen wektorowa V nad cialem K wyposa-
zona w forme symetryczng 7 jest nazywana plaszczyzna hiperboliczna, jezeli jest niezwyrod-
niata (wzgledem ~), dimg V =2 i istnieje w niej niezerowy wektor izotropowy v eV,

v#0y A y(v,v)=0k.

Przestrzen hiperboliczna to suma ortogonalna dowolnej rodziny ptaszczyzn hiperbolicznych.
Forma symetryczna (wzgl. kwadratowa) na przestrzeni hiperbolicznej jest okreslana mianem for-
my hiperbolicznej.

Baze {v,w} plaszczyzny hiperbolicznej V' spelniajaca uktad warunkow

(18) Y(v,0) =0k =y(w,w) A y(v,w) =1k
nazywamy parg hiperboliczna.
Elementarnego opisu przestrzeni hiperbolicznych dostarcza

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Kazda ptaszczyzna hiperboliczna nad cialem
K o charakterystyce charK # 2 ma pare hiperboliczna. I odwrotnie, dowolna dwuwymiarowa
przestrzen symetryczna o bazie spelniajacej warunki ((18) jest plaszczyzna hiperboliczna.

Dowdd: Niech V' bedzie plaszczyzng hiperboliczna o wektorze v # Oy izotropowym wzgledem
formy symetrycznej . Wobec Ker~y = {0y} musi istnie¢ wektor w ¢ (v), spelniajacy warunek

Y(v,w) # Ok,
gdyz w przeciwnym razie v € Ker . Potozywszy
U= Aby vty w, A= =20t g y(v,w) g y(w, w),
bez trudu sprawdzamy, ze uktad {v(v,w)™ >k u,v} jest para hiperboliczng dla V, oto bowiem

u ¢ (v)g, a ponadto

v (v(v,w) " bk u,y(v,w) g u) = (’y(v,w)fl)2 KYADY v+y w, A Dy vy w)
= ('y(v,w)fl)2 ‘K (/\2 & Y(v,0) +g 2A k (v, w) +x Y(w, w))

= (Y(v,w) ™) (22 (0, w) +1 Y (w,w)) = O

v (v(v,w) ek u,v) =2 y(v,w) Tk YA By vy w,v)

=y(v,w) ™ x (A r (v,0) vy (w,0) = (0, w) (v, w) =1k

I odwrotnie, jezeli elementy bazy {v,w} przestrzeni V spelniaja relacje (18], to v ma w tej

bazie macierz
Wl = 75 0%
Y H{v,w} 1k Ox y

ktora jest odwracalna (det(zy([7]v,w}) = —1k # Ok). To pokazuje, Ze forma + jest niezwyrodniata
(wszak zerowo$¢ wyznacznika formy kwadratowej jest niezmiennikiem wyboru bazy), a zatem V
jest w istocie plaszczyzna hiperboliczna. ]

Przestrzenie hiperboliczne sa naturalnym elementem opisu zwyrodniatych ograniczen niezwyrod-
niatych form symetrycznych (lub — réwnowaznie — niezwyrodnialych rozszerzen zwyrodnialych
form symetrycznych) i jako takie pozwalaja lepiej zrozumie¢ geometrie zanurzen podprzestrzeni
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izotropowych w niezwyrodniatych przestrzeniach symetrycznych. Doskonatej ilustracji tej tezy
dostarcza

Stwierdzenie 9 (O rozszerzeniu hiperbolicznym przestrzeni izotropowej). Przyjmijmy zapis do-
tychczasowy. Niechaj V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem K o
charakterystyce charK # 2 wyposazona w niezwyrodnialg forme symetryczng « i niech W c V'
bedzie podprzestrzenia V. Oznaczmy ~w := Ylww 1 Wo = Kervyy. Wybierzmy w Wy baze
{wi}ich K =dimgW, iniech D bedzie dopelnieniem ortogonalnym Wy, w W,

W =Wo@OD.

Wowczas istnieja wektory {v;}, ;7 ¢ D* ¢ V o tej whasnosci, ze dla kazdego indeksu i € 1, K
uktad {v;,w;} jest para hiperboliczng rozpinajaca plaszczyzne hiperboliczng H; := (v;, w;)k. Pary
te zadaja rozklad ortogonalny podprzestrzeni

W= (vl,vg,...,UK,wl,wg,...,wK)K+vDcV

dany wzorem
W = HHOQH@--OHrOD.

Dowdd: Oznaczmy
D = (wo,ws,..., Wi ) ®D.
7 inkluzji wlasciwej podprzestrzeni
DigWoe D
wynika inkluzja wlasciwa ich anihilatoréw,
D" 2 (Woe D)™,
a stad dalej — istnienie wektora vy € D1 \ (Wy @ D)%, tj. takiego, ktory spetnia warunki
Vjéﬁ : (v, wy) = Ok, Veenp @ Y(v1,v) =0k

oraz

v(v1,w1) # Ok .

Wobec izotropowosci wektora wi podprzestrzenn Hy := (vi,w: )y jest zatem plaszczyzng hiperbo-
liczng, co w $wietle Stw.[§] oznacza istnienie takiego wektora wuq € Hi, ktory tworzy wraz z w
pare hiperboliczng. Przy tym oczywiscie

Wl = <v1,’w1,u}2,’w3, . ,’U)K>K +v D= H1® <’w2,’w3, - ,wK)K @D .
Jadrem formy symetrycznej g, = 'Y|’W’1xVV’1 jest
Ker g, = (wa, w3, ..., WK )k ,
wobec czego calg opisang procedure mozemy powtorzy¢ w odniesieniu do podprzestrzeni izotropowej
W, = Ker7W1@1~)1 , Dy = H,DD.
O

Oczywista konsekwencja powyzszego jest

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, przy czym zaktadamy, ze V' jest niezwyrodnia-
ta przestrzenia kwadratowa wymiaru n € N nad cialem K o charakterystyce charK#2, W cV
za$ — jej podprzestrzenia QQ-zerowa. Wowczas

dimg W < E(%).

Podprzestrzen, ktoérej wymiar wysyca powyzsza nieréwnosé, okreslamy mianem maksymalnej
podprzestrzeni QQ-zerowej.

Mamy takze wygodne
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Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, przy czym zakladamy, ze (V,Q) jest (skori-
czenie wymiarowa) przestrzenia hiperboliczna, tj. suma (Q-)ortogonalng skonczonej liczby
plaszczyzn hiperbolicznych. Niechaj Wy ¢ V' bedzie dowolna maksymalna podprzestrzenia Q-
zerowa. Kazda izometria x € O(V,Q) o wlasnosci

X, = 1dw,

jest obrotem,

x €S0(V,Q).

Dowdd: Utozsamiwszy podprzestrzeri Wy z tresci Stw.[0]z maksymalna podprzestrzenia Q-zerowa,
o ktorej mowa w tresci twierdzenia dowodzonego, stwierdzamy istnienie (maksymalnie) Q-zerowego
dopelnienia prostego A c 'V tejze podprzestrzeni,

W()EBAZV,

rozpietego na wektorach v;, i € 1,n, 2n = dimg V dopeliajacych elementy (dowolnej) bazy
{w;} i do odnosnych par hiperbolicznych {w;,v;}. Wprost na mocy zalozenia zachodzi przy
tym

vieﬁ : X(wl) = Wi,
a zatem takze — dla dowolnych (w,x) € Wy x A —
@Q(’UJ,X(ZE)_QT) = (I)Q(w,x(lf))—(I)Q(’w,[L')E@Q(X(’UJ),X(JS))—(I)Q(’UJ,JI)

Qo (w,z) - Pg(w,z) =0k,

skad wniosek:
Veen @ x(z) -1 € WOiQ )
Q-zerowos¢ Wy implikuje inkluzje
Woc W2,
ktora w konsekwencji elementarnej réwnosci
(19) dimg V' = dimg Wy + dimg W, ,

stusznej dla dowolnej niezwyrodnialej przestrzeni kwadratowej V' (a taka jest w naszym przypadku
V) i jej skoriczenie wymiarowej podprzestrzeni Wy ¢ V', i maksymalnosci Wy, pociagajacych za
soba rownosé

dimKWOlQ =dimg V - dimg Wy = 2n - n = n = dimg Wy,
sprowadza sie do tozsamosé¢
Wo = W52
Mozemy zatem przepisa¢ wczesniejszy wniosek w postaci
Veern @ x(z) -z e Wy,
otrzymujac tym sposobem w szczegblnosci relacje

_ . N = ). J .
Vim 3 Y2 uteK X(v3) = v +v ] > wj,

i

ktore przesadzaja o gornotrojkatnej postaci macierzy endomorfizmu x wzgledem bazy % :=

{w17w27°"7w’n7v17027'"7vn}
J\jel,n
[x]%=( Lo ()i )

0, 1,
Liczac wyznacznik x w tej wlasnie bazie, otrzymujemy pozadany wynik

det x = det(an) [x]% = 1x.-
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O

Konsekwencja duzo mniej oczywista, a fundamentalng dla teorii przestrzeni kwadratowych i teorii
spinoréw, jes

Twierdzenie 4 (Cartana—Dieudonnégo). Przyjmijmy zapis dotychczasowy, zaktadajac dodatkowo,
ze przestrzen kwadratowa (V,Q) nad cialem K o charakterystyce charK # 2 jest skoriczonego
wymiaru, N :=dimgV < oo, i jest niezwyrodniata. Woéwczas
vXeO(V,Q) Hnem Elvl,vz,...,vnevx . PU1 o P/U2 00 Pvn ,
przy czym
X € SO(V,Q) — n € 2N,

Dowdd: Zauwazmy na wstepie, ze dowolne odbicie elementarne P, przyjmuje wzgledem rozktadu
Q-ortogonalnego

V= {v)g @Q <U>]1J_<Q
postac
P, = (_ld(”)ﬂ()®Qld(v);§Q !
zatem spelnia warunek
detP, = -1k .

Przy zalozeniu shusznosci pierwszej czesci tezy dowodzonego twierdzenia obserwacja ta implikuje
natychmiast druga jej czesc.

Dowod czesci pierwszej przeprowadzimy metoda indukeji silnej wzgledem N, zauwazajac naty-
chmiast oczywisto$¢ tezy w przypadku N = 1 — istotnie, jesli V = (v)g, to mamy koniecznie
x(v) = XA > v dla pewnego A € K*, a przy tym Og # Q(v) = Q o x(v) = A\? x Q(v) implikuje
A e {1k, 1k}, wiec albo x = idy € SO(V,Q), albo x = P, € O(V,Q) ~ SO(V, Q). Poczyniwszy
zalozenie indukcyjne o stusznosci dowodzonej tezy dla N € 1, Ny —1, Ny > 1, rozbijemy nastep-
nie dowod jej stusznosci dla N = Ny na sktadowe odpowiadajace wykluczajacym sie nawzajem
ewentualnos$ciom:

(1) Joevx : x(v) =v;
(ii) Vyeyx @ x(v) —v#0y A Jwevx = x(w) —w e V™

(iif) Yoevx @ x(v) —ve Q1 ({Ov}) \ {Ov}.

W przypadku (i) przywolujemy teze twierdzenia o istnieniu dopelnienia ortogonalnego dowolnej
skoniczenie wymiarowej podprzestrzeni niezwyrodniatej w przestrzeni kwadratowej (na co pozwala
nieizotropowos$¢ v) i dokonujemy rozktadu

(20) V=(v)k @Q (U>]IL<Q )
odnotowujac przy tym rozkltad rozwazanego endomorfizmu

X = ld<’U>K @ Xr(v)lQ .

Wobec réwnosci K
dimg (v)z® = No -1

zalozenie indukcyjne pozwala nam rozlozyé x|

PiNO_l)

()o@ ha co najwyzej No—1 odbi¢ elementarnych
K

1 1Q = v O7 -
w hiperptlaszczyznach Q| (0) @ . ,-ortogonalnych do wyr6znionych wektoréow nieizotro
K
powych x € (v)ﬁl{;’. Odbicie PgN"_l) przyjmuje wzgledem odnosnego rozktadu

(0)? = (2)g Do,, (),

dyw swojej wersji pierwotnej, sformutowanej i udowodnionej dla K € {R, C}, twierdzenie to pochodzi od E.J. Car-
tana [Car38al [Car38b]. Jego wersje ogdlng oraz takiz dowdd podal nastepnie J.A. Dieudonné w monografii [Die55].
Dowod przedstawiony w niniejszym skrypcie pochodzi zasadniczo od E. Artina [Art61].
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postaé¢ blokowo-diagonalna
No-1) _ - .
Pg o-1) _ (_1d<2>1]<) EBld(w)Hi(Qm s
a jego trywialne rozszerzenie do calej przestrzeni V zapisuje sie wzgledem rozktadu jako

id<v>K @ PECNO_I) = id(v>K ® (—id<x>K) ®id

n
(I)KQJJU )

czyli sprowadza sie do odbicia elementarnego w hiperplaszczyznie

1 1Q.y
(z)™9 = (v)g @Q (37>KQ )
tj. spelnia tozsamosé
id(v)]K @ P;No_l) =P,.
To rozumowanie przekonuje, ze w przypadku (i) izometria x rozklada sie na co najwyzej No—1 <
Ny odbié elementarnych.

W przypadku (ii) nieizotropowosé x(w) —w pozwala rozpatrzy¢ odbicie elementarne P
ktore spelnia tozsamosé

x(w)-w>

2 ¢ (w,x(w)-w)
W= =gy (x(w) - w)

= v Saty sty () ) =x(@).
Na jej podstawie stwierdzamy, ze izometria Xx. = Py(w)-w © X zachowuje nieizotropowy wektor
w, co w Swietle poprzedniej czesci naszego dowodu oznacza, ze X, jest superpozycja co najwyzej
Ny—1 odbi¢ elementarnych. Co za tym idzie, wyj$ciowa izometria y jest superpozycja co najwyzej
Ny —-1+1= Ny odbi¢ elementarnych, zgodnie z teza indukcyjna.

W przypadku (iii) przekonujemy sie, ze Ng = 2k, k € Nyo oraz ze x € SO(V,Q), co pozwala
przeprowadzié nastepujace proste rozumowanie. Nieizotropowos§é wektora v € V* (wybranego
dowolnie, a wybor taki istnieje z racji niezwyrodnienia V' i zalozenia dotyczacego charakterystyki
K — gdyby byto Q(v) =0 dla dowolnego v € V, to milibysmy ®g =0 (formuta polaryzacyjna),
wiec sprzeczno$é) oznacza, ze przynajmuiej jeden z wektorow x(v) +v jest nieizotropowy, gdyz

Q(x(v) +v) =0k = Q(x(v) - v)

= Q) +P(v,x(v)) =0k = Q(v) - o (v, x(v)) = Q(v)=0k.
W rozwazanym przypadku (iii) oznacza to niechybnie y(v)+y v € V* przy jednoczesnym x(v) # v,
poniewaz zas

Px(w)fw(w)

Px(u)+vv(v) =vU- W > (X(U) +v 'U) = —X(’U),

przeto Xy = Py o Py ()40 © X zachowuje wektor nieizotropowy v. Rozumujac jak poprzednio,
stwierdzamy, ze X, jest superpozycja co najwyzej Ny —1 odbié¢ elementarnych, przy czym jesli
przyjacé, ze — jak pokazemy lada chwila — Ny jest liczba parzysta, a x jest obrotem, to mamy
do czynienia z sytuacja, w ktorej obrét Y, rozklada sie na co najwyzej Ng—1 € 2N + 1 odbié¢
(elementarnych), czyli koniecznie w rozktadzie tym jest co najwyzej Np—2 € 2N czynnikow, to zas
— koniec koricow — prowadzi do wniosku, ze x jest superpozycja co najwyzej No—2+2 = Ny odbié
elementarnych, w zgodzie z teza indukcyjna. Pozostaje przeto dowiesé, ze endomorfizm ten przy
spelnionych warunkach z punktu (iii) jest w istocie obrotem w parzystowymiarowej (niezwyrod-
nialej) przestrzeni kwadratowej. Jasno wida¢, ze Ny # 1, oto bowiem w przypadku Ny = 1
jest — jak pokazalismy wczesniej — x(v) = —v, wiec tez x(v) —v = =2 > v € V*, przeciwnie do
zalozenia (iii). Gdyby natomiast bylo Ny = 2, to wowczas mieliby$my x(v) ¢ (v)g, gdyz w prze-
ciwnym przypadku bytoby albo x(v) = v, niezgodnie z zalozeniem (iii), albo x(v) = —v, a wtedy
x(v) —v =-2g > v e V>, rowniez w sprzecznosci z zatozeniem (iii). Skoro jednak x(v) ¢ (v)g, to
{v,x(v)} jest baza V, w ktorej wprost na mocy zalozenia (iii) znika gramian

o [ 2200 RGN ) (0wl
@\ @q(v.x(v) Po(x(v), x(v)) @\ @q(v,x(v)) Q(v)
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=Q(v)? - ®g(v, X(U))2 =2k Q(x(v) - v) ' 2" & Q(x(v) +v v) =0k,
co oznacza, ze V jest zwyrodniala, wbrew zalozeniu. Ostatecznie wiec Ny > 3. Rozwazmy nastep-
nie izotropowy wektor w € V' (taki istnieje, gdyz istnieja v € V* (wszak @ jest niezwyrodniata),
a dla takich y(v) —v € Q7 '({Ox}) jest niezerowy). W $wietle Stw.|§| istnieje niepuste (wszak
dimg V' > 2) dopelnienie Q-ortogonalne plaszczyzny hiperbolicznej zawierajacej w, czyli tez —
wektor nieizotropowy v € V* (wszak () jest niezwyrodniata) o wlasnosci ®g(v,w) = Ok. Dla
dowolnego ¢ € K* otrzymujemy wtedy wektor nieizotropowy w+y e>wveV,

Qw+yerv) = Po(w+yedv,w+yed>v)

Q(w) + e2 x Q) + 2k ke gk Pg(v,w)

62 ‘K Q(U) * OK7

a zatem takze — wprost na mocy (iii) — niezerowy wektor izotropowy x(w +y &> v) - (w+y e >
v), przy czym warunek izotropowosci tego ostatniego daje nam — w polaczeniu z warunkiem
izotropowosci x(v) —v — tozsamosé

Ox = Q(X(w +yebv)—(w+yep v)) = Q(X(w) —w+y e (X(v) —v))

Q(x(w) —w) +x e Q(x(v) —v) +x 2i x & & Po(x(w) —w, x(v) ~v)

Q(X(w) - w) +K 2K K € 'K ‘I)Q(X(w) -w,x(v) - U) .
Dodajac do siebie obie strony powyzszej rownosci dla € = -1 i € = 1k, otrzymujemy réwnosé
Q(X(w) - ’U.)) =0k,

stuszna dla dowolnego izotropowego wektora w. W konkluzji mozemy zapisa¢, w rozpatrywanym
tu przypadku (iii),

V1 :=Image (x —idy) c Ker @

(zawieranie to jest implikowane wprost przez (iii) dla wektoréow nieizotropowych, a dla izotropowych
zostalo wlagnie udowodnione). Zauwazmy przy tym, ze

(21) Voge, @ Po(z,y) =2 ® (Q(z+v y) - Q(z) - Q(y)) = Ok
(wszak V; jest podgrupa), wiec Vi jest podprzestrzenia (Q-zerowa. Wybierzmy = € V oraz
y eV, awtedy - w §wietle powyzszego —

o (2, x(W) -y) = Po(x(),x(¥)-y) - Po(x(=) -2, x(y) - y)
Pq(x(2),x(y) - y) = Pz, y) - Po(x(2),y)

-0 (x(x) - z,y) = Ok,

czyli — wobec dowolnosci x i niezwyrodnienia @ —

Vyevie + X(y) —y=0v,
czyli
(22) valiQ = ideQ .
Przywolujac raz jeszcze warunek (iii), konkludujemy, ze
Vi@ cQ ' ({ox})
(gdyby v € VllQ mial Q(v) # 0, czyli v € VX, to wowczas byloby takze v —v = x(v) —v # Oy,

wiec sprzecznosc), a ze VllQ c V jest podgrupa, przeto jest tez automatycznie podprzestrzenia

Q-zerows (por. (21))), a zatem

Vi e (vie)e.
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Ostatecznie otrzymujemy ciag inkluzji
VicViece (1) =1,
w ktorym ostatnia réwnosé wynika wprost z twierdzenia o postaci dopelnienia kwadratowego pod-
przestrzeni niezwyrodniatej przestrzeni kwadratowej bedacej dopelnieniem kwadratowym skoncze-
nie wymiarowej podprzestrzeni tejze przestrzeni kwadratowej. Z powyzszego wynika juz wprost
réwnosc
V1= VllQ ’

a z niej — na mocy Réwn. — parzysto$é Ny = dimg V. Obecno$¢ w niej podprzestrzeni Q-
zerowej W wymiaru dimg W = %, czyli maksymalnego, przesadza — w $wietle Stw.l§| — o hiper-
bolicznosci V' i tym samym pozwala nam odnies¢ teze Stw. do izometrii y o wlasnosci , tj.
ograniczajacej sie trywialnie do maksymalnej podprzestrzeni ()-zerowej VllQ =Vi. Tym sposobem
wnioskujemy, ze x jest w istocie obrotem, co konczy dowdd. O

(Ceci n’est pas) La Fin
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