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1. PIERWSZY 1 OSTATNI, POCZATEK 1 KONIEC

Dotychczasowa nasza zabawa z podstawowymi pojeciami teorii kategorii uwypuklita role po-
rzadkujaca idiolektu ,abstrakcyjnego nonsensu” w odniesieniu do wiedzy wczesniej przez nas oswo-
jonej. To, rzecz jasna, rola nieblaha, lecz trudno byloby usprawiedliwi¢ wprowadzenie do gry
tak ciezkiej artylerii, gdyby nie gwarantowata innych znaczacych przewag na polu walki o Scisty
sens, zwlaszcza — w kontekscie fizykalnie interesujacym. Pierwsza zapowiedzia takiej gwarancji
(i zarazem znacznikiem glebszej zawartosci ,filozoficznej” teorii kategorii) jest Lemat Yonedy,
wieniczacy poprzedni cykl wykltadow, na jego konkretne zastosowanie przyjdzie nam wszakze
poczekaé do korica nastepnego semestru, na ktérym czekaja na nas supergeometryczne ,smaczki”,
pozwalajace nadaé sens teoriopolowym modelom pol fermionowych. Tymczasem chciatoby sie moc
uzy¢ metod teoriokategorialnych juz na obecnym etapie, w konstrukcji interesujacych nas struktur
algebraicznych. Mozliwosé taka otwiera Scista konceptualizacja (i formalizacja) ,wyjatkowosci” w
formie definicji ,wlasnos$ci uniwersalnej”, ktorej poswiecimy najblizsze wyktady. Jak sie wkrotce
okaze, wlasno$¢ ta, gdy zastosowaé ja roztropnie, wyposaza nas w niebagatelna moc wnioskowania
(i dowodzenia) w odniesieniu do struktur zadeklarowanych jako ,uniwersalne” wtasdnie. Ponizej
przekonamy sie o tym na kilku prostych przyktadach zakotwiczonych jeszcze w sylabusie elemen-
tarnego kursu algebry liniowej i wieloliniowej z 1. roku studidéw, co pozwoli nam uwolni¢ nasze
rozwazania od trudnosci pojeciowej i tym sposobem — wyeksponowaé role nowo wprowadzonego
narzedzia logicznego, ktorego pelnoformatowa implementacje przyniesie dyskusja algebr Clifforda.
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Wyjatkowose” (MAWF 22/23 1.III, 1.IV & 1.V [irS])

Do precyzyjnego sformutowania pojecia uniwersalnosci bedziemy jeszcze potrzebowaé

Definicja 1. Przyjmijmy zapis Def.1.1. Obiekt T kategorii C nazywamy konicowym (albo
terminalnym), jezeli dla kazdego X € Ob( istnieje dokladnie jeden morfizm ¢ € C(X,T). Ana-
logicznie, obiekt I kategorii C nazywamy poczatkowym (albo inicjalnym), jezeli dla kazdego
X € Ob( istnieje dokladnie jeden morfizm ¢ € C(I, X). Obiekt kategorii bedacy zarazem kon-
cowym i poczatkowym nosi miano zerowego.

Przyklady 1. (Obiekty koricowe i poczatkowe)

(1) W kategorii Set z Przykt. 1 (1) obiektem konicowym jest (dowolny) singleton, poczatkowym
za$ (jedynym) — zbioér pusty. Nie ma w niej obiektow zerowych.

(2) W kategoriach Grp, AbGrp i pochodnych Modg, Vectix z Przykt. 1(2) obiektem ze-
rowym jest (dowolna) struktura trywialna.

(3) W kategorii AbRing z Przykt. 1(2) obiektem konicowym jest piericieni trywialny, poczat-
kowym za$ — pierscienn Z.

(4) Kategoria Field nie zawiera obiektow koncowych ani poczatkowych.

O wyjatkowosci obiektoéw terminalnych i inicjalnych przesadza

Twierdzenie 1 (O jednoznacznosci obiektéw terminalnych i inicjalnych). Przyjmijmy notacje
Def. Niechaj T,, o €{1,2} beda dwoma obiektami terminalnymi w kategorii C i niech Iz, (€
{1,2} beda dwoma obiektami inicjalnymi w tejze kategorii. Istnieja jednoznacznie okreslone
izomorfizmy (w kategorii C)

T2+ Ty —Tb, et Iy — Iy

Dowdd: Rozwazmy pare T,, a € {1,2} obiektéw terminalnych w C. Terminalnos¢ Tj implikuje
istnienie doktadnie jednego morfizmu 7»; : To — T3, a terminalno§¢ T, — doktadnie jednego
morfizmu 719 : T3 — 5. Ich zloZenie 751 0 712 jest endomorfizmem 77, ale endomorfizmem
takim jest tez idg,, co wobec terminalnosci 77 oznacza, ze koniecznie

T2,1°7T1,2 = idT1 .
Podobnie dowodzimy réwnosci

Ti,2072, =idp, ,

ktéra w polaczeniu z poprzednig przesadza o izomorficznym charakterze 11 2. W przypadku obiek-
tow inicjalnych Ig, B € {1,2} rozumowanie przebiega w pelni analogicznie. (]

2. UNIWERSALNOSC JAKO SCISLA MIARA WYJATKOWOSCI

Pojecia wprowdzone w poprzednim rozdziale pozwalaja poddaé stosownej formalizacji koncepcje
wyjatkowosci”, co czynimy w ponizszej
Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def. Niechaj C,, a € {1,2,3} beda kategoriami i niech Fjg
Cs — Cs, B €{1,2} beda funktorami kowariantnymi, X za$§ — (dowolnym) obiektem kategorii
C1. Wreszcie tez niech Px.p m, (Y, @) bedzie pewnym zdaniem logicznym okreslajacym wlasnosé
€ MorC3 w odwotaniu do struktury (X; Fy, Fy) oraz Y € ObCs, dla ktorego jest dobrze okreslona
kategoria T [Px.p, r,| o klasie obiektow

ObT[Px.r.;]={ (Y,9) €eObCyxMorCs | @eCs(Fa(Y),Fi(X)) A Pxipp(Y.e)}
i zbiorach morﬁzm(’)wEl

Homypy . . 1((Y1,01), (Y2,02)) == { x €C2(Y1,Y2) | @20 Fa(x) =1},

LObecnosé identycznosci (na dowolnym obiekcie Cz) w klasie morfizméw, jak réwniez mozliwosé¢ skladania
morfizméw sa zagwarantowane przez funktorialnosé Fs.
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Wyjatkowose” (MAWF 22/23 1.III, 1.IV & 1.V [irS])

ze zlozeniem dziedziczonym z Co, lub kategoria Z[Px.p, r,| 0 klasie obiektow
ObI[PX;Fl,Fz]::{ (K(p)EObCQXMOI'Cg | gOECg(Fl(X),FQ(Y)) A PX;F17F2(Y7¢) }
i zbiorach morfizmow

Homgzp, 0 1((Y1,01), (Y2, 02)) = { x € C2(Y1,Y2) | Falx)owr =2 },

ze zlozeniem dziedziczonym z Cs.

Struktura koncowa (lub terminalna) dla Px.p, r, to obiekt koicowy (7,7) w kategorii
T[Px.r, F,]- Definiujaca wlasnos¢ tego obiektu, zwana wlasnoscig koricowa (lub terminalng),
opisuje diagram przemienny

Fyopr
Fy(Y) == (Y, )
\
|

(1) ’ Fa () v,
I
\
X+— F1(X) Fy(T) (T, 1)
Fy T Fyopr,
G Cs T[Px:r.m]

w ktorym (Y, ¢) jest dowolnym obiektem w kategorii T[Px.r, r, |, & przerywana cieciwa strzatki
symbolizuje ,jistnienie i jedyno$¢” odnosnego morfizmu.

Struktura poczatkowa (lub inicjalna) dla Px.r g, to obiekt poczatkowy (I,:) w kategorii
Z[Px.F, r,]. Definiujaca wlasnosé tego obiektu, zwana wlasnoscig poczatkowsq (lub inicjalna),
opisuje diagram przemienny
Fsopr;

FQ(Y) (Y;\QP)
(2) v Fa(®) P ,
|

!
X|T>F1(X) - Fy(I) e 1 (1,¢)

Ci Cs I[PX§F17F2]

w ktorym (Y, ¢) jest dowolnym obiektem w kategorii Z[Px.py,F, -
Struktury terminalne i inicjalne noszg wspoélne miano struktur uniwersalnych.

Sens uniwersalnosci tatwo wystowi¢ w jezyku potocznym: oto dowolne odwzorowanie transportuja-
ce strukture rodzaju Cs z F1(X) (wzgl. do Fi(X)), a przy tym spelniajace warunek Px.p, r, (Y, ),
jest przeprowadzane, za posrednictwem Fs-obrazu jedynego homomorfizmu indukowanego, przez
Fs-obraz (obiektowej skladowej) struktury inicjalnej (wzgl. terminalnej). Na pytanie o istnienie
struktur uniwersalnych nie ma uniwersalnej odpowiedzi — tej trzeba kazdorazowo poszukiwaé¢ w
interesujacym nas kontekscie (np. algebraicznym). Mozna natomiast bardzo konkretnie skwanty-
fikowa¢ swobode ich wyboru (bedaca miara ich jednoznacznosci, wiec wyjatkowosci wtasnie), co
czyni ponizsze

Twierdzenie 2 (O jednoznacznosci struktur uniwersalnych). Przyjmijmy notacje Def. Niechaj
(Ta,Ta), @€ {1,2} beda dwiema strukturami terminalnymi dla Px,p g, 1 niech (Ig,tg), B €
{1,2} beda dwiema strukturami inicjalnymi dla Px.p, r,. Istnieja jednoznacznie okreslone izomor-
fizmy (w kategorii Cs)

7'172 : Tl—i)T27 L172 . Il_;—’I2-
Dowdd: Natychmiastowa konsekwencja Def.[2]i Tw.[I] O

Praktyczny sens udowodnionego twierdzenia jest oczywisty: kazde dwie struktury uniwersalne
3
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mozemy utozsamié, i to w jednoznaczny sposéb, za posrednictwem stosownego izomorfizmu 7 o
(wzgl. t12).

3. ELEMENTARNE PRZYKLADY STRUKTUR UNIWERSALNYCH

Azeby oswoi¢ Czytelnika z pozornie do$¢ ezoteryczna konstrukeja z Def.[2] rozwazymy obecnie
kilka konkretnych jej instancjacji, z ktorymi mial On najpewniej okazje zetknaé sie w dotychcza-
sowych swoich matematycznych i fizykalnych peregrynacjach.

3.1. Produkt i koprodukt w kategorii Set. Zaczniemy od

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def. 1.1 i oraz Przykl.1(5) i ustalmy zbior A oraz kategorie

C, z ktorymi stowarzyszamy kategorie C* ciaggow uogélnionych w C indeksowanych przez A,
zawierajaca funktorialny obraz C w postaci ciagéw statych.
Produkt rodziny X.e ObC* to struktura terminalna

(H XAa{W/\}AeA)

AeA

dla warunku tautologicznego PX~§idcx,Ac;A =1 na ObC x MorC?. Morfizm wy okreslamy przy

tym mianem rzutu kanonicznego na (skladowa) X,. Kategorie, w ktorej istnieja produkty,
okreslamy mianem kategorii z produktami. Przy tym ilekro¢ |A| < oo, bedziemy wymiennie
uzywaé symboli JT i x. B

Koprodukt rodziny X.e ObC” to struktura inicjalna

(LI XA,{JA}M)

AeA

dla tautologicznego warunku PX-;idCK7AC:A =1 na ObCxMorC”. Morfizm jy okreslamy przy tym
mianem wlozenia kanonicznego (skladowej) X,. Kategorie, w ktorej istnieja koprodukty,
okreslamy mianem kategorii z koproduktami.

Koprodukt w kategoriach C € {AbGrp, AbRing, Modg, Vectx} i Algy (dla pierscienia R i
ciala K) jest najczesciej okreslany mianem sumy prostej i oznaczany symbolem [] = 6.

Wprost z definicji wynika naturalne rozszerzenie konstrukeji produktu i koproduktu na klasy mor-
fizmoéw kategorii C — obserwacje te precyzujemy ponizej.
Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.[3]i niecha]

(H XS\X7{7T§}/\6A) , ae{l,2}

AeA

beda dwoma produktami odnosnych rodzin X®. Dla dowolnej rodziny morfizmoéw x. € CX(X L X?)
istnieje dokladnie jeden morfizm

[Txaec(IT X, [T X7).

AeA peA veA
ktory czyni ponizszy diagram przemiennym

1
™
1 L 1
X S X
HNEA m p

ITaea X2 Xp

2 2
HueA Xz/ ) Xp
Tp

Morfizm ten okreslamy mianem produktu rodziny morfizméw y. € Mor ch.
4
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Jesli ponadto dany jest trzeci produkt

(H Xiﬁ{ﬂi}ke/\)

AeA

oraz rodzina morfizmoéow Y. € CK(X?,XAS), to dla zdefiniowanego przez nig produktu morfizmow
ITxea Xa oraz dla [Tyca xa zachodzi tozsamosé

(IT ) o (IT xu) = TT Rroxa)-

AeA peA AeA

Dowdd: Teza jest prosta konsekwencja terminalnej natury produktu (ITyea X3, {73 }rea) 1 jako
taka jest pozostawiona Czytelnikowi jako proste zadanie do samodzielnego wykonania.

Ostatnie stwierdzenie naturalnie uzupetnia

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[3]i niecha]

(H Xfa{]f}xe/\) . ae{l,2}

AeA

beda dwoma koproduktami odno$nych rodzin X*. Dla dowolnej rodziny morfizmow x. € ch (X1, X2)
istnieje doktadnie jeden morfizm

LI xx (LI, 1 X7),
AeA pel veA
ktory czyni ponizszy diagram przemiennym
1 I 1
HueA Xu Xp

ITaea X2 Xp

HI/EA Xl% 2 Xg
P
Morfizm ten okreslamy mianem koproduktu rodziny morfizméw y. € MorCA.

Jesli ponadto dany jest trzeci koprodukt

(L[ X§7 {]i}keA)
AeA

oraz rodzina morfizméw Y. € CK(X,Q, X3), to dla zdefiniowanego przez nia koproduktu morfizméw
L xea Xa oraz dla [Iycp xa zachodzi tozsamosé

(L1 %) (L v) = L (Do)

peA

Dowdd: W pelni analogiczny do poprzedniego. O

Tlustracji wprowadzonych dotychczas poje¢ i konstrukeji abstrakcyjnych dostarcza ponizszy przy-
ktad, ktoérego doktadne zrozumienie w czesci poczatkowej dotyczacej produktu stanowi podstawe
szczegblowych rozwazan po$wieconych obiektom uniwersalnym w kategorii moduléw nad pierécie-
niem.

Przyklady 2. Rozwazmy strukture algebraiczng rodzaju trywialnego (tj. ,,pustego”), ktorej nos-
nikiem sg zbiory bez jakichkolwiek wyréznionych operacji wieloargumentowych i dla ktérej homo-
morfizmami sa dowolne odwzorowania migdzy zbiorami. W tym szczeg6lnym przypadku produk-

tem zbioréw z rodziny indeksowanej S. € Ob Set™ jest produkt kartezjanski [KM76], Rozdz. IV § 6]

[1Sv={Ff:A— Sy | Var : f(N)eSx}
AeA AeA 5
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wraz z rodzing {w) = pry }rea rzutéw kanonicznych na sktadowe S,

pr, ¢ 15— S £ ).

Nalezy zwroci¢ uwage, ze w przypadku skoficzonego zbioru indekséw A = 1,7 produkt kartezjanski
sprowadza sie do standardowego iloczynu kartezjaﬁskiegcﬂi zapisuje w postaci

><2=1Sk:{ (Il,ZL'Q,...,IEn) | vkem : IL‘kESk },
przy czym
pr; : Xp_ 4 Sp— S ¢ (x1,22,...,2,) — 2.
Dla dowolnej rodziny odwzorowan

{frx + X — Salaer

znajdujemy jedyne odwzorowanie

(3) <I):X—>|_|S)\
AeA

o wtasnosci , a mianowicie
z—®(z),  2(x)(A):= fa(z).
Koproduktem jest tutaj natomiast suma rozlqczneﬁ

L] Sx:={(x,\) | zeS\x A XeA}
AeA

wraz z injekcjami (wlaczeniami) kanonicznymi

Ju 't Su— L] Sy v w—(ap).
AeA

7 dowolng rodzing odwzorowan

{gr + Sx —Yhe
stowarzyszamy jedyne odwzorowanie

v |_| S)\—>Y
AeA

o wlasnosci , a mianowicie
(2, \) — W(z, ) :=ga(x).

3.2. Produkt i suma prosta w kategorii liniowej. Zwieniczeniem obecnej dyskusji jest szcze-
gotowe wyprowadzenie postaci produktu i koproduktu w kategorii modutéw nad pierécieniem
przemiennym R.

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def. oraz Przykl. Niechaj G. € Ob Modé bedzie rodzing
modutéw nad pierécieniem R. Produkt moduléw z rodziny G. to para

(%n7{pr)\}ke./\) 3 %H = ((l_l G)\)¢S?¢T)¢8)a€n) )
AeA
w ktorej @7, n € {0,1,2} to kanonicznie indukowane operacje grupowe, " za$ to kanonicznie
indukowane dzialanie R na produkcie kartezjariskim [Tyepa Ga, ktore czynia z (7, {pry }aren)
produkt rodziny G. w rozumieniu Def.[3]

2Por. uwagi pod definicja w traktacie Kuratowskiego i Mostowskiego, jak rowniez Konw. 77.
3N.B. llekroé z ¢ SxnSu, A#u, wowczas (x,A) # (z, ).
6
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Poswiecimy obecnie troche czasu na bezposrednie uzasadnienie i wyjasnienie powyzszej definicji w
odwotaniu do wczesniejszej definicji produktu jako morfizmu terminalnego. Oto wiec rozwazamy
zbior G :=[Nyean G 2 rzutami kanonicznymi pry : G" — G). Dodawania grupow
+y = q&é)‘) P Gax Gy — Gy
zadaja — dla dowolnego indeksu A\ € A — odwzorowania
é)‘) o(pry xpry) : G"xG" — G,

co wobec terminalnosci pary (G™, {pr) }aea ), w ktorej G" traktowane jest jako struktura trywialna
(czyli obiekt Set), oznacza istnienie jedynego odwzorowania (a priori bez dodatkowych wlasnosci
wzgledem operacji grupowych i dziatan okreslonych dla poszczegolnych sktadowych rodziny)

(b; . GI‘\ x Gﬂ — GH
o wlasnosci

(4) pry o ¢y = ¢g/\) o (pry x pry)-.

Zauwazmy, ze jesli tylko @5 jest poprawnie okreslonym dodawaniem na G" a rzuty pr, sa ho-
momorfizmami grup transportujacymi owo dodawanie w dodawanie w poszczegdlnych sktadowych
G, czego nie gwarantuje ich wyjsciowy status (morfizméw w kategorii Set) i czego zatem mozol-
nie dowodzimy ponizej, to tozsamosé (4) identyfikuje operacje ¢35 jako ,dodawanie po wspotrzed-
nych”. tatwo przy tym stwierdzamy, ze homomorficzno$é¢ rzutéw, czyli ich promocja do rangi
morfizmow w kategorii AbGrp, wynika bezposrednio z zalozenia, ze ¢ =1 +1 jest pozadana
operacja grupowsa, oto bowiem implikuje réwnosé

pry(g+nh) =pry(g) +xpry(h),

stuszna dla dowolnych dwoch elementow g, h € G™ a oznaczajaca wlasnie, ze pry sa homomorfiz-
mami grup. Wystarcza zatem sprawdzi¢ definiujace wlasnosci dodawania grupowego w odniesieniu

do odwzorowania ¢,. W pierwszej kolejnosci zbadamy jego tacznosé. Biorac dowolne g, h,k € G,
N

obliczamy — wykorzystujac po drodze (przy przejéciu z linii 2. do linii 3.) lacznosé operacji ¢,
pry 0 63 (63 (g, 1), k) ™o (pry xpry) (65 (g, h), k) = 65V (pry 0 65 (g, ), pry (k)

= 07 (68 0 (pry x pry) (g, ), pra(R)) = 05 (657 (pra(9), pra(R)) , pra(k))
O (praf9), 65" (ora(h), pra(k))) = 65 (prae), 65 o (pry x pry) (h, k) )
= 6 (pry(9), pry 0 #5(h k) = 65V o (pry x pry) (9,63 (h, k)

pry o @y (g, ¢5(h,k)) .

Tym sposobem otrzymujemy dwa odwzorowania

Pyo(Phxidgn) pry
G"xG"x"—=G"— =Gy,
dyo(idgnxdy)
ktorych obrazy pokrywaja sie, dajac odwzorowanie (bg)‘) o (idg, x ¢§)‘)) o (pry x pry x pry). Raz
jeszcze przywolujac terminalnosé pary (G™, {pry}rea), wnioskujemy, ze istnieje doktadnie jedno
odwzorowanie

o s G"x G x G — G"
przez nie indukowane, ktére spetnia tozsamosé

pryoa” =65V o (idg, x 65V) o (pry x pry xpry),

4Opisywana konstrukcja produktu po opuszczeniu dziatan sktadowych o stosuje sie takze do grup nieprze-
miennych.

7
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a poniewaz, zar6wno @5 o (@5 xidgn), jak i ¢fo(idgnx@f) spelniaja ten warunek, przeto koniecznie
¢ o (¢ xidgn) = a' = ¢y o (idgn x ¢3),
co dowodzi tacznosci ¢f.

Analogicznie wykazujemy przemiennosé ¢, korzystajac z przemiennosci ngéA). Oto bowiem, dla
dowolnych g,h e G,

pry o (65 o 76n(g, ) o (pry x pry) (h.g) = 65V (pry(h), pra(9))
= oM (pry(9), pra(h)) = 65V o (pry x pry) (g, h)

pry o ¢3(g,h),

skad réwnos$é¢ odwzorowan

mn
$poTen pry
s = o

G x G" G"

G)\v

¢5
tozsamych z qbé’\) o (pry x pry), czyli wobec jednoznacznosei okreslenia indukowanego przezen
odwzorowania
g7 G"'x G — G"

o wlasnosci

pry 087 = ¢ o (pry xpry)
mamy pozadang identycznosé

¢y oten =" =¢5.
Nastepnie rozwazamy elementy neutralne w kazdej z grup sktadowych,
P o} — Gy ey,

i zapominajac jak uprzednio o strukturze algebraicznej na rozwazanych zbiorach, stowarzyszamy
z nimi jedyne odwzorowanie

gf)g : {o}—>Gr‘ e
o wlasnosci

A
pry o df = o).

W ten sposob wyrozniamy element e zbioru G, o sugestywnej postaci uogdlnionego ciagu (o
indeksach z A) elementow neutralnych z grup sktadowych. Jego wlasnosci wzgledem dodawania
@5 sprawdzamy w bezposrednim rachunku. Biorac dowolny element g € G™, otrzymujemy

pryodi (e g) = 65 o (pryxpry)(e”,g) = 68V (pry 0 d5(e), pra(9))

6 (657 (9),0r(9)) = 65 (ex, 012 (9)) = pra(9)

N
pry© pr2(e 79) )
stad za$ rowno$¢ odwzorowan

Pho(¢pxidgn) pry
(}xGn————Cegn "™ g,
pra

((J’\) x pry). Znowu wiec znajdujemy jedyne odwzorowanie

el {o} xG" — G"

pokrywajacych sie z ¢ék) o(¢

speliajace warunek

A A
pryoc” =M o (6 xpry),
8
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a zatem
@5 o (¢ xidgn) =€" = pr,.
Podobnie dowodzimy tozsamosci
¢5 0 (idgn x ¢p) = pry ,
co w sumie pokazuje dowodnie, ze e" jest elementem neutralnym dodawania ¢5.

Bez trudu rekonstruujemy tez operacje brania przeciwnosci w G, biorgc za punkt wyjscia
odnosne operacje w sktadowych

Ma o
Rozumujac jak wczesniej, tworzymy rodzine odwzorowan
oy : 67— Gy,
z ktérymi mozemy zwiazaé jedyne odwzorowanie
¢+ G" O
o wlasnosci
pry o ¢y = (ng)\) °Ppry,
ktora identyfikuje @] jako ,branie przeciwnosci po wspotrzednych”. Trzeba jeszcze tylko upewnicé

si¢, ze odwzorowanie to nadaje monoidowi przemiennemu (G",¢5,¢)) strukture grupy przemi-
ennej. Z rachunku

pry o ¢y (67(9),9)

o (pry x pry) (67(9), ) = 65 (pry 0 67(9), pra(9))

A A A
o7 (687 0 pra(9), pra(9)) = e = 6§ (8) = pry 0 97 (e)
wykonanego dla dowolnego g € G" a wskazujacego na réwnosé odwzorowan
¢;°(¢T7idcﬂ)°l’r2 Pry

{.} ><G!‘I %GI‘I

¢8°Pr1

GA;

identycznych z qS((J)‘) o pr;, wywodzimy wniosek o istnieniu jedynego odwzorowania
Nn : {.}XGH—>GH
o wlasnosci
A
pryopu’ = é )Oprl-
Ostatecznie wiec stwierdzamy stusznos$é tozsamosci
¢ © (87,idgn) o pry = p'" = ¢ o pry .
Analogiczne wnioskowanie prowadzi do jej symetrycznego odpowiednika
¢)S ° (idG”a QST) o Ppry = :un = ¢8 opry,
co potwierdza identyfikacje ¢ jako operacji brania przeciwnosci.

Na koniec wreszcie indukujemy na zrekonstruowanej powyzej grupie przemiennej strukture mod-
ulu nad pierécieniem R ze struktur sktadowych. W tym celu z kazdego z dziatan

(N Rx Gy — G,
budujemy odwzorowanie
(Mo (idg xpry) : RxG" — Gy,
co daje nam jedyne odwzorowanie
" RxG" — G"
o wlasnosci

pry o fM =M o (idg x pry).
9
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7 tej ostatniej odczytujemy definicje ¢ jako ,dziatania po wspolrzednych”. W zmudnym, lecz
poza tym absolutnie trywialnym rachunku przekonujemy sie, ze tak zdefiniowane odwzorowanie
spelnia aksjomaty dzialania, i tym samym zamykamy kanoniczna konstrukcje modutu na produkcie
kartezjanskim G".

Na zakonczenie dyskusji struktury produktu moduléw nalezy podkresli¢, ze odwzorowanie @
wskazane w Rown. 7 ktorego istnienie zapewnia, dla zadanej rodziny f. € HomModfz, ter-
minalny charakter produktu nosnikow G, € ObSet struktury (lewego) R-modutu w kategorii

Set(x)7 jest automatycznie R-liniowe, czyli podnosi sie do kategorii Mod%\) . Istotnie, wprost na
mocy jego definicji i z racji R-liniowosci sktadowych fy otrzymujemy tozsamosé

O(r bx x1 +x 2 Dx T2)(N) pry o ®(ry bx 21 +x T2 bx T2) = fa(ry bx X1 +x T2 DX T2)

= 71 0x falzr) +ar2 oo fa(22)
= T1PADPIy© CI)(951) +AT2 D> DPry© (I’(ffz)

= (rioa ®(21) +ar2 0a B(22))(N),
prawdziwa dla dowolnych z1,29 € X(e¢ ObModg) i 71,72 € R oraz X\ € A, zatem takze za-
powiedziang konstatacje R-liniowosci

(I)(’I“l Dx r1+x 1o bx xg) =71 D) @(ajl) +A T2 D) (I)(.’L‘Q) .

O ile konstrukcja produktu modutéw postepuje automatycznie po dokonaniu narzucajacego
sie wyboru nosnika G", o tyle konstrukcja koproduktu, ktéry bedziemy w dalszej czesci kursu
nazywaé sumg prosta modulow, wymaga pewnej dozy inwencji oraz rozlicznych sprawdzen (jed-
noznaczno$ci konstrukeji). Zaznaczamy zawczasu, ze ponizsza konstrukcja stosuje sie wylacznie
do grup przemiennych, co bedziemy podkreslaé¢ piszac ey w notacji addytywnej jako 0.

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def.[J|i[ Suma prosta moduléw z rodziny G. to para
(%uv{j)\})\e/&) 9 %@ = ((@ GA»¢Q?¢T»¢8);£|_|) )
AeA
w ktorej .#® jest podmodutem produktu modutéw .#™ z rodziny G. o no$niku

() AG%GA:{QEG” | {AeA | pry(g)#0x }<oo}

(czyli pry(g) jest elementem neutralnym dla prawie wszystkich indeksow) i w ktorej g : Gy —
G" sg injekcjami kanonicznymi spelniajacymi warunki

| [ 9 dar-u
(6) vA,uEA vgueGH - Pry oju(gu) ‘_{ Ol;\ dla A #

Pokazemy najpierw, ze odwzorowania 7 sa homomorfizmami oraz ze maja ceche uniwersalnosci.
Na poczatku ustalmy (dowolnie) indeks p € A i obliczmy — dla dowolnych g, h, € G, —

A
pry e (bg ° (Ju x ]u)(g/n hu) = 5 ) o (pl“)\ x pr)\) ° (Ju x ]u)(g/n hu)

0 ((pry ©.2) x (01 0 50)) (G 1)
éﬂ)(gua hu,) dla A = 7
¢§)\)(0>\70A) =0, dlaX#p

Pryojuc° ¢§#)(gu7 h,u) ,
dowodzac tym samym réwnosci dwoch rodzin odwzorowan

d’go(]uxju) pry

G,xG,

G
deé“)
10
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0, dla A #
(G™,{pr) }rea) rO6Wnosé ta implikuje istnienie jedynej rodziny odwzorowan

a, : G, xG, — G", neAl

(1) -
identycznych z ¥y : (g, hy) — { 03 (g hy)  dlaX=p . W konsekwencji terminalnosci pary

o wlasnosci

VaeA @ Pryoay, =1y.
Na tej podstawie wnioskujemy o rownosci

¢g° (]u X],u) =Ju °¢§“),

ktéra wyraza homomorficzny charakter j,. Dowdd uniwersalnosci 7) wymaga, izby$my z dowolng
rodzing homomorfizméw grup (przemiennych)
Xy 2 Gy —Y, AeA
okreslong dla dowolnej grupy przemiennej Y potrafili stowarzyszyé¢ odwzorowanie
H : @ G,\ —Y
AeA
spelniajace relacje

(7) Vaea + Hogx=xa,
dowodzac przy tym, ze odwzorowanie o tej wlasnosci jest dane jednoznacznie. Postulujemy, dla
dowolnego g € @yep Ga,
H(g):= Y, xxopra(g)-
AeA
Zauwazmy, ze suma w powyzszej definicji jest skoriczona, por. (b)), zatem definicja ma sens i
mozemy ja zapisa¢ w postaci

H = Z XA © Py r@AeA G
AeA

a nadto — ze tak zdefiniowane odwzrorowanie jest homomorfizmem grup przemiennych, bo status
ten maja wszystkie odwzorowania pry i x,. Sprawdzamy tez bez trudu relacje , wybrawszy
dowolnie gy € G,

Hoplgn) = 2 xpopr,om(gn) =xaopryom(on) +y >, xuobr, (o)
JN peAN{A}
= xalg) +y 2 xu(04) = xa(gn)-
neAN{A}

Dowodzimy nastepnie jedynosci H. Niechaj H: @y Gr—Y bedzie dowolnym innym takim
odwzorowaniem, a wtedy réznica odwzorowan
H-H: @G —Y : g— H(g)+y Py o H(g),
AeA

bedaca homomorfizmem grup przemiennych (przypomnijmy, ze rzuty kanoniczne sa homomorfiz-
mami grup przemiennych), spelnia tozsamosci

(H-H)on(gx) = Hoxn(gr) +v Py (Ho3x(91)) = x2(92) +v Py (xa(gx)) = Oy .
Mozemy stad wyciggna¢ prosty wniosek:

U 2x(Gx) c Ker (H - H).
AeA

Jednakowoz Ker (H - f[) jest podgrupa @®xca Gy, tj. podzbiorem domknietym ze wzgledu na
operacje brania skoriczonych sum jego elementéw, kazdy zas element g € @ e G jest taka wlasnie
suma skoriczong elementow z roznych gy (G ). Azeby sie o tym przekonaé, rozwazmy odwzorowanie
B DGO g Y mopra(g),
AeA AeA
11
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ktore jest dobrze okreslone z tych samych powodéw co H i ktore wobec homomorficznosci rzutow
kanonicznych spelnia tozsamosci

pryot®(g)=pryo . guopr,(g) =Y. (pryogu) (pru(g)) = pra(y) = pryoidg,., ¢, (9)-
peA pel

Te ostatnie — jak w poprzednio dyskutowanych przypadkach (tj. w konsekwencji terminalnosci
produktu kartezjariskiego) — prowadza do rownosci

(8) %= id@AeA Gx>

zadajacej rzeczony rozktad ¢ na skonczona sume

(9) 9= mopry(g)-
AeA

Wracajac do zasadniczego wywodu, stwierdzamy, ze jedynym podzbiorem @y.p G zawierajacym
Uxea A (Gy) 1 domknietym wzgledem operacji brania sum skoriczonych jest caly zbior @yep Ga,

Ker (H-H) =@ G,
AeA

czyli tez ostatecznie
H=H.

Nalezy podkresli¢, ze nigdzie w dotychczasowej dyskusji koproduktu nie bralismy pod uwage
dodatkowej struktury R-modulu na nosniku grupy przemiennej, mozemy przeto podsumowac te
jej czed¢ stwierdzeniem, ze oto czworka

(@ GA;¢27¢T7¢8)

AeA

stanowi spojna definicje sumy prostej grup przemiennych. Jako ze dzialanie pierscienia R w jawny
sposob zachowuje podgrupe @yca G ¢ G, dla naszych celow wystarczy jeszcze tylko upewnic
sie, ze zaréwno injekcje kanoniczne 7y, jak tez jedyny homomorfizm grup H sa odwzorowaniami
R-liniowymi. W tym drugim przypadku wlasnosé ta jest bezposrednim nastepstwem R-liniowosci
rzutéw kanonicznych pr, oraz odwzorowan x . W przypadku pierwszym R-liniowo$ci stwierdzamy
na gruncie terminalnosdci produktu kartezjanskiego oraz dowiedzionych wlasnosci odwzorowan ¢
i e, stosujac sprawdzona strategie rozwazain wcze$niejszych. Punktem wyjscia jest obserwacja
(wystowiona dla dowolnych A, pe€ A oraz (r,g,) € RxG),)

pry o ("o (idR X ],u)(T, gu) = WMo (idR X p1">\) ° (idR x ]u)(r, gu)

¢ o (idg x pry 0 ) (1, 9) = (pry © gu) o L4 (r, g,1)
wskazujaca na réownosé dwoch rodzin odwzorowan

To(idpxg,) pr

G

R x G,u ®V€A Gu

ol ’
(W (rg,) dlal=p

0x dla A # p
przesadza w tej sytuacji o istnieniu jedynej rodziny odwzorowan

pp : RxG,— @ G, cG"

veA

identycznych z ry : (r,g,) — { . Terminalno$¢ pary (G",{pry}rea)

o wlasnosci
VXeA @ Pryop, =Tx.
Stad ostatecznie wyprowadzamy pozadang réwnosé
a0l = Mo (idg x 73)

wyrazajaca R-liniowosé injekcji kanonicznych.
12
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3.3. Iloczyn tensorowy. Narzedzia formalne pozyskane dotychczas pozwalajg nam wprowadzié
nowa, wieloliniowa strukture algebraiczna, o fundamentalnym znaczeniu dla konstrukcji algebr
Clifforda i ich modutéw, wiec obiektow, ktorych dyskusji jest po§wiecony niniejszy cykl wyktadow.
Strukture te definiujemy i badamy ponizej.

Zaczynamy od wprowadzajacej

Definicja 6. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i ustalmy R € ObRing. Niechaj G; € ObModRgep,
G9 € Modp oraz H € Ob AbGrp i niech ¢ : Gy x Gy — H bedzie dwu-Z-liniowe (czyli dwu-
addytywne), tj.

Vg1,92¢G1 VgseGy - (g1 +1 92,93) = ¢(91,93) +1 ©(92,93) ,

VhieGr YhohseGs ¢ @(h1,ha +2 hg) = (hi,ha) +1 @(hi, hs) .

Odwzorowanie ¢ nazywamy $rod-R-liniowym, jesli spelnia dodatkowy warunek $réd-R-jed-
norodnosci

v(r,gl,gz)eRxGleg D (g1 97,92) = (91,7 > g2) -

Odwzorowania $rod-R-liniowe dla ustalonej pary (Gi,G2) tworza kategorie “1L2, ktorej obiek-
tami sa pary (H, ) ztozone z H € Ob AbGrp i odwzorowania $rod-R-liniowego ¢ € Homget (G1 x
Go, H), morfizmami za§ — dla ustalonych obiektow (Ha,pq), « € {1,2}, utworzonych przez
H, € Ob AbGrp i odwzorowania $rod-R-liniowe ¢, : G1 x Go — H, — odwzorowania

Home, o, ((H1, ¢1), (H2,92)) = { x ¢ Homapaep(H1, H2) | @2=x0¢1 }.

Przyktady 3. Fundamentalnym przyktadem odwzorowania $réd-R-liniowego jest mnozenie w
pierscieniu R, przy czym R traktujemy tutaj jako kanoniczny lewy (gR) i prawy (Rgr) R-modul.

Mozemy juz teraz wprowadzi¢ obiekt podstawowy naszych rozwazaii:

Definicja 7. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Iloczyn tensorowy nad R prawego R-modutu
G ilewego R-modulu G5 to struktura inicjalna

(G1®R G2,®R)
dla warunku
PGy ,co)im,m(H ) =50 0 Gy x Gy — H jest odwzorowaniem $r6d- R-liniowym”,

w ktorego zapisie F; : Modpgor x Modrp — Set jest funktorem przyporzadkowujacym parze
moduléow (wzgl. odwzorowan R-liniowych) iloczyn kartezjanski ich nosnikéow (wzgl. tychze od-
wzorowan), a Fy : AbGrp — Set jest funktorem zapominania przyporzadkowujacym grupie
przemiennej (wzgl. homomorfizmowi miedzy takimi grupami) jej nosnik (wzgl. to samo odwzoro-
wanie traktowane jako odwzorowanie miedzy zbiorami).

Uwaga 1. Dokonajmy elementarnej egzegezy powyzszej definicji, aby uniknaé oniesmielajacego
uczucia wysokosciowego vertigo. Oto wiec iloczyn tensorowy R-modutéw G i Go to — w istocie —
para (G1®rGs2,®R) zlozona z grupy przemiennej G ®g Gy oraz odwzorowania $rod- R-liniowego
®r: Gy x G — G ®r G4, zwanego kanonicznym odwzorowaniem $rod-R-liniowym, o tej
wlasnosci, ze dla kazdej grupy przemiennej H i kazdego odwzorowania $réd-R-liniowego ¢ :
Gy x Go — H istnieje dokladnie jeden homomorfizm grup przemiennych @: G; ®r Go — H,
ktory czyni przemiennym diagram

H F2 (H, )

(Gl,Gg) 'T> G1 X G2

G1or Gy <—F2* (Gl ®r Ga, ®R)
13
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czyli — moéwiac po ludzku — spelnia tozsamosé

(11) V(g9)ccixcs P91 @R 92) = 9(91,92)
gdzie wprowadziliSmy standardowe oznaczenie

(12) ®r(91,92) =91 ®R g2 -

Mamy wielce uspokajajace

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def.[7] Dla dowolnego pierscienia R i dowolnych G; € ObMod ges,
G2 € Modg iloczyn tensorowy (G ®gr Ga,®g) istnieje i jest okreslony jednoznacznie z doktad-
noscia do jedynego izomorfizmu grup przemiennych.

Dowdd: Wprost z definicji iloczynu tensorowego jako morfizmu uniwersalnego wynika — w $wietle
Tw. 2.2 — druga czesé dowodzonego twierdzenia. Pozostaje zatem wykazaé jego istnienie, co czyni-
my w sposob bezposredni (konstruktywny). Utworzmy wolny Z-modul (czyli grupe przemienna)

(G1XG2>Z:{n‘7‘ : G1XG2—>Z | |{ n(gth)EZX | (91792)EG1XG2 }|<Oo }
nad zbz’orerrﬂ G1 x G3. Modut ten zawiera Z-podmodut
T = ({(gl +192,93) = (91,93) - (92793)}917926017936672

U{(hla ha +2 h3) - (h17h2) - (h17h3)}h1€G1,h2,h3€G2

u{(k1 <1 7, k2) = (k1,7 >2 k2)}k1eG1,k2€G2,reR)Z7

ktory wobec przemiennosci grupy (G x Ga),, definiuje Z-modul ilorazowy (czyli grupe ilorazows,).
Postulujemy

(13) G1®R Ga = (G1x Ga)y [T,
a poniewaz zbior Gi x Gg zanurza si¢ kanonicznie w (G1 x Ga), (jako zbior) wedle schematu
(14) Jaixas, © G1x G2 (G1xGa)y + (91,92) = O(gy,95) »

wykorzystujacego baze {0(g, g.)}(g1,92)eG1xG, ztoZona z odwzorowan

1 dla (h1,hs) = (91, 92)

6(91792) : G1xGy—7Z ¢ (hy,hy) — { 0 dla (hy,ho) # (g1,92)
przeto mozemy tez zdefiniowaé

®R = T(GxGa),/T ©JG1xGs  +  G1x G2 — G1®r G

(15) ¢ (91,92) ¥ (g1,9) T T =91 ®R g2,

uzywajac rzutu kanonicznego modulo T
Zaczniemy od sprawdzenia $rod- R-liniowosci zdefiniowanego powyzej odwzorowania ®pg, liczac
dla dowolnych g1,92 € G1, 93,94 € G2 i r € R, co nastepuje:

(91+192) ®R g3 = O(g4192.05) T 1 = 0(gy.95) + O(gags) + (5(g1+1gz,ga) = 0(g1,95) ~ 5(927513)) +T

S(gr.95) + 0(g2.9) * T = (8(g1.95) + T) + (O(gangs) + T)

g1 ®Rr g3+ 92 ®R J3,

N1 ®R (93+204) = S(gr.g50000) + T = 0(g1.05) * 0g1.90) + (0(g1.05+200) = Og1.95) = Ogrogn)) + T

= 5(91793) + 5(91794) +T = (5(91,93) + T) + (5(91;94) + T)

5F’odkreélmy: nie chodzi tutaj o grupe przemienna G1 x G2, lecz o ,,goty” zbiér.

14



Wyjatkowose” (MAWF 22/23 1.III, 1.IV & 1.V [irS])

91 ®r g3+ 91 ®Rr g4,

91 <17 ®R g2 5(91<1T,92) +T = 5(91;”292) + (5(91<1T;92) - 5(91,Tl>292)) +T

= O(grroag) T T =91 ®RT P2 7o

W nastepnej kolejnosci wykazemy istnienie i jednoznaczno$é odwzorowania @, o ktérym mowa
w Uwadze |1l W tym celu wykorzystamy bazowos¢ uktadu {0(g, g,)}(g1,2)cGixGs W (G1 % G2)y,
Jak tez 1 to, ze odwzorowanie (g, xq,),/r Jest epimorfizmem, zatem definiujaca tozsamosé (L1J)
ustala obraz wzgledem odwzorowania @ uktadu generujacego dziedziny tego odwzorowania. Jest
zatem jasne, ze istnieje co najwyzej jedno Z-liniowe rozszerzenie tak zadanego (na ukladzie
generujacym) odwzorowania. Rozszerzenie to przyjmuje nastepujaca postac: wobec surjekty-
wno$ci rzutu kanonicznego modulo T kazdy element 7 € Gy ® g G2 mozemy przedstawi¢ w formie
7 =v+T dla pewnej funkcji v € Z€*%2 o ograniczonym nosniku (wiec przyjmujacej wartosci
rozne od 0z dla skoriczonej liczby argumentéw — zbior takich funkcji bedziemy oznaczaé¢ sym-
bolem Zy(Z;G1 x Gz)), skoro za$ uktad {d(g, 4,)} (g1,92)eG1xG. €St baza (G x G2),, to mozemy

10710Zy¢ V= Y (g, 02)eGixGa TM(g1,92) > O(g1,g2)» PTZY czym — jak tatwo widaé — ny, 4,) = v(91,92),
ostatecznie wiec najbardziej ogolna postaé¢ elementu modutu Gy ®g G2 to

(16) T = > v(91,92) B (g1, + T = > v(91,92) > (91 ®R g2) »
(91,92)eG1xG2 (91,92)eG1xG2

gdzie w ostatnim kroku wykorzystalismy oczywisty tozsamosé ([>] to dzialanie pierscienia Z na
zbiorze T-warstw)

O[D]T = O[D] [O] mod T = [0 > O] mod T = [0] mod T = 117
a poniewaz @ z zalozenia ma by¢ homomorfizmem grup przemiennych, przeto
(7)) = > 7(g1,92) > P(91 ®r g2),
(91,92)€G1xG2
co daje antycypowany jednoznaczny wynik ostateczny
)= Y Pg1,92) pm ¢(91,92) -
(91,92)€G1xG2

Innymi stowy, okreslenie postaci przyjmowanej przez @ na ukltadzie generujacym G; ®pr Go
zlozonym z tensoréw prostych, w sposdb zdeterminowany przez sama definicje obiektu inicjal-
nego, jednoznacznie podpowiada posta¢ (jedynego) rozszerzenia Z-liniowego tego odwzorowania
do calego modutu tensorowego. O

Majac na wzgledzie przyszla wygode dowodzenia, podamy obecnie rownowazng definicje iloczynu
tensorowego modutéw uwzgledniajaca powyzsze rozumowanie, a to w formie

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. Niechaj (T,7) € Ob%1LS. Ponizsze zdania logiczne sa
réwnowazne.

(i) (T,7) jest iloczynem tensorowym modutéow G; i Go nad R.
(ii) Grupa T jest generowana (nad Z) przez elementy postaci 7(g1,92), (91,92) € G1 x G2, tj.

(17) T=(r(G1xGa))y

aponadto dla kazdej pary (H, ) € Ob LS jest okreslone odwzorowanie @€ “1LC2((T, 1), (H,¢)),
tj. takie, ktore czyni przemiennym diagram

H

(18)

a

G1><G2 T

T

15
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Dowdd:

(i)=(ii) Prawdziwos¢ zdania (i) implikuje istnienie (jedynego) odwzorowania @ wprost na mocy
uniwersalnosci iloczynu tensorowego. Niechaj

T, =(1(G1 x G2))y

bedzie podgrupa generowana przez elementy 7(g1,92), (91,92) € G1 x Go. Wobec zawiera-
nia 7(G; xG2) ¢ T (w Set) i domknietosci T wzgledem brania kombinacji Z-liniowych
elementéow mamy kanoniczny monomorfizm grup przemiennych (zanurzenie) jr. : Ty = T,
a wobec tego 7 kanonicznie okresla obiekt (7,7) € Ob“1L% o wlasnosci

JT. T ="T.
Istotnie, powyzsze zachodzi w Set, a przy tym zanurzenie jr_ tworzy ledwie wierny obraz
swej dziedziny w przeciwdziedzinie, wiec §rod- R-liniowo$¢ 7 jest dziedziczona przez 7. W
tych okolicznosciach inicjalnosé 7 gwarantuje istnienie homomorfizmu grup przemiennych
7T:T — T, o wlasnosci

=

oT=1,

a zatem zachodzi tozsamosé

Jr,oToT=jp or=7=idrorT,
ktoéra wobec tejze inicjalnosci 7 daje nam réwnosé
Jr. oT =idr,
implikujaca postulowana surjektywnosé zanurzenia kanonicznego,
Imyr =T.

(ii)=(1) Niechaj @ :T — H i1 $2: T — H beda dwoma homomorfizmami grup przemiennych

domykajacymi Diag. ,

ProT=p=pr0T,
skad wniosek:
P11 (GixG2) = P2l (G1xG2) -
Rownosé przesadza o pozadanej rownosci obu homomorfizméw (wobec ich Z-liniowosci),
o1 =92.

O

W nastepnej kolejnosci zajmiemy sie oméwieniem operacji tensorowania odwzorowan liniowych.
Nasza dyskusja bedzie zarazem stanowi¢ pierwsza demonstracje sity pojecia morfizmu uniwersal-
nego. Zacznijmy, jak (niemal) zawsze od

Definicja 8. Przyjmijmy zapis Def.[7] i niechaj G1,H; € ObModger i Ga2,Hs € ObModg.
Tloczyn tensorowy nad R odwzorowan R-liniowych y; € Hompgor (G1, H1) i X2 € Homg(Gs, Hs)
to (jedyny) homomorfizm grup przemiennych

X1®x2 : G1®r Ga — H; ®R Ha

o wilasnosci

Y (g1,92)eGixGs + (X1 ®X2)(91 ®r 92) = X1(91) ®Rr X2(92) -

Stwierdzenie 4. Dla dowolnego pierécienia R i dowolnych Gi,H; € ObModge, Go, Hs €
Modpg oraz (x1,x2) € Hompor (G1, H1) x Hompg(G2, H2) homomorfizm grup przemiennych y; ®
X2 jest dobrze okreslony.

16
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Dowdd: Rozwazmy odwzorowanie

¢ GixGy— Hiog Hs : (91,92) — x1(91) ®r Xx2(g2) -

Jest ono jawnie $rod-R-liniowe, zatem w Swietle uniwersalnosci iloczynu tensorowego nad R
okresla ono jednoznacznie odwzorowanie X1 ® 2 := @, o ktéorym mowa w dowodzonym stwierdze-
niu. O

Uwaga 2. Przyjety zapis iloczynu odwzorowan liniowych moze byé mylacy, sugeruje bowiem,

jakoby x1 ® x2 byto iloczynem tensorowym odwzorowan y; i x2 traktowanych jako elementy

Z-moduléw (tj. grup przemiennych) Homy(G1, H1) 1 Hompg(Gse, Hs), odpowiednio, tymczasem

skonstruowane ponizej odwzorowanie Homz(G1, Hy)®zHomg(Ge, Hy) — Homz(G1®rGe, H1)®R
Hs) nie jest w ogblnosci ani surjektywne, ani injektywne.

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def.[8] Istnieje kanoniczny homomorfizm Z-modutéw
1 HomR(Gl,H1)®Z HOIHR(GQ,HQ)—>HOIH2(G1 ®r GQ,Hl ®RH2)
o wlasnosci

1(X1®zX2) =X1®X2-

Dowdd: Odwzorowanie

© : HOmR(Gl,Hl)XHOmR(GQ,HQ)ﬁHOmz(Gl ®r Gg,Hl ®RH2)

(X1, X2) — X1 ® X2
jest jawnie Z-dwuliniowe, wiec tez automatycznie $rod-Z-liniowe, a zatem okresla jednoznacznie

odwzorowanie ¢ := @, o ktérym mowa w dowodzonym stwierdzeniu. O

Mamy przydatne

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def.[§| Dla dowolnych Gy, H1, K1 € ObModper i Go, Ha, K €
ObMOdR oraz Xxi € HOmRop(Gl, Hl), X2 € HOIHR(GQ,HQ) i wl € HomR(H17K1)7w2 € HomR(H%Kg)

zachodzi tozsamosé

(19) (Y1 ®12) o (X1 ®x2) = (Y10ox1) ® (P20 X2).
W szczegolnosci ilekroé x; i x2 sa odwracalne, otrzymujemy
i®x2) ' =xi'exy

Podobnie, surjektywno$é yi i x2 implikuje surjektywnosé xi1 ® xo wobec tozsamosci

Im (x1 ® x2) =Imx1 ®p Im 2.
Dowod: Wobec Rown. oraz Z-liniowosci ®p (a takze po uwzglednieniu Z-liniowosci super-
pozycji odwzorowan Z-liniowych, jakimi sg — na mocy Stvv. — odwzorowania ¥ ® 12 1 X1 ® X2)
wystarczy sprawdzi¢ dowodzona tozsamosé na generatorach g1 ®rgs, (91,92) € G1 xGs grupy
przemiennej G1 g Ga, co jest rzeczg prosta. O

W podsumowaniu dotychczasowej dyskusji mozemy wypowiedzie¢ zwiezle

Twierdzenie 4. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Iloczyn tensorowy okresla funktor kowariantny
®r : Modgor x Modr — AbGrp o sktadowej obiektowej (G1,G2) — G1 ®r G2 i sktadowej
morfizmowej (x1,X2) = X1 ® X2-

17
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Dowdd: Wynika wprost z Def.[§ oraz Stw.[6] O

Uniwersalna natura iloczynu tensorowego dostarcza nam poteznego narzedzia analizy jego wlas-
nosci strukturalnych, z ktérych kilka opiszemy w dalszej czesci. Nim to uczynimy, potrzebujemy
przypomnie¢ prosta obserwacje z dziedziny algebry liniowej: Kazdy prawy (wzgl. lewy) modutl G
nad pierscieniem R z dzialaniem GxR — G : (g,r) —> g <ar (wzgl. RxG — G : (r,g) —> r >
¢) niesie kanoniczng strukture lewego (wzgl. prawego) modutu nad pierécieniem przeciwnym R°P
(o noéniku R, wyposazonego w mnozenie R*? 3 (ry,73) —> ro-gT1 =71 gor T2 € R) okreélonaﬂ przez
dzialanie RPxG — G : (r,g) —> g <1 =7 Dgp g (Wzgl. GXR® — G : (g,7) —> 1> g=g<p 1)
i oznaczang w dalszej czesci wykladu symbolem G(OP).

Studium podstawowych wlasnosci iloczynu tensorowego zaczynamy od
Twierdzenie 5 (O przemiennosci iloczynu tensorowego). Przyjmijmy zapis Def.i niechaj GEOP)
(wzgl. GP) ozmacza lewy (wzgl. prawy) R°P-modul o nosniku Gy (wzgl. Ga) i strukturze in-

dukowanej w naturalny sposob ze struktury prawego (wzgl. lewego) R-modutu na G; (wzgl. Gs).
Istnieje kanoniczny izomorfizm grup przemiennych

061.Gs + G1®R G2 —> GY @pen GIP)
o wlasnosci

V(91792)€G1><G2 P 0Gy,Gs (gl ®R 92) = g2 ®Ror g1 -

Dowdd: Wprost na mocy definicji G((fp), a € {1,2} odwzorowanie
¢ Gy xGy— GéOp) ® Rop GEOP) : (91,92) = g2 ®Rov g1

jest $réd- R-liniowe, istnieje zatem jedyne odwzorowanie Z-liniowe

0G,,Go * G1®r Gy — ngp) ® Rop GgOP)

o wlasnosci wskazanej w tezie dowodzonego twierdzenia. Analogicznie dowodzimy istnienia je-
dynego odwzorowania Z-liniowego

TG1,G2 * Ggop) ® Rep Giop) — G1®Rr Ga
o wlasnosci
Y (91,92)€G1xGs 1 TG1,Ga (92 ®Ror 91) = g1 ®R g2 -
Otrzymujemy wiec rownosci, trywialnie spelnione na generatorach, a wiec i og6lnie,

0G1,G2 ©TG1,Gs = 1ngop>®RopG§op> ,

7G1,G2 °0G1,Gy = idGl®RG2 :
O

Celem zbadania zagadnienia tacznosci operacji tensorowania modutéw uogolnimy najpierw nasze
dotychczasowe rozwazania w sposoéb opisany w

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def.|7| oraz |§|i niechaj G1,H; € Ob Mod(RzyR;np), Go,H; €
Obl\/IOde7 Gg,Hg € ObMOdR;m G4,H4 € ObMOd(Rl,R;’p)- Wowczas

(i) Gy ®R, G2 jest lewym Rs-modutem z dzialaniem okreslonym na generatorach:
V(T7917g2)ER2XG1®R1G2 P T bg (91 OR, g2) = (r >(1) g1) ®R; 92 -
(i) ¥ (x1,x2)eHomr, . r,)(Gr,Hi)xHomp, (G2, Ha) * X1 ® X2 € Homp, (G1 @, G2, H1 ®r, H>).

6Istotnie7 mamy np. (71 0p72) Pop §=g < (r1opm2) =g (ra-71) =(g<r2) 471 =71 bop (72 Pop g)-
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(ill) G3 ®pR, G4 jest prawym Ro-modulem z dzialaniem okreslonym na generatorach:
V (93,04.7)eGs@n, GaxRy © (93 ®R, ga) g 7= g3 ®p, (92 (4) 7).
(iV) ¥ (41, 42)eHomn, (Gs,Hs)xHom (g, r,y(Ga,Hs) * Y1 ® Y2 € Homp, (Gs @k, G4, H3 ®R, Hy).
Dowdd: Przedstawimy jedynie dowdd punktow (i) i (ii) tezy, dowod pozostatych punktow przebiega

w pelni analogicznie.

Ad (i) Okreslmy dla dowolnego r € Ry odwzorowanie
¢r + G1x Gy —> Gy ®Rg, G2 & (g1,92) — (T>1) 91) ®R, 92-

Jest ono jawnie §rod-R;-liniowe (wobec przemiennos$ci dzialan: lewego (pierscienia Rs) i
prawego (pierscienia Rj)), wiec tez indukuje jedyne odwzorowanie Z-liniowe

2

Pr + G1®R, G2 — G ®R, G
o pozadanej wlasnosci
07 (91 ®r, g2) = (r>1) 91) ®R, g2-

Bez trudu sprawdzamy, ze to ostatnie zadaje strukture lewego Rs-modulu na swej dziedzinie,
wedlug schematu

2 RyxGy®p, Go — G ®g, Go
(X v(g1,92) > (91 ®r, g2))
(91,92)eG1xG2

— Z v(91,92) Df?(gl ®R, g2) -
(91,92)eG1xG2

Ad (ii) Trywialne sprawdzenie na generatorach.

Mozemy juz teraz wystowic¢

Twierdzenie 6 (O lacznosci iloczynu tensorowego). Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj
G1€0b ModRzlm7 G5 € Ob Mod(RhR;p), G3 € ObModg,. Istnieje kanoniczny izomorfizm natu-
ralny

®Ry °(®R1 xldmodp, )

/_\

Modger x Mod (g, grer) x Modg, Q. AbGrp

S D

®R, °(®R1 ><IdModR2)
miedzy funktorami kowariantnymi
®r, © (8r, xIdMody,) : Modper x Mod(g, oy x Modg, — AbGrp
(G1,Ga,G3) — (G1 ®p, G2) ®R, G5
oraz
®R, © (IdMode X ®R2) : MOdRclip X MOd(Rl,R;’p) X 1\/[0(2132 —> AbGrp
(G1,G2,G3) — G1®R, (G2 ®R, G3),
o wlasnosci

V(91792793)EG1XGQ><G3 : aGhGZ’GS.((gl ®R, 92) ®R, 93) =91 ®Rr, (92 ®R, 93) .
19
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Dowdd: Ustalenie postaci postulowanego izomorfizmu na generatorach gwarantuje — jak uprzednio
— jego jednoznaczno$¢é. Pozostaje dowies¢ jego istnienia, co uczynimy w sposob konstruktywny.
Zdefiniujmy, dla dowolnego g3 € G3, odwzorowanie

hg, + Go — G2®pR, G3 : g2 — g2 ®R, g3,
jawnie R;-liniowe,
1> hgy(92) =110 (g2 ®R, g3) = (11> g2) ®R, g3 = by (11> g2)
po czym rozwazmy indukowane przezen odwzorowanie Z-liniowe
7{93 =idg, ® hy, : G1 ®r, G2 — G1 ®R, (Gg ®R, Gg).
To ostatnie zadaje odwzorowanie
h. : G1®R, G2 x Gy — G1 ®p, (G2 ®g, G3),
ktore na generatorach okreslamy jako
7.(g1 ®r, 92,93) = g, (91 ®R, 92) -

Odwzorowanie to jest Z-liniowe w pierwszym argumencie wprost na mocy Z-liniowosci 7293, anadto
— Z-liniowe w drugim argumencie wobec tozsamosci (zapisanej dla dowolnych g1 ®pg, g2 € G1®r, G2
i g3, hs € G3)

—_

h93+(3)h3 (gl ®R, 92) 91 ®Ry h93+(3)h3(g2) =91 9R, (92 ®R, (93 +(3) h3))

= 91 ®R, (92 ®R, 93 +@ g2 ®R, h3)

= g1®R, (92 ®R, 93) *o 91 ®R, (92 ®R, h3)

hys (91 ®R, 92) +& iy (91 ®R, 92) -

Takze na generatorach sprawdzamy jego $rod- Rs-jednorodnosé, z ktorej wynika istnienie jedynego
odwzorowania Z-liniowego « o pozadanej wlasno$ci. Dowod istnienia odwrotnosci a przebiega
w pelni analogicznie (sprawdzenie na generatorach). I wreszcie naturalno$é opisanej tu rodziny
izomorfizméw jest oczywista konsekwencja ich definicji. O

Uwaga 3. Zagadnienie uniwersalne dla odwzorowan $roéd- R-liniowych ma swoje naturalne uogdél-
nienie na przypadek n-liniowy dla n > 2, ktére w przypadku n = 3 prowadzi do definicji grupy
przemiennej G1®p, G2 ®R, G3, zwanej potroéjnym iloczynem tensorowym. Latwo wykazaé istnienie
kanonicznego izomorfizmu grup przemiennych

(Gl R, GQ) R, G3 = G1 ®R, GQ ®R, G3.

Uogodlnienie tej obserwacji formalizujemy w ponizszej definicji, pozostawiajac Czytelnikowi dowdd
jej sensownosci (tj. istnienia przedmiotu tejze) jako proste, a pozyteczne éwiczenie.

Definicja 9. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i dla ustalonego n € N\ {0,1} niechaj G €
ObModpger, Gy, € ObModp, , oraz G € ObMod g, _, r,),k € 2,1 1. Niech tez Gr[G2[Gs...Cn1 [ Cn
bedzie kategoria, ktorej obiektami sa pary (H,p) zlozone z H € Ob AbGrp i odwzorowa-
nia ¢ : G; x Gy x - x G, — H n-addytywnego i $r6d-R;-jednorodnego dla kazdej pary
(G1,Gi41), lel,n—-1 iktorej morfizmami — dla ustalonych obiektow (Hy, @), « € {1,2}, utwo-
rzonych przez H, € Ob AbGrp i odwzorowania ¢, : G;xGex---xG, — H, —sa odwzorowania

Homa, ;62,0561 p6n (H1,01), (Ha2, 02)) = { x ¢ AbGrp(Hy, Hy) | @2=x0¢1 }.

n-krotny iloczyn tensorowy nad (Rp,Rs,...,R,-1) rodziny modutow {G;}
inicjalna

it to struktura

(G1®R, G2 ®R, G3 ®R, - ®R,_, Gn,®%)
20
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dla warunku

P(Gl7G27---7Gn);F17F2(H790) = R G1x Gy x-xGp —> H jest

odwzorowaniem $rod-R;-liniowym dla [e1,n—-1",

w ktorego zapisie Fj : ModRclm xMod g, r,)*Mod g, r,)*--xMod (g, , r,)*Modg, — Set
jest funktorem przyporzadkowujacym n-tce (bi)modutéow (wzgl. stosownych odwzorowan linio-
wych) iloczyn kartezjanski ich nognikow (wzgl. tychze odwzorowan), a Fy : AbGrp — Set jest
funktorem zapominania jak w Def.[7}

Istnienie kanonicznej struktury (R, R)-bimodutu na R, okreslonej przez lewo- i prawostronne
mnozenie (laczne!) przez elementy R, pozwala nam w przypadku dowolnego G; € Ob Modgop
traktowaé¢ G1 ®z R jako R-modul prawostronny, a w przypadku dowolnego Gs € ObModg —
R ®r G5 jako R-modul lewostronny. Obserwacja ta nadaje sens

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def. oraz Réwn. . Odwzorowanie
@§ Gi—G1®rR : g—g®r1p
jest izomorfizmem R-modutéw prawostronnych, o odwrotnosci zadanej przez odwzorowanie
ek GieprR— Gy

>, vigre(gerr)— 3 wvigr)v(gar).

(g,7)eG1xR (g,7)eG1xR
Podobnie odwzorowanie
€G2 : G2—>R®RG2 : g'—>lR®Rg

jest izomorfizmem R-moduléw lewostronnych, o odwrotnosci zadanej przez odwzorowanie

kg, + RO®rGy— Gy
Z v(r,g) > (regg) — Z v(r,g) > (reg).
(r,9)eRxG2 (r,9)eRxGa

Dowdd: Dowodzimy pierwszej czesci tezy, dowod drugiej czesci jest w pelni analogiczny. Latwo
sparwdzamy, ze jawnie Z-dwuliniowe (wprost z definicji dzialania) odwzorowanie
p: GixR— Gy : (g,r)—g4ar

jest $rod- R-jednorodne,

V(g.r,s)eGixRxR p((g < 1")73) =(gar)<as=g<a(r-gs)=g<(res)=p(g,rvs),
to za$ implikuje istnienie (jedynego) odwzorowania Z-liniowego ¢,k =% jak w tezie dowodzonego
stwierdzenia. Tozsamosci g,k ¢, =idg, oraz g,{o g,k =idg,e,r sprawdzamy bezposrednio na
generatorach (tensorach prostych). O

Budowanie relacji iloczynu tensorowego z produktem i sumg prosta moduléw zaczynamy od
elementarnego

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy dotychczasowy zapis, ustalmy zbiory (indekséw) Aj, Ay i niechaj
G1.€0b Mod/}{ép oraz Go.€Ob Modg". Odwzorowanie

T |_| (ESPVRS |_| Gax, — |_| Gix, ®r G2y,
el A2€As (A1,A2)eA 1 xAo
(91,97 — (" o pry) @& (91 o pry),
w ktorego zapisie pr,, : A;xAy — A, a€{1,2} sarzutami kanonicznymi, indukuje kanoniczny
homomorfizm grup przemiennych
T: ] Giny®r [] Gax, — [ Gix, ®r G2y,

A1eAq AoeAs (A1,A2)eA 1 xAo
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o wilasnosci

Vo e xan ¢ T @R 9P) = (9 opry) ®r (917 0 pry).

Dowdd: Odwzorowanie 7 jest jawnie Z-dwuliniowe i $roéd- R-jednorodne, zatem teza dowodzonego
stwierdzenia wynika wprost z Tw.[3] O

W ogo6lnosci nie mozemy orzeka¢ o wlasnosciach 7 bez poczynienia dodatkowych zalozen odnosnie
do struktury rodzin moduléw pojawiajacych sie w jego definicji (znane sa przyklady odwzorowan
nieinjektywnych i niesurjektywnych). Na wieksza precyzje wypowiedzi pozwala ograniczenie roz-
wazaii do podmodutéw modutéw produktowych danych przez sumy proste. Oto wiec znajdujemy
wazne

Twierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Stw.[J] Kanoniczny homomorfizm grup przemiennych 7
ogranicza si¢ do iloczynu podmodulow @,_ca, Gar, CMaen, Gar,, @ €{1,2}, tj. zadaje kano-
niczny homomorfizm grup przemiennych
T: @ Gix®r B Gor, — P Gix, ®r G2y, s
AreAy Agela (A1,A2)eA1xAg

przy czym sumy proste tensorowane w dziedzinie 7 to sumy proste R-moduléw, gdy tymcza-
sem przeciwdziedzina jest sumg prosta Z-moduléw. Homomorfizm ten jest izomorfizmem grup
przemiennych.

Dowdd: Wobec zerowosci iloczynu tensorowego dowolnego elementu jednego modutu z elementem
zerowym drugiego modutu 7-obraz iloczynu tensorowego skoiiczonych kombinacji R-liniowych ele-
mentow @y, ca, G1a, 1 — odpowiednio — @y,ecn, G2, jest skoniczong kombinacjg Z-liniowa ten-
soréw prostych z G1, ®r G2»,, wiec — w istocie —
?( P Ginor P Gz,\Q)C é Gix, ®r G2y, -
Ar1eAy Agela (A1,A2)eA1xAy
W $wietle Stw.[0] pozostaje zatem znalezé odwzorowanie Z-liniowe
h o ) Gix, ®r G2y, — D Gixn, ®r D Gan,
(M1, h2)eAr x Az A€y AgeAy

spelniajace tozsamosci

hoT = id@,\le[\l G1x®r®xpen, G2xg Toh= id@()\l,/\z)eAleQ G1x;®rG2x, -
Przywotujac definicje sumy prostej jako struktury inicjalnej, stwierdzamy przy tym, ze istnienie i
jednoznaczno$é poszukiwanego odwzorowania bedzie wynika¢ wprost z istnienia stosownej rodziny
homomorfizméw grup przemiennych

X.- : Ay xAy — Mor AbGrp

(A1, A2) — Xaga, € HODHZ(GM1 ®rG2x B Gi®r P quz),
pielAy p2€ls

ktorej elementy wybieramy w postaci
(20) X212z = A ® as s
gdzie zastosowaliSmy notacje Def. 2.9 oraz[§] Homomorfizmy te indukuja odwzorowanie spelniajace
relacje

h OJx1. A2 = XA1,22 5
wyrazona w terminach wlozeri kanonicznych

e @ Gia, ®r Gy, — P Gipu ®r Goyp, -
(n1,p2)eA1xA2
Oznaczmy symbolicznie
Ia Gak(, -_— @ G’au(V EYDWN ’_>6%m.l>g)\(,a OéG{l,Q}

Ha€lho
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oraz

Dare ¢ Gix, ®r G2y, — &b Gipy, ®r Gay,
(p1,p2)eA1xAs

Z v(91,92) > (91 ®R 92)

(91,92)€G1 2, xG2x,

— > 5(Z>\1,/\2),(-,-) v(91,92) > (91 ®R g2)
(91,92)€G1 1, xG2x,

i przywolajmy Rown. (2.10). Mozemy juz teraz wprost sprawdzi¢ — z wykorzystaniem definiujacej
wtasnosci , jak rowniez Z-liniowosci iloczynu tensorowego — pozadane tozsamosci (na tensorach
prostych z @, ea, G1p, ®R @puyen, G2pu,, dla dowolnych r. € Zo(R; A1) i 5. € Zo(R;A2))

hO'f(g‘ (1) T ®R 8. >(2) g‘) = h(g (1) 7.0 Pry ®R 8. >(2) g. © Pry

E Z hogx a0 Py, A, (9- (1) T-°PTy ®R S. >(2) g. © Pry
()\17A2)EA1XA2

)
)
= Z (.7>\1 ®]A2)(g)\1 1) T ®R Sx, >(2) 9x, )
(A1,A2)eA1xA
)
)
)

= Z Z ])\1(9)\1 <(1) 7")\1) ®R Xy (5)\2 >(2) Gx,
A1€A1 o€l

= Z ]Al(g,\l <(1) 7‘>\1) ®Rr Z ]A2(5>\2 >(2) 9A,
A1€Aq Ao€eAo

= 2 epny, (990 1) ®r D I oPry, (5 b2 9.
)\161\1 )\221\2

=4g. <1(1) . ®R S. |>(2) g..

Podobnie pokazujemy — dla dowolnej rodziny N(..) € Zo(Z; A1 x Aa) —
Foh(N(.y - v(g™M opry, g™ opry) & (¢ o pry @5 g® opr,))

_ Z ?0h0]A17A2Opr)\l))\Q(N(‘,-)'V(g.(l)oprlag.@)opr2)
(A1,A2)eA1xA2

(2)

> (9" opr; @ ¢!

O pry

= Y Fom @) (Vo w6, 02 o (o8 @r gl
(A1,22)eA1xAs

E(A A)ZA . (N<A1 A2) z/(gA1 ’9A2))>(Jh(ggl))%]xz(gﬁz))
1;,A2)€N1 X2

1

= Z (N()\l A2) " V(g/\1 79)\2)) > (6>\1 a P g/(\l) ®r 6/\2, o P I,
(A1,2A2)eA1xAs

~ 1

= T( Z N()‘lﬁ)‘Q) V(gA1 7g/\2)) > (6)\1 ‘1 > g/(\l)

®R 6/\2, s Ix,
(A1,A2)eA1xA2

= ?(N('l;ﬂ) 'V(g(ll),g@)) > ( D ep g‘(f)

(2)

= Npr, ,pry) 'V(g-(l) opry,g. )

opry) > (9! )

opr; ®rg.

(2)

= Ny v(g opryg @

opry) & (g o pry @ g o pry).

Prosta konsekwencja powyzszego twierdzenia jest

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis Def.lji niechaj ((Va,+a,Pa,o — OQ),ZQ), a € {1,2}
beda dwiema przestrzeniami wektorowymi nad cialem K. Ich iloczyn tensorowy V; ®x Va2 spelnia
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warunek

dimg (‘/1 RK ‘/2) =dimg V7 - dimg V5 .

Dowdd: Pochodna Tw.i stwierdzenia o rozktadzie przestrzeni wektorowej na (wewnetrzna) sume
prosta powtok liniowych elementéw bazy. O

Istotnie pogtebiony wglad w relacje miedzy iloczynem tensorowym i suma prosta, tudziez pro-
duktem modutéw uzyskujemy w przypadku modutéw wolnych, do ktérych teraz przechodzimy.
Tytutem wprowadzenia sformulujemy

Stwierdzenie 11. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Niechaj G ¢ ObModpg bedzie R-modutem
wolnym o bazie {gx}xea, indeksowanej przez pewien zbior A, i niech H € Ob Mod gor. Wowczas

VreignG Mhemo(m:n) 2 T= Y. ha®rga
AeA
i istnieje (niekanoniczny) izomorfizm grup przemiennych
HorG=z @ H.
AeA

Dowdd: Wyb6r bazy w R-module G jest rownoznaczny ze wskazaniem izomorfizmu R-modutéw

G = @ (gA>R 9
AeA
co w $wietle Tw.m (a przy domyslnym zastosowaniu Stw.@ pozwala zapisaé
H®RG§H®R @ (g)\>R§ @ (H®R<g>\>3)~
AeA AeA

Liniowa niezaleznosé¢ (nad R) kazdego z elementow bazy {gx}aea 0znacza dalej, ze odwzorowanie
i R—(ga)g i TV 0a

jest izomorfizmem R-modulow, ktorego istnienie daje nam, po uwzglednieniu tezy Stw.[8] pozadany
izomorfizm grup przemiennych

HerG=2@ (H®r(g\)r) 2@ (HerR)=P H.
AeA AeA AeA

Powyzsze rozumowanie pozwala nam bez trudu przeprowadzi¢ dowod pierwszej czesci stwierdzenia.
Istotnie, rozwazmy dowolny tensor

Y, v(hg)> (herg) e HOrG,
(h,9)eHxG
okreslony przez rodzine v € Zy(Z; H x G). Uwzgledniwszy skoniczono$é tej ostatniej, jak rowniez
skonczono$é rodziny r.(g) € %o(R;A) wyznaczajacej jednoznaczny rozklad elementu g € G w
bazie {gx}rea, wreszcie tez wykorzystawszy $rod-R-liniowosé ® g, stwierdzamy

> wvlhg)e(herg) = > v(hg)e(her Y, ralg) b gr)
(h,9)eHxG (h,g)eHxG AeA

= X X vhg)r(herr(g)raan)

XeA (h,g)eHxG

= > > vlhg)v(hagra(9) ®r9r)

AeA (h,g)eHxG
= ) ( > V(hvg)b(th TA(Q)))@’RQ/M
AeA \ (h,9)eHxG

co jest poszukiwanym rozktadem,

hai= Y w(hg)e (hamri(g))eH.
(h’g)eHXG
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Jego jednoznaczno$é wynika wprost z rownowaznosci
Y. ha®rgr = Ongpa — Vaea @ hxa=0g,
AeA

ktorej nietrywialng skladowa = otrzymujemy ewaluujac odwzorowanie Z-liniowe gk o (idg ®
L;l opr,) (patrz: Stw. na obu stronach réwnosci z lewej strony dla kazdego indeksu p e A z
osobna. 0

Rozumowanie jak to przedstawione powyzej prowadzi nas wprost do

Stwierdzenie 12. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Jesli oba moduty G; i G2 sa wolne, przy
czym odnosne bazy to {gg\ll)})\leAl i {gﬁ)}&e/\w to w zapisie dowolnego elementu

1 2 1 2
Y g erhl= Y ) orgl?
A1eAq A2€lg

w terminach elementow hgi) €eGy i hg\lz) € G1, o rozktadach
(2) _ (2) (2) (1) _ (1) (1)
h)\l - Z h>\1,)\2 D(2) g)\z ’ h/\z - Z g)\l <](1) h/\27A1’
Ao€eAg A€l
o ktorym orzeka Stw.[I1] sa spelnione tozsamosci
2 1
v()‘l’)‘Z)EA?(AZ : hg\l),)\z = h§\2)7)\1 :

Dowdd: Wystarczy wykorzystaé jednoznaczno$é rozkladu, o ktérym moéwi Stw. (w wersji stosownie
zsymetryzowanej).

Uwaga 4. Nalezy podkreslié, ze mimo swe strukturalne powinowactwo do stwierdzen orzekajacych
o jednoznacznosci rozktadu elementu modulu w bazie, powyzsze stwierdzenie nie pozwala nam
traktowaé uktadu {gg\ll) ®r gg\i)}( A1 A2)edaxA, jako bazy, oto bowiem grupa przemienna G ®r G
nie jest w ogélnosci R-modutem.

Znaczenie zalozenia o istnieniu (skoriczonej) bazy eksponuje

Stwierdzenie 13. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj H. € Ob Modgop. Jesli G e ObModpg
jest R-modutem wolnym, to wéwczas kanoniczny homomorfizm grup przemiennych
T : I_l Hy®rG— |_| (H)\®RG),
AeA AeA

o ktorym mowi Stw.[9] jest monomorfizmem. Jezeli ponadto modul G jest skonczenie generowany,
to homomorfizm ten jest izomorfizmem.

Dowdd: Niechaj {g,}.en bedzie baza G, a wtedy dowolny element ¢ =[T1ycp Hx®r G mozna — w
$wietle Stw.[I1] - zapisa¢ jednoznacznie jako

t=zh.ﬂ®RgM, ht*e[] Hy,
peA AeA

zatem jego obrazem wzgledem odwzorowania kanonicznego 7 jest element grupy [yea (H A®rG )
postaci

7t) : A— J (HA®rG) : A— > Wi ®prg,c H\®rG.
AeA peA

Ten ostatni jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy

. I -
Vaea : Z h)\ ®r 9u =0\ 0raG
JIN
to zas — wobec jednoznacznosci rozkladu orzeczonej w Stw.[I1] - jest réownowazne stwierdzeniu

Vaer Viea : hl)f =0m,,
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co pokazuje injektywno$é¢é odwzorowania 7 w rozpatrywanym przypadku.
Jesli ponadto N := |A| < oo, to na podstawie TW. oraz Stw. (i wezesniejszych naszych
rozwazai, w tym Stw.@ otrzymujemy z jednej strony

|_| Hy®r él <gn>R

112

112

t1 2 [ Hx®rG é\é(ﬂ H)®r (gn)r)

AeA AeA n=1 AeA
N N N
= @(l_l H)\®RR)§@ H)\§|_||_|H,\
n=1 XeA n=1 \eA n=1 \eA
= |_| H),
(n,\)el,NxA

z drugiej za$

P=

wt [(HerG) = [1(Her® ()

112

(Hx®r (gn)R)

AeA AeA n=1 AeA n=1
N N N
= ﬂ@(H)\g)RR)ZH@H)\E'_l |_|H)\
AeA n=1 AeA n=1 AeA n=1
= I—l Hy .

(n,\)el,NxA

W powyzszych rozwazaniach wykorzystaliSmy oczywiste izomorfizmy
|_| |_| G)\17>\2 = |_| GAlJ\Qa
AreA; AgeAg (A,A2)eA XAz
ktore dowolnemu odwzorowaniu
7.+ A — J Map(A2, U Ga, )

A€M A2eAa

o wlasnosci
Yaen + o f Ae— U Gan 0 Ada—=a (M) € G,

AoeAo
przyporzadkowuja odwzorowanie
97 : AIXA2—) U G/\1,>\2 : ()\17)\2)’—>7)\1()\2)7

(A1,A2)eA1xA2
i odwrotnie — z kazdym odwzorowaniem
g, + AixAy— U Gaine t (A1, A2) = gx 2, € Gy,
(A1,A2)eA1xA
stowarzyszaja odwzorowanie
v s Ay — |J Map(Az, U Gan)

A1eAq A2€As

o wartosciach danych przez odwzorowania
'Yil P Ay — U GA17A2 A2 A, -
A€o

Endomorfizm zlozony t5 07 o (7!

grupy przemienne;j |—|(n A)eTNxA H) jest injektywny wprost z
konstrukcji, ale tez bez trudu stwierdzamy, ze jest to endomorfizm identycznosciowy, co przesadza

o bijektywnym charakterze 7. O

Ilekro¢ pierscienn bazowy jest przemienny, w naturalny sposéb pojawia sie dodatkowa struktura
algebraiczna na grupie przemiennej G ® g G2 z Def.[l] Azeby uwypukli¢ znaczenie przemiennosci
R, przesledZzmy nastepujace rozumowanie, ktérego celem jest wyindukowanie na rzeczonej grupie
struktury R-modutu przy uzyciu istniejacych dziataii R na czynnikach iloczynu tensorowego.
Oczywisty kandydat do roli R-dziatania (lewostronnego) to odwzorowanie

2 : Rx(G1®rGy) — G ®r G
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(r, ) v(g1,92) > (91 ®R 92))

(91,92)eG1xG2

— > v(91,92) > (91 ®R T >(2) G2) -
(91,92)€G1xG2

(21)

Na pierwszy rzut oka odwzorowanie to ma pozadana wlasnos¢ (wypisana dla dowolnych 71,79 € R)

€§106§2( > v(91,92) > (g1 ®R92))
(91,92)€G1xG2

= 52( Z v(g1,92) > (91 ®r T2 >(2) 92)
(91,92)eG1xG2

)
= Z v(g1,92) > (91 ®Rr 11 >(2) (72 >(2) 92))
(91,92)eG1xG2

)

= Z v(g1,92) > (91 ®r (1R T2) B(2) G2
(91,92)€G1xG2

'ff—f}l Rm( Z v(91,92) > (91 ®R92))-
(91,92)€G1xG2
Jesli jednak wezmiemy pod uwage $rod- R-jednorodno$é ®pg, to natrafimy na klopot, oto bowiem
otrzymujemy tozsamosé

g;?l of%( Z v(91,92) > (91 ®R g2)
(91,92)eG1xG2

= 52( Z v(g1,92) > (91 ®r 72 >(2) 92)
(91,92)eG1xG2

= ﬁﬁ( Z v(g1,92) > (91 9(1) 72 ®R 92)
(91,92)eG1xG2

)

)

)

= Z v(91,92) > ( g1 4(1) T2 ®R T1 >(2) 92)
(91,92)eG1xG2

)

)

)

= 2 v(g1,92) > ((91 <(1) 2) <(1) "1 ®R G2
(91,92)eG1xG2

= Z V(gl>g2)l>(gl 1) (r2°r7T1) ®R G2
(91,92)€G1xG2

= Z v(g1,92) > (91 ®r (r2-rR71) >(2) 92
(91,92)eG1xG2

_Ef‘z’z RT1( Z V(gl792)[>(gl ®R92))a
(91,92)eG1xG2

ktora jest naturalnie (tj. w sposéb jawnie pozwalajacy na unikniecie sprzecznosci w okolicznosciach
generycznych) spelniona w potaczeniu z poprzednia, gdy

VyireeR © T1'RT2=T2'RT1,
tj., gdy R jest przemienny. Przyjmujac to za punkt wyjscia do dalszych rozwazan, wprowadzamy
Definicja 10. Przyjmijmy zapis Def.[7] przy czym niechaj R bedzie pierScieniem przemiennym.
Struktura R-modulu na G ®p Go jest zadawana przez odwzorowanie (dzialanie) (2I). Ana-

logicznie definiujemy strukture R-modutu na n-krotnym iloczynie tensorowym rodziny modutéow
{Gataan 2 Def.|§|przy Ri=R,lel,n—-1.

Jako natychmiastowe corollarium do Stw.[12] otrzymujemy

Stwierdzenie 14. Przyjmijmy zapis Def.[I0]i Stw.[I2] Jesli oba moduty G; i Go sa wolne, przy

czym odnosne bazy to {ggll)}AleAl i {gg\i)}AQEAw to takze R-modul G;®rG> jest wolny, a rodzina

1
{gﬁl) ®r g)\2)}(/\1,)\2)eA1><A2 jest jego baza.
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Dowdd: Oczywisty. O
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