WIAZKI WEKTOROWE — RUDYMENTY (ANALIZA IIIR ’23/24 |[RRS])

SPIS TRESCI

1. Struktury ogolne| 1
[2. Wiazki wektorowe| )

1. STRUKTURY OGOLNE

W wyktadzie pierwszym okresliliSmy pierwszy cel naszych rozwazan — jest nim konstrukcja
gladkich rozkladow struktur modelujacych przestrzenie wewnetrznych stopni swobody (przestrze-
nie wektorowe, algebry, grupy itd. z uzgodniona struktura topologiczna i rozniczkowalna) nad
rozmaitoscia czasoprzestrzenna. Pojecia podstawowego dostarcza nam

Definicja 1. Wigzka wloknista klasy C* to czworka
(Ev B7 Fa 71—E')

zlozona z rozmaitosci gtadkich:

e [, zwanej przestrzenia totalng (wiazki);
e B, zwanej bazg (wiazki);
o I, zwanej wldknem typowym (wiazki);

oraz odwzorowania surjektywnego klasy C'*°
g+ E> B,

zwanego rzutem na baze (wiazki), dla ktorych istnieje pokrycie otwarte Op = {O;};e; bazy B
wraz ze stowarzyszona z nim rodzing dyfeomorfizmow klasy C'*°

T - Wél(oi)iOiXF,

zwanych trywializacjami lokalnymi (wiazki), domykajacych diagramy przemienne

T (0) ———= O;x F

N

Pokrycie o powyzszej wlasnosci okreslamy mianem trywializujacego. Odwzorowania
9ij ¢ Oij — Aut(F) = lefoo(F,F)

okreslone, dla wszystkich par indeksow (i,5) € I*?, dla ktérych O;; = O; n O; # @, przez super-
pozycje dyfeomorfizmow

Tiji=TioT Hoyxr P O x F O (o, f) — (2,9i;(2)(f)),

gdzie odwzorowanie O;; x F — F : (z, f) — g;;(x)(f) jest z zalozenia klasy C'*°, sa nazywane
odwzorowaniami przej$cia (wiazki), a grupa automorfizméow Aut(F) wlokna typowego (lub
1
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dowolna jej podgrupa, do ktorej naleza wszystkie odwzorowania przejécia) zyskuje miano grupy
strukturalnej (wiazki), Wiazke bedziemy nieraz reprezentowa¢ przy uzyciu diagramu

F——F

TE .

B
Przeciwobraz punktu x € B wzgledem rzutu kanonicznego,
7Tél({m })=Es
nazywamy wldéknem wiazki F nad =x.

Morfizm wiazek wloknistych miedzy dwiema wiazkami wioknistymi (E,, By, Fu,7g, ), €
{1,2} to para (P, f) odwzorowan klasy C*°, ktore czynia przemiennym ponizszy diagram

B —2

Ey
TE; TEy

Izomorfizm wigzek wloknistych pokrywajacy identycznosé na bazie, czyli spelniajacy warunek
f =1idp, nosi miano ré6wnowaznosci wigzek witoknistych.

Przyklady 1. (1) Wiazka trywialna to czworka
F——BxF

LPH y

B

a wiec np. 2-torus T? = S! x S! — S, walec S! x R — S'.

(2) Wstega Mdobiusa jako wiazka nietrywialna nad S! o wloknie typowym R.

(3) Wiazka Hopfa (S3,S?,S!,h), przy czym rzut na baze my we wspohrzednych (21, 29) =
((zo,71), (z2,73)) na C*? =R** 5 { (wg,71,272,73) e R | 22+ 23+ 22 +22=1}=§°
przyjmuje posta¢ my(z1,20) = (22122, |21]% - |22)?) € S c R*3.

(4) Ograniczenie (7' (C),C,F,7p Mr-1(cy) wiazki widknistej € = (E, B, F,mg) do podroz-
maitoéci C' ¢ B jej bazy B w naturalny sposob dziedziczy strukture wigzki wltoknistej
nad C' o tym samym wtoknie typowym F. W szczegolnosci lokalne trywializacje powstaja
nad przecieciami C' z pokryciem trywializujacym wyjsciowej wiazki £.

Z Def.[T] wytania sie obiekt geometryczny dostarczajacy rygorystycznego modelu gladkiego
rozktadu przestrzeni wewnetrznych stopni swobody F' nad baza czasoprzestrzenna B (ewentualna
obecnosé dodatkowej struktury rozniczkowej na B, tudziez na TB, jak np. tensora metrycznego,
nie odgrywa na tym etapie zadnego znaczenia). Zarazem istnienie trywializacji lokalnych wskazuje
wyraznie na mozliwos¢ zakodowania informacji o strukturze wiazki w lokalnie gtadkich odwzorowa-
niach przejicia g;;. O tym, jak bogata i jak wiernie przez nie kodowana jest to informacja, moéwi

Twierdzenie 1 (O rekonstrukcji (izotypu) wiazki wicknistej). Przyjmijmy zapis Def.[[l Odwzo-
rowania przejscia wiazki wtoknistej (E, B, F,7g) o pokryciu trywializujacym Op = {O; }ie; bazy
B spelniaja warunek 1-kocyklu

(1) Vijkel, 2c0,,,  9ij(2) 0 gij ()™ o gri(w) = idp.

I odwrotnie, niechaj Op = {0, };c; bedzie pokryciem otwartym rozmaitosci gtadkiej B i niech F

bedzie dowolna rozmaitoscia gtadka o grupie automorfizmow Aut(F'). Dowolna stowarzyszona z
Opg rodzina odwzorowari

9ij : Oij—>Aut(F), i,jEI
2
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indukujacych odwzorowania klasy C'*

Oij x FF—F : (z, f) — gi;(x)(f)
i speliajacych powyzszy warunek okresla wiazke wloknista o odwzorowaniach przejscia stowa-
rzyszonych z O;; tozsamych z g;;. Ilekro¢ odwzorowania te sa odwzorowaniami przejécia pewnej

wiazki wioknistej nad B o wloknie typowym F, ta ostatnia wiazka jest izomorficzna z wiazka
okreslang przez odwzorowania przejscia g;;.

Dowdd: Pierwsza cze$é tezy jest bezposrednia konsekwencja nastepujacej réwnosci, stusznej dla
dowolnej trojki (4,7, k) € <IX3) oraz (z, f) € O x F:

(z,f) = (ido,, xidp)(z, f) = ((rier; ") o (mor; ) o (o)) (a, f)

(2, 94 () 0 grj ()" 0 gri(@)(f))-
Punktem wyjscia do dowodu drugiej jego czesci jest konstrukcja sumy roztacznej |ier (O; x F),

na ktorej okreslamy relacje

N ; — y=u €0y
(fE,fﬂz) g. (ymg?J) { g=g]z(93)(f) ’

Warunek 1-kocyklu spelniony przez odwzorowania przejécia sprawia, ze jest to relacja réwnowaznosci,
oto bowiem dla i =j = k dostajemy

9ii(2) = gis(x) 0 gii(x) ™' 0 gii(z) = idp
zatem ~, jest zwrotna, a dalej tenze warunek w polaczeniu z poprzednia konkluzja implikuje
sko$ng symetrie g;;,

95i() 0 gij(2) = gji(x) 0 gii () 0 g5 () = idp,
ktora pociaga za soba jej symetrie, i wreszcie stosownie przepisany warunek 1-kocyklu,
9ij () 0 gj(x) = gi(x) 0 grj (€)™ = gi2) ™" = gir(2) ,
oznacza, ze jest ona przechodnia. Mozemy zatem przejsc¢ od | l;er (O; x F') do zbioru klas abstrakeji
‘%g-,- = (l_l (Oi X F))/g.. s
iel

na ktérym okreslamy surjekcje

71'%9_’, : %g > B : [(Ivai)]“‘g., .

Zauwazmy, ze dowolna klasa [(z, f,7)]., zawiera dokladnie jednego reprezentanta o ustalonym
indeksie, (z, f,i) € O; x F x {i}, gdyz — wprost z definicji —
(yvgvi)e[(x7fai)]Ng.. = (y,g):(l’,g“(flf)(f)):(l‘,ldF(f)):(.T,f),

a poniewaz takze

v(w,f)EOixF : (l’, fa Z) € [($, f7i):|~g__ )
przeto otrzymujemy bijekcje

(7] : 7 (0) > O x F : (&, ,0)]-, — (x,f).

Nastepnie wprowadzamy na %, . topologig ilorazowa nazywajac otwartym dowolny podzbior O c
Ry..., ktorego przeciwobraz wzgledem rzutu

(2) r (O x F) — %,

iel

jest otwarty w @9-,» w topologii sumy rozlqczne przestrzeni O; x F, i € I, z ktorych kazda jest
nosnikiem topologii produktowej. W rzeczonej topologii ilorazowej bijekcje [7;] sa homeomorfiz-
mami, a rzut mg, jest ciagly. Otrzymana tu topologia jest hausdorffowska. Istotnie, ilekro¢

1T0pologi(g sumy rozlacznej tworza zbiory, ktorych przeciwobrazy wzgledem wszystkich injekcji kanonicznych
O; x F — Ljer (O x F) sa otwarte.
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[(z1, f1,91)]~,. # [(w2, f2,i2)]., , mamy dwie mozliwosci: albo xy # x1, a wtedy rozdzielamy
punkty 7 i @9 zbiorami otwartymi — odpowiednio — O; ¢ O;; i O3 c O;, w hausdorffowskiej (z
zalozenia) bazie, po czym tworzymy jawnie roztaczne otoczenia otwarte m.(O4 x F x {in}), « €
{1,2} obuklas w %, . (7. utozsamia punktu we wtoknie nad wspdlnym punktem w bazie!), albo
tez xo = xq przy is =141 (jako ze mo = x1, mozemy wybraé iy = i1, ewentualnie za cene zmiany fs),
a wtedy rozdzielamy punkty f; i fo zbiorami otwartymi — odpowiednio — Uy i Us w hausdorf-
fowskim (takze z zalozenia) wloknie F' i na zakonczenie tworzymy rozlaczne otoczenia otwarte
7.(Oi, x Uy x {i1}), a € {1,2} obu klas w %, (tym razem utozsamienia dotycza punktow w
Llier (O; x F') o indeksach pokrycia innych niz iz).

Mozemy juz teraz skonstruowaé atlas na tak okreslonej przestrzeni topologicznej. W tym celu
ustalamy atlas na zbiorze O; poprzez ograniczenie dowolnego atlasu na bazie B, otrzymujac tym
sposobem mapy lokalne & 4 @ O; 4 = U; 4, AeJ; na podzbiorach O; 4 € 7(0;) (w topologii
podprzestrzeni) modelowanych na U; 4 € J(R*™), n = dim B, a do tego — atlas na wtoknie
zlozony z map lokalnych (, : V, = W,, a € K na podzbiorach V, € (F) modelowanych na
Wa € Z(R*™), m = dim F. To uczyniwszy, definiujemy atlas na %, . jako zbiér map lokalnych

. _ = xn+m
Ri, Ao . Qi,A,a = 7T~(Oi,A X Va) - ui,A X Wa cR

[(x?fﬂi)]"‘g.. — (Ei,A(x)7<oz(f))a

ktore sa dobrze okreslone, jako ze — w $wietle wczedniejszych naszych ustalenn — istnieje jedyny
reprezentant (z, f) € O 4 x Vo ¢ O; x I klasy [(z, f,i)]., o ustalonym indeksie pokrycia i € I.
Na przecieciu ich dziedzin znajdujemy transformacje wspotrzedniowe

Ki,A,aj,B,3 = Ki,A,a © H;’]LB,@ : k,8.8(05,45,8 x Vag) = Ki,4,0(0ia5,8 X Vap)
(&5,5(2),¢s(f)) — (&,.a(2),Ca 0 gij(2)(f))
= (&4 08 5(4.8(2)) Ca o (950§ 8)(&.8()) 0 51 (¢s())) -

Zwazywszy, ze odwzorowania &; 4 o 5;13 sa transformacjami wspotrzedniowymi (rozdrobnionego)
atlasu na B, C'-gtadkimi z zalozenia, a ponadto gijong sg lokalnymi prezentacjami odwzorowari
przejicia, takze C*-gladkimi (w dzialaniu na F', w rozumieniu opisu odwzorowan g;; podanego w
tresci dowodzonego twierdzenia) z zalozenia, 1 wreszcie (,06:(x) oggl sg lokalnymi prezentacjami
automorfizméw g;;(z) wiokna F, rowniez C*-gladkimi z zalozenia, stwierdzamy, ze transforma-
cje Kia,aj,B,8 53 C7-gladkie, zatem mapy lokalne x; 4., okreslaja na %g__ strukture rozmaitosci
rozniczkowalnej klasy C*°. Wzgledem tejze struktury odwzorowania [7;] sa (tautologicznie) dyfeo-
morfizmami klasy C*° (takze rzut na baze, 7, o, . =pryo[7i], jest klasy C*) i okreslaja na
Ry.. strukture wiazki wioknistej klasy C*. Y

Na zakoniczenie wykazemy réwnowaznosé struktur wiazki wioknistej: wyjsciowej na danej wiazce
wloknistej (E, B, F,7g), o lokalnych trywializacjach 7; : 7' (O;) =, 0; % F, iel,1itej zrekon-
struowanej w sposob opisany wyzej z jej odwzorowain przejscia g;;. W tym celu rozwazymy od-
wzorowania dane lokalnie w postaci

(3) L= [Ti]_l oT; WEI(OZ') =, O; xF =, W&}gu(@i), 1el

i zauwazamy, ze te lokalne dyfeomorfizmy w dowolnym punkcie y € 75 (0;;), zadawanym przez
pewne x € O;; oraz feF w postaci y=7;'(z, f), spelniaja relacje

(i (@, ) =[] erjom Ha, f) = [1]7 (2, gji(2)(f))
= [l o [mlo[n] (=, g5 (2)(f)) = [7:] (2, 9i5(x) © gss(2)(f))

[n] (@, ) =[n] o OZ_I(OC,f) =4(y),

1 (y)
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czyli ze stanowia ograniczenia okreslonego globalnie dyfeomorfizmu
L B2 Ry.. s
dane wzorem
Ll\‘n’él(oi) =L,
o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny

B—> %,

TE 71F‘%y-,»

ldB

ktora pozwala nam zidentyfikowaé¢ ¢ jako postulowany izomorfizm wiazek.

2. WIAZKI WEKTOROWE

Geometrycznie absolutnie naturalnym i — takze, cho¢ nie wylacznie z tego powodu — modelowym
przykladem wigzki wloknistej jest wigzka styczna nad rozmaitoscig rozniczkowalng (M, /) klasy
C*. Wiazke te mozna definiowaé¢ na kilka wzajem réownowaznych sposobow, z ktorych kazdy
eksponuje inng jej ceche strukturalna — jeden z nich wykorzystuje np. odwzorowania styczne do
odwzorowan przejécia pomiedzy mapami lokalnymi do rekonstrukeji wiazki stycznej z jej lokalnych

trywializacji wspolrzedniowych wedle schematu z Tw.[T]

Definicja 2. Wiazka styczna C**'-rozmaitosci (M, .«/) wymiaru n € N, o atlasie &7 = {k; }ies
stowarzyszonym z pokryciem otwartym Oy = {O;}icr, to C*-rozmaitosé¢ (TM,T.</) utworzona,

jak nastepuje:

- no$nikiem struktury jest zbioér klas abstrakcji

TM = (L] O; x R*™)/ ~py.

iel
relacji

. i Yy=xE¢€ Oij
(i) =y g = { w =D(r; o ;") (ki(2)) (v) = Dtji(i(2) ) (v)

wyposazony w odwzorowanie
v 2 TM — M : [(2,i,0)].p, — T,
zwane rzutem kanonicznym (na baze wiazki stycznej), ktorego poziomica
ToM = w7y ({2})

nosi miano przestrzeni stycznej w punkcie z;

- topologia zbioru TM jest topologia ilorazowa indukowang wzdtuz surjektywnego rzutu

T |_| O0; xR*™ — (|_| Oi x Rxn)/ ~Dt. * (mvivv) — [(x,i,v)]

iel iel

~Dt..

z topologii sumy rozlacznej przestrzeni O; x R*™, o injekcjach kanonicznych

7i 0 O xR — | | O; xR & (z,v) —> (x,4,0), i€l
gel

z ktorych kazda jest no$nikiem topologii produktowej,

FT(AM):={ 0cTM | Vi : 5" (721(0)) e 7(Os xR™)} ;
5
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- strukture roézniczkowa na przestrzeni topologicznej TM definiuja (jawnie homeomorficzne)
odwzorowania

Tri : m7ar(O0;) — Uy x R*™ [(2,4,0)]ep,. — (ki(2),v), iel,

zwane mapami naturalnymi (wspolczynniki rozkladu wektora v w (dowolnej) bazie sa
wspOlrzednymi globalnymi na R*™), ktore okreslaja transformacje wspoétrzedniowe

Ttji = Trjo (Th)  Meyoipmen = Ri(Oig) xR — £;(Oi5) xR

(m(x)m) — (lij($)7 Dtji(f@'i(:r))(v)),
w oczywisty sposob nalezace do klasy C* — mamy tu zatem do czynienia z gtadkim
dzialaniem grupy strukturalnej GL(R*™) 3 Dt;;(k:(x)).
Klase abstrakcji

(4) Vi(z) = [(2,4,0)], € TaM

okreslamy mianem wektora stycznego do C**'-rozmaitosci (M, /) (zaczepionego) w punkcie
reM.
Odwzorowanie (rozniczkowalne klasy C*)

Oty : M—TM : z+— [(2,i,0")]

~Dt..

nosi miano ciecia zerowego wiazki stycznej TM.

Struktura liniowa, ktorej oczekujemy od modelu ,przestrzeni ruchéw infinitezymalnych” albo
sprzestrzeni predkosci”, jest w tym ujeciu zakamuflowana pod postacia przemyslnego wyboru

lokalnego modelu wiokna R*3mM o paturalnej interpretacji w terminach lokalnych wspolrzed-
nych.

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Wybierzmy dowolny punkt z € O; ¢ M
C*-rozmaitosci (M, .e/) wymiaru n € N*, a wowczas odwzorowanie

Tri pra
—

Toki + T, M —>UxR*"™ R*"

[(m7i7v)]~Dt.. — (’%i(x)vv) =,

bedace ztozeniem lokalnej mapy naturalnej na TM z kanonicznym rzutem na druga skladowa
iloczynu kartezjaniskiego, jest bijekcja i jako takie w kanoniczny sposéb indukuje na T, M strukture
przestrzeni R-liniowej,

T.M = R,
R-lin.

okre$lang mianem przestrzeni stycznej do rozmaitosci M w punkcie z.

Dowdd: Strukture R-liniowa, o ktorej mowa w tezie stwierdzenia, okresla formuta
)\1 > [("E,Z.,’Ul)]NDtN + )\2 > [(l',i,vg)]NDt“ = [(SU,Z.,Al > v+ )\2 > U2):|~Dt.. s

zapisana dla dowolnych Ar, s € R. Wobec R-liniowego charakteru relacji z Def.[2] struktura ta jest
dobrze okreslona. Istotnie, niechaj x € O;; i niech wq = Dtji(k;())(va), a€{1,2}, a wtedy

A1 > [(x»jvwl)]NDn. + Ay > [(x’jva)]NDn. = [(‘rvj’)‘l > wy + Ag > w2)]~m..
[(z,4, M1 > Dtji(ki(x)) (v1) + A2 > Dtji(ki(#) ) (02)) 1.

[(xaja Dtji(’il(x))(Al > vy + )\2 > UQ))]N = [(‘Taia >\1 > v + >\2 > UQ)]NDL

A1 > [(x7j>w1):|~ot.. +Ag > [("’C7i7vz)]~Dt.. :



Wiazki wektorowe (Analiza IIIR '23/24 [rrS])

Ponizej przedyskutujemy odmienne spojrzenie na te sama strukture, stanowiace udang probe uwol-
nienia opisu wewnetrznej geometrii stycznosciowej od lokalnej euklidesowej kartografii rozmaitosci.
Pierwszy krok w tym kierunku czynimy w

Stwierdzenie 2. Rozwazmy relacje rownowaznosci na zbiorze $ciezek klasy C! w C*-rozmaitosci
(M, /) wymiaru n € N* przechodzacych przez jej punkt x,

7:]_87’67[_)M7 5'y>07 ’Y(O):[L',
okreslang przez warunek (wspol)stycznosci w z,
7(0) =z = v(0)

D(x o 7)(0) = D(k 27)(0)

wypowiedziany w terminach dowolnej mapy & : O — R*" okreslonej na otoczeniu otwartym
O 3 z. Oznaczywszy v, := D(ko7)(0) € R*" dla skr6tu, na zbiorze P, klas abstrakcji Sciezek
wzgledem powyzszej relacji okreslamy strukture grupy przemiennej z dzialaniem

P, xP, — P,

e’ —

((1)esim2len) = [1-eelt o w7 (K(@) + 1> (vyy +05,)) € O]

~x

=[], + [2]-,
i elementem neutralnym danym w postaci klasy [7.]., $ciezki stalej
z:R—M:t—ux,
a nastepnie dzialanie ciala R
RxP, —P, : (\[]..) —[]-ccltr K (k(z) +t-ADvy) € o],

przy czym w obu przypadkach € > 0 jest dobrane tak, azeby Sciezka bedaca wynikiem dzialania
lezata w calosci w O. Tak zdefiniowana przestrzen R-liniowa jest izomorficzna z przestrzenia R-
liniowa o nosniku T, M opisana w Stw.[I]

Dowdd: Zacznijmy od spostrzezenia, ze relacja wspolstycznosci nie zalezy od wyboru lokalnej
mapy — istotnie, jesli ¢ : U — R*™ jest lokalng mapa na otoczeniu otwartym U > z, to dla
$ciezek v i § z tredci stwierdzenia zachodzi tozsamosé

D(¢7)(0) D(v0¢™")(©7(0)) o D(¢ 0 7)(0)
D(vo9™")(¢(2)) o D(v ©7)(0)

D(¢o¢™")(027(0)) o D(p 07)(0) = D(¢ 0 7)(0).
Bez trudu sprawdzamy tez analogiczna wtasnosé definicji struktury R-liniowej na zbiorze Sciezek,
a to za sprawa tozsamosci

V() +t> (A > vr+ Aa b vg) ) oo = 0tp(z) =2

KT (k(@) + > (A1 > v+ A > v2)) oo
oraz

Ehco(V (W) +to (M D or+ A b 02))) = AL b og + Ag b g

= Shoor( (k@) +t> (A b v+ Ada > 02))) = D(k(K7 (Kk(2) + > (A1 > o1 + A2 > 12)))(0).

Mozemy nastepnie przystapi¢ do konstrukcji pozadanego izomorfizmu przestrzeni R-liniowych.
Oto wiec klasie wspolstycznosci $ciezek przez x € O; przyporzadkowujemy punkty we wioknie
T.M wedle formuly (w oczywisty sposob dobrze okreslonej)

(5) Vot [7]e, — [(4(0),4,D(ki o) (0))]
7
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i odwrotnie — punktowi [(«,i,v)].,, W tymze widknie przypisujemy klase §ciezki (trajektorii)
ruchu jednostajnego prostoliniowego” wedle formuty

T, : [(x’i”u)]NDt“ — [] - 5,6[3 t— I{;l(lii(l’) +t> ’U) € Oz]N s
przy czym liczba € > 0 w ostatnim wzorze jest dobrana tak, by warunek r;(z) +¢ > v € k;(O;)
byl spetniony dla dowolnego ¢ €] —e,¢[ (jej istnienie jest konsekwencja otwartosci ;(0;)). Za-

uwazmy, ze oba przyporzadkowania sg dobrze okreslone, oto bowiem dla x € O;; dostajemy z
jednej strony

[(7(0),4,D(k; 07)(0))] [(7(0), 4, Dt;i( ki 0 ¥(0)) o D(k; 07)(0))]

[(7(0).7,D(ri 0 7)(0))]_,

~Dt.. ~Dt..

a z drugiej, dla w := Dtji(ni(:c))(v),

Fx([(x,j,w)]wmu) = [’y;’ t]-ee[at— H;l(lﬁj(l‘) +t> w) € Oi] ,

wiec tez
75 (0) = lﬁj_-l(:‘{j(l') +0>w) = Iij_-l okj(x) =z =7;(0)
oraz

D(#i 0 7;")(0)

Gt te=o(tij(rj (x) + £ > w)) = Dty (r (x) ) (w)
Dt;(r;(x)) o Dtji(ki(2))(v) = Didy,(o,)(ki(x)) (v)

= idr,, e (v) = 0= Glio(Ri(@) + 1> v) = D(ki 077)(0),

co implikuje pozadang rownowaznosé

w
~

Y i -
Bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowania te sa wzajem odwrotne. Istotnie, jak pokazuje powyzszy
rachunek,

Vio Fﬂ?([(‘%"i’v)]NDt“) = Vm([ﬁ]u) = [(7;}(0)’,77 D(Kj ° ’Y;U)(O))]NDL = [(xﬂ;av)]'vot” )

a ponadto

T, oVi([7]e,) = [7'?('%"7)(0) ]-eelat e k(i 0v(0) + > D(k; 09)(0)) € O;]_

K2 ~g

przy czym
D(kqo0 0 N
! (rio7)( )(0) - ’%1 o k; 0y(0) =~(0)
oraz

D (ki 0 72 )(0) = &by (ki 0 7(0) + £ > D5 09)(0)) = D(#; 07)(0)
wiec tez

[V_D(mov)(O)]

K2

=[] s

zgodnie z wystowionym wczesniej stwierdzeniem.
Na zakoriczenie dowodzimy liniowosci obu przyporzadkowan. W tym celu w definicji kombinacji
liniowej klas §ciezek wspolstycznych w x wybierzmy lokalna mape k = k; i oznaczmy

’le’vz;)\l’,\z;i(t) = K;l(lﬁji(m) +t> ()\1 > v+ )\2 > ’UQ)) s
a wtedy
VI()‘l > [71]%@ + A2 > [’72]'\’.7:) = [(701,112;)\1,)\2;1'(0)’1.’ D(Hl 0701,U2;A1,A2;i)(0))]

~x

[(Hi_l o Iﬂ(l‘),i,)\l > v+ )\2 > UQ)]N, = [(J],i,)\l > v+ )\2 D> Ug)]N

A D [(:E,i, D(k; 071)(0))]~m + A D> [(x,i, D(k; 072)(0))]
8
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Wiazki wektorowe (Analiza IIIR '23/24 [rrS])

= A\ > Vm([71]~1,) + Ay > Vz([72]~z)-

Jako odwrotnosé¢ R-liniowej bijekcji odwzorowanie I',, jest automatycznie R-liniowe. O

Mozemy juz teraz przedstawic alternatywna w stosunku do tej z Tw.[[| metode rekonstrukeji struk-
tury globalnej wiazki wloknistej z danych lokalnych, ktéra doprowadzi nas do opisu (réwnowaznego
temu wspomnianemy uprzednio) przestrzeni totalnej wiazki (wioknistej) stycznej TM.

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Wiazka (wldknista) styczna nad rozmaitos-
cig klasy C**' (M, /) wymiaru n € N* o atlasic &/ zlozonym z map lokalnych r; : O; —>
U;, 1 € I to wiazka wldknista o sktadowych:

e baza M, o strukturze rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C**! zadawanej przez atlas o
e przestrzen totalna

TM:= || P,
xeM

o strukturze rozmaitosci opisanej ponizej;

e wlokno typowe R*™ o naturalnej strukturze rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C*° (wiec
tez w szczegolnosci klasy C*);

e rzut na baze

2 TM— M : ([y].,,z) — x.
Przy tym odwzorowania
Thi © TO; =154 (0) — Uy xR+ ([7]-,,2) — (ki(2), D(k; 07)(0))

indukuja na TM mocna topologie cofnieciows z topologii produktowej (podprzestrzeni) na zbio-
rach U; x R*™ c R*2", tj. taka, w ktorej podzbior V c TM jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spelniony warunek

Vier + Tei(VnTO;) € 7(Uy x R*™).

W tej topologii odwzorowania Tk; sa jawnie homeomorficzne, stanowia przeto mapy lokalne,
zwane mapami naturalnymi, dla ktérych transformacje wspoétrzedniowe to
-1

Ttij = THZ‘ o} (TKJJ‘) : Hj(oij) x R*™ i> Iii(oij) x R*™
(k(2),D (5 ©7)(0)) = (#i(), D(ki 0 7)(0))
= (tij(kj(x)), D(tsj 0 5 2 7)(0))

= (tij (5 (2)), Dtij(r5(2) ) (D(k; 2 7)(0))).

Zaleznosé¢ punktu w obrazie od argumentu z dziedziny jest klasy C**1 w skladowej bazowej (z
zalozenia),

tij € D" (k;(045), ki (045))
i klasy C* w skladowej z wlokna w argumencie bazowym,
Dtij € Ck(lij(oij),Rxnz) s

a nadto liniowa, wigc klasy C* w argumencie z wlékna D(r;0v)(0), czyli ostatecznie klasy CF, i
jako taka zadaje na TM strukture rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C*. Zarazem odwzorowania
Tk; pelnig tez role lokalnych trywializacji, tautologicznie C*-gladkich wzgledem zdefiniowanej tu
(przy ich uzyciu) struktury rézniczkowej. Wreszcie tez rzut na baze jest surjekcja klasy C* jako
superpozycja odwzorowan tego samego typu,

-1
TTMmlTo, =K; °opryo TkK;.
9



Wiazki wektorowe (Analiza ITIR ’23/24 [rrS])

Uwaga 1. Odwzorowania () okreslaja rownowaznosé (izomorfizm) miedzy oboma opisami wiazki
stycznej zgodna z naturalng struktura liniowa na wioknach TM, opisana w Stw.[2l Odwzorowanie

b ¢ (TM)y — R+ ([7].,,2) — D(x" 07)(0).

jest izomorfizmem (niekanonicznym) wiokna (TM), = P, nad punktem z € O; c B z wldknem
typowym R*™. Bez trudu wskazujemy nad kazdym punktem B baze w wiazce przestrzeni R-
liniowych TM, a mianowicie — dla x € O; i pewnego ¢ >0 —

ToM =D (el > W i ]-ere[— M : t'—’Ti_l(Ti(x)thDek),
k=1

gdzie {ey};1; jest baza standardowa R*".

Zaobserwowana w powyzszym przyktadzie strukture wiazki przestrzeni liniowych formalizujemy
w

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, ustalmy (dowolnie) n € N i rozwazmy K € {R,C}
ze standardowa topologia (euklidesowa) i struktura rézniczkowa klasy C'*°. Wigzka wektorowa
rzedu n nad cialem K klasy C*° to wiazka wioknista (V, B,K*", my) o wlasnosciach

o Vi : Vy=mt({z}) € ObVect]ggw);
e ograniczenia dyfeomorfizmow klasy C'* (lokalnych trywializacji)
prooTily, : Vg ZLK*, zeB

sg izomorfizmami przestrzeni K-liniowych,

przy czym odwzorowania definiujace strukture K-liniowg na wtoknach V sg klasy C'*°, w szczegol-
nosci wiec mamy dyfeomorfizm

(6) A:VxpV—V

modelowany na definiujacej operacji binarnej A" : K*” x K*® — K*" w rozumieniu diagramu
przemiennego

7 (0:) x5 7 (0) : ' (0)
(7) TiXTj Ti
(Oi % Kxn) X0, (Oz x Kxn) Oi x Kxm

(pry,A™opr, 4)
oraz rodzine dyfeomorfizméow
(8) K* — Diff*(V) : A +— L,

o K-liniowych ograniczeniach do wldkien, uzupelniana przez odwzorowanie K-liniowe Lg,, mode-
lowanych na definiujacym dziataniu " : KxK*" — K*" w rozumieniu diagramu przemiennego

T (0) — > 151(0))
) n n
Oi x K*n 01 x [K*™

n
A

W przypadku K = R méwimy o rzeczywistej wiazce wektorowej, gdy za§ K = C — o ze-
spolonej wigzce wektorowej.
10



Wiazki wektorowe (Analiza IIIR '23/24 [rrS])

Rzad wiazki bedziemy oznaczaé¢ symbolem rkV. Ilekroé¢ rkV = 1, wigzke okreslamy mianem
wigzki liniowej i zwyczajowo oznaczamy symbolem L,

K——1L

L .

B
Odwzorowanie (rézniczkowalne klasy C*°)
Oy : B—V : zv+71Y(2,0"), zec0O;,

nosi miano ciecia zerowego wiazki wektorowej V. Jest ono cieciem globalnym V w rozumieniu
Uwagi ??, przy czym zaréwno zbior cie¢ lokalnych T'j,.(V), jak i zbior cie¢ globalnych T'(V) niosa
naturalng (punktowa) strukture modutu nad pierscieniem C*°(B,K).

Podwiazka wektorowa rzedu m < n wigzki wektorowej (V, B,K*™, 7y) to podwiazka (W, B,
K*™ my tw) tejze wiazki (wioknistej) o tej wlasnosci, ze nad dowolnym punktem bazy x € B jej
wldékno W, c 'V, jest podprzestrzenia K-liniowa.

Morfizm wigzek wektorowych (nad cialem K) (V,, B,,K*" my_), no €N, ae{l,2} to
dwojka (@, f) zlozona z morfizmu wigzek wiéknistych

((Ijvf) : (VlaBlaKxnlvﬂ—Vl) - (V2a327Kxn277TV2)7
ktorego ograniczenie do widkna nad dowolnym punktem bazy x € By,
(10) Ply,, + Vie — Vopany,

jest odwzorowaniem K-liniowym. Rzad morfizmu wigzek wektorowych (@, f) to odwzoro-
wanie

tk(®,f) : By — N : z+—1k(®ly,,).

Wiazki wektorowe skoriczonego rzedu nad cialem K o bazie B wraz z morfizmami wigzek
wektorowych miedzy nimi tworzg kategorie wigzek wektorowych skoriczonego rzedu nad
cialem K nad B, ktérg bedziemy oznaczaé¢ symbolem

VectBun]ggm) (B).

Podobnie jak same wiazki wektorowe, morfizmy tych wiazek pokrywajace dyfeomorfizm iden-
tycznosciowy na bazie maja prosty opis lokalny, z ktérego przyjdzie nam skorzystaé¢ w przysztosci.

Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[dl Dowolny morfizm (@, idp) wiazek wektorowych
(Vo, B, K™ 7wy, ), ac€ {1,2} o odnosnych trywializacjach lokalnych 77 : m_,i () =5 O;xK*ne
(stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym Op = {O; }4cr) i odwzorowaniach przej-
scia g7; = Oij — GL(n4;K), opisany przez diagram przemienny

i3]

Vi Va
’II'V1 7TV2 ,
B=———=2"B
ldB

zadaje rodzine {h;};e; odwzorowan macierzowych (lokalnie) klasy C*°
h; + Oy — Mat(ny xn9,K), i€l

o wlasnosci

(11) Voo, ¢ 9(@) - hy(x) = hi(x) - gij(x).

I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.
11
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Dowdd: Wybierzmy (dowolnie) baz¢ {eq} 77, W przestrzeni K** ina tej podstawie zdefiniujmy
ciecia lokalne

(12) e 0, — Vs z— 1N (ze,).

Zauwazmy, ze odwzorowanie ® jest w pelni okreslone przez wartosci przyjmowane przezen na
powyzszych cieciach, oto bowiem wobec zalozonej K-liniowosci 7; oraz ® w dowolnym punkcie

UETi_l(J?,Ua >, ea) Eijla)(at(j)(x)), zeO;
otrzymujemy
q)(’()) = Q)(L(l)(ggl)(m))) — ]L,E,%) ° @(5((12)(37)) )

ve
Wybierzmy zatem (dowolnie) baze¢ {f,} w K*"2 o bazie dualnej {f*}

odnoéne ciecia lokalne Vs jako

o 2 Oy —Vy : x— 2 N a, fr),

i oznaczmy

rel,ng rel,ng?

po czym zdefiniujmy
hiar = [} opryorio®or!(;eq) : Of — Mat(ny x ng; K),

T

czyli poprzez formute

(13) L, .. o) (04)(2)) = @(e{) ().

Powyzsze dane lokalne morfizmu ® mozemy zapisa¢ w postaci macierzy (4 to stosowne kano-
niczne izomorfizmy V} ®x W4 = Homg (Va, Wa))

hi(x) = hjor(z) > er(e, ®k fr), €O,
podobnie reprezentujemy tez odwzorowania przejscia:
955(®) = gijap(2) > e2(e; ®x €8) 95;(x) = 93 v () > e3(f) ®x f) -
Przywotujac definicje tych ostatnich, ustalamy relacje
77 7 (@, hi (@) (ea)) = 787 (@, 05 (2) - By (@) (ea)) s
a jednoczesnie, wobec K-liniowosci 7;* oraz ®, znajdujemy

77 (@, hi(x)(eq)) O(7; " (2,ea)) = O(7) T (2, 935(2) ()

L2 () © 727 (2, hiz) (ep))

Qilj ab(z)

o @(Til_l(x, eb)) = LZI-
ij

ab

= 727N hi(x) - g5 () (ea)) -

Niechaj teraz (Vo, B,K*" my_), a € {1,2} beda wiazkami wektorowymi o trywializacjach
lokalnych 7 : 7! (0;) — O; x K*™* i odwzorowaniach przejscia g : O;; — GL(nq;K).
Niech tez h; : O; — Mat(ny xns;K), i € I bedzie rodzing odwzorowan jak w tezie dowodzonego
twierdzenia, przy uzyciu ktorej okreslamy odwzorowania lokalne

D; W\_/}(Ol) - W\_/l(ol) : Til_l(mvv) — Tiz_l(xvhi(x)(v))v
ktore w $wietle tozsamosci, spetnionej dla dowolnych z € O;; i ve K*™,

O;(r! zv) = @(rf (2 gk(2)(0)) = 7 (@ hy(@) - gl (2) (v))

727 (95 (@) - by (@) - gJu(@) (v)) = 727 (@, hi(@) ()

<I>Z-(T-1 e, v)) ,

jawia sie ograniczeniami odwzorowania globalnie gtadkiego
P : Vl —>V2, (I)rﬂ’l((’)»):q)i'
Vq z
12
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Odwzorowanie to jest w oczywisty sposob K-liniowe i zachowuje wtokna. O

Whynikiem teorii wiazek wektorowych kluczowym w kontekscie konstrukeji wiazki stycznej nad
rozmaitoscia zanurzona jest

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. 2-3-4.4 i niechaj (@, f) : (V1, B1, K™ 1y, ) — (Va, Bo,
K*"2 7y,) bedzie morfizmem wiazek wektorowych V4, A€ {1,2} stalego rzedu rk(®, f) =reN.
Wowczas jadro morfizmu (9, f)

Ker (®,f):= || Ker(‘valz)

xeB
niesie kanoniczna strukture podwiazki wektorowej jego dziedziny Vi, przy czym
rkKer (@, f) =ny —r.
Dowdd: Jest oczywistym, ze ograniczenie atlasu Vi do podprzestrzeni topologicznej Ker (@, f)
indukuje na niej strukture (pod)rozmaitosci klasy C'*° (wszak nad kazdym punktem bazy mamy

do czynienia z podprzestrzenia liniows wlokna), przy czym nad dowolnym punktem bazy x € B
zachodzi — na mocy algebraicznego bilansu wymiaréw —

(7, Mer (0,4)) " ({2}) = K*™77

Pozostaje jedynie skonstruowaé¢ gladkie trywializacje lokalne tak otrzymanej wiazki (wzajem izo-
morficznych) przestrzeni wektorowych. Zwazywszy lokalny charakter zagadnienia, ograniczymy
sie do (dostatecznie matych) otoczen otwartych: O; (ustalonego dowolnie) punktu x; € By oraz
022 f(Oy) punktu f(x1), na ktérych okreslone sa dyfeomorfizmy (klasy C*)

To, + T (04) = 04 x K™ Ae{1,2}.
W obrazie tychze morfizm (@, f) przybiera posta¢
Doy =70, 0P o7y 1 Oy x K™ — Oy x K2 & (2,0) — (f(2), Lo (2)(v))
dla pewnego gtadkiego odwzorowania
Ly : O — K(n2) : x+— Lg(x)
o rzedzie
tk Lo (x) =7.
Dokonajmy rozktadu
K*™ =Ker Lg(z1) @ Ay, K*"2 = Image Lo (1) ® Ag,
okreslonego dla pewnych przestrzeni dopeliajacych A4 c K*™4 o wymiarach
dimg Ay =ny — dimg Ker Lg (21) = dimg Image Lg (1) = ng — dimg A, .
Wobec oczywistej relacji
A1 2 Image Lo (1)
mozemy nastepnie skonstruowaé indeksowana przez O; 3 x rodzine odwzorowan K-liniowych

K@(l‘) : K*™ @ As = Ker L@(.Z‘l) & A1 ® Ay — Ker L@(.Tl) ® Image L@(Il) ® Ay
= Ker Lo (1) @ K*"?

(k751762) — (k70hnageL<p(x1)762) +o (07Lq>($))(k,(51),

o jawnie odwracalnym elemencie

Ko (21) = idKer Lo (21) ® Lo (21) 1A, ®@ida, .
13
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Jako ze odwzorowania odwracalne tworza podzbior otwarty w Homg (K*™* @ Ay, Ker Lo (x1) @
K*"2) (a mianowicie: dopelnienie przeciwobrazu zbioru domknietego {Ox} wzgledem odwzorowa-

nia det(,, +dimg A,) bedacego superpozycja odwzorowan ciagtych, wige tez ciagtego), przeto Ao (21)

nalezy do tego podzbioru wraz z pewnym swoim otoczeniem otwartym U, ktérego przeciwobraz
wzgledem (ciaglego) odwzorowania Ag jest otoczeniem otwartym Vi = Ag'(U) > 21 o whasnosci

Vi ¢ O1. Oto wiec obok C'*°-gtadkiego odwzorowania

Ap = Ao ty, + V1 — ISO]K(Kan ® Ao, Ker Lo (x1) @ KX"Q) ,
mamy tez C*°-gladkie odwzorowanie

Voe=InvoAs : : Vi — ISOK(Ker Lo(z1) @ K2 K @ Ag) ,
(punktowo) odwrotne do Ag w kazdym x € V;. Rozwazmy dowolny wektor
(k,61) e Ker Lo (x1) @ A = K™,
Ustaliwszy « € Vi, stwierdzamy, ze
(k,01) e Ker Lo (x) — Ag(x)(k,01,0A,) = (k,0a,,04,)

— (k,61,0A,) = Vo (2)(k,0a,,0A,) .

Wrziawszy pod uwage wlozenia kanoniczne:

JKer Lo (z1) © Ker Lg(z1) = Ker Ly (z1) & K™
oraz

Jrxmy + K K™ @ Ay,

mozemy zatem zapisac

g (Ker Lo (2)) € Vo (2)(Image jker 1.4 (1)) -
ale tez

dimg ggxn: (Ker Lg (x)) = dimg Ker Lo () = ny — dimg Image Lo (z)

ny — dimg Image L (1) = dimg Ker Lg (21) = dimg Image jier Lo(a1)

dimg Vg () (Image]Ker ch(a?l)) )

przy czym ostatnia rowno$¢ wynika z odwracalnosci Vg (x). Widzimy wiec, ze

JRxm (Ker Lq>(x)) = Vq;(x)(lmagejKer Lé(zl)) ,
i na tej podstawie konstatujemy, ze odwzorowanie
7'1}11 i Vi xKerLo(z1) — Ker (®o1, flo,) Iy,

(1'7 k) — (.’IJ, pPrig© V@(%)(/ﬁ OImage Lg(x1)s OAQ))
jest (C*°-)gladka odwrotnoscig trywializacji lokalnej (takze (C*-)gladkiej)
v, = Ker(®a, flo, )y, — Vi xKer Lo (1)

(z,v) — (x,prl o A@(x)(v,OAQ)).

Tym sposobem ustanawiamy referencyjna przestrzen wektorowa Ker Lg(2z1) w roli widkna ty-

powego, co jest wynikiem pozadanym.

14

O



	1. Struktury ogólne
	2. Wiazki wektorowe

