W SIECI POWIAZAN GEOWNYCH
(MAWF °22/23 2.XXI & 2.XXII [RRS])

Dotychczasowe nasze rozwazania doprowadzily nas do studium powiazania na wigzce wtoknistej
jako — w gruncie rzeczy — konstruktywnej odpowiedzi na pytanie o naturalne/uzyteczne rézniczko-
wanie jej cie¢. Majac za soba — jako punkt wyjscia — logiczny Dlugi Marsz od wiazek wektorowych,
z kanoniczna konstrukcja wiazki stycznej nad rozmaitoscia gtadka na czele, poprzez wiazki gtowne
az ku wigzkom stowarzyszonym, ale zarazem przed soba i przede wszystkim w tym wykladzie —
jako punkt dojscia — konstrukcje uzgodnionego ze struktura modutu cliffordowskiego powiazania
na wiazce spinorowej nad orientowalna rozmaitoscia metryczna o znikajacej drugiej klasie Stieffela—
Whitneya, w ktorej definicji centralna role odgrywa prolongacja wiazki gtéwnej zorientowanych
baz pseudo-ortonormalnych na wiazce stycznej nad taz rozmaitoscia, dostrzegamy pierwszorzedne
znaczenie w tak zorientowanym studium powigzania konstrukcji powiagzania na wiazce glownej
(rozumianej tu jako substrat podstawowy konstrukeji wiazek: Clifforda i spinorowej, a nawet —
wtornie — samej wiazki stycznej), przy czym naturalnym w tym kontekscie jawi sie rozpatrzenie
warunkéw, w ktorych powiazanie to jest zgodne z dzialaniem grupy strukturalnej we wléknie
wigzki, a dalej — identyfikacja nosnika nie-kanonicznej informacji o powiazaniu, réznicujacej jego
dowolne wybory na danej wiazce gléwnej, a zakodowanej w lokalnej trywializacji formy powigzania.
Tym wlasnie zajmiemy sie obecnie.

Zaczynamy od okreslenia najbardziej naturalnych wiezéw zgodnosci powiazania ze struktura
G-przestrzeni w roznych odstonach tego pojecia wprowadzonych w Wyktadach 19. i 20.

Definicja 1. Powigzanie wiokien w wiazce gtownej (Pg, B, G, mp, ) nazywamy zgodnym z dzia-
laniem grupy strukturalnej, ilekro¢ dyfeomorfizmy
Pl # Pase) = Par) s tit2€[0,1]
spelniaja warunki
(1) Vgea : chtz oy rPG-y(tl) =Tgo le,tg )
przy czym wtedy
(2) VV(TQ o O’)(,T) = Ta(z)rg(VvU(SU)) .
Powiazanie takie okreslamy réwniez mianem powiazania gléwnego wlokien w wiagzce Pg.

Roéwnie naturalnej koncepcji uzgodnienia struktur dostarcza
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Definicja 2. Powiazanie Ehresmanna na wiazce glownej (Pg, B, G,7p,) nazywamy zgodnym
z dzialaniem grupy strukturalnej, ilekro¢ odwzorowania 74, g € G speiniaja warunek

(3) VPEPG : H’r'g(p)PG = TpTg(prg) .
Powiazanie takie okreslamy réwniez mianem Ehresmanna powigzania gléwnego na Pg.

Azeby moc postapi¢ dalej w enumeracji naturalnych warunkéow uzgodnienia powiazania z dzi-
alaniem grupy strukturalnej, a nastepng w kolejnosci jest jego definicja w terminach gtadkiej
dystrybucji (nad Pg) operatoréw rzutowych na TPg, potrzebujemy

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj g bedzie algebra Liego grupy struk-
turalnej G wiazki glownej (Pg, B, G,7p,, ). Podwiazka pionowa VPq wiazki stycznej TP nad
przestrzenia totalng Pg jest globalnie trywializowalna (czyli trywialna w rozumieniu Przykt. 2-3-
4.1), tj. istnieje kanoniczny izomorfizm wiazek wektorowych (nad R)

(VPG7 PG) KXdiva 7TTF’G fVPG) = (PG xg, PG7 KXdimG7 prl) .

Dowdd: Rozwazmy odwzorowanie (jawnie R-liniowe i gtadkie)

_ (O1p idg) Tooyr
Vert. : Pgxg———> TPgxgs= T(.7e)(PG x Q) VPg c TPg
(5) : (p,X) — (OTPG(p),X) l—>T(p)e)7‘.(0TpG (p),X) E\%Ijﬁp(X),

w ktorego definicji wykorzystujemy zerowe ciecie Ovp, wiazki wektorowej TP nad Pg. Przeciw-
dziedzina powyzszego odwzorowania jest poprawnie okreslona, oto bowiem z uwagi na charakter
dziatania definiujacego r. mamy

Tomee (Vert, (X)) = Tpmpg © T (01p6 (9), X) = Ty (TP 0 1) (01p¢ (p), X))

Tp.e) (TP 0 r1) (0P (), X) = T(p.e) (TP © O1pe (P))

Otpompg(p),

czyli — w istocie — nad dowolnym punktem p € Pg zachodzi inkluzja
Im Vert,, ¢ V,,Pg,
a przy tym odwzorowanie Vert. pokrywa identycznosé na wspolnej bazie obu wigzek,

e (Vert, (X)) = p = pry (p, X)),

mamy przeto do czynienia z morfizmem wiazek wektorowych nad Pg, a poniewaz obrazem pola
(statego) (v, X) jest pole fundamentalne na Pg stowarzyszone z X 3 g,

(6) T(»,e)r'(OTP(;('),X) = ICX

(por. Def.19-20.1), wiec tez wobec swobodnego charakteru dzialania G na Pg, otrzymujemy
rownowaznosé

VERP(X) :OTpPG e X =0g,
czyli Vert. jest monomorfizmem. Na podstawie poréwnania rzedéw obu wiazek,

rk (Pg x g) = dimg g = dim G = dim P dimg T, (Pr (p)) =1k VPG,

TP (p) =
wnioskujemy, ze Vert. jest w istocie postulowanym izomorfizmem. O
Powyzsze przygotowuje nas do wystowienia naturalnej adaptacji pojecia formy powigzania z

Def. 19-20.3 do obecnych okolicznosci, jakie precyzuje
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Definicja 3. Forma powigzania gléwnego na wiazce glownej (Pg, B,G,7p,) to morfizm
wiazek wektorowych nad R

(A, idpG) : TPg — Pg x g

o wlasnosciach

(7) Ao Vert. = idp g
orad]
(8) Vogeg + AoTrg=(rgxTcAdg1)o0A.

Wyznacza ona w naturalny sposéb potencjal powiazania gléwnego
A=pryo Ac Q' (Pg)®rg.
Bez trudu przekonujemy sie o strukturalnym charakterze trywilizacji Vert.,
Stwierdzenie 2. Trywializacja Vert. z (dowodu) Stw. jest odwzorowaniem G-ekwiwariantnym,
Vert. : (PG X g, 7. X TeAdlnv(.)) = (VP(;,Tr. erG).

— -1
Dowdd: Dla dowolnego wektora v € V,Pq, p € Pg bedacego przeciwobrazem X = pryo Vert,, (v) €
g i dowolnego elementu g € G obliczamy

Tprg(v) = Tprgo %p(X) = Tprg(% Mo p < expG(t > X)) = j—t Moo rg(p 4 eXpG(t > X))

% M=o (P) < Adg (expG (t> X)) ;

ale tez w $wietle Stw.Niezb.cart.11 (o naturalnosci odwzorowania eksponencjalnego) zachodzi
tozsamosé

Adg-1(expC(t > X)) = exp®(t > TeAd,-1 (X)),
mozemy zatem powyzszg rownosé¢ przepisa¢ w postaci
Tprg(v) = St rg(p) <exp(t> TeAdy1 (X)) = Vert. o (rg x TeAd,-1) o \7&"5;1(1)) )
skad postulowany wniosek, ze

9) Tyrglv,pe = Vert o (ry x ToAdy 1) o Vart,

Mozemy juz teraz sformutowaé i udowodnic

Twierdzenie 1. W dowolnej wiazce gtéwnej powiazanie gléwne Ehresmanna wyznacza powiaza-
nie gltowne wlokien. Ponadto forma powiazania gtéwnego na tejze wiazce okresla na niej powiazanie
gtéwne Ehresmanna.

Dowdd: Wybrawszy dowolna sciezke v : [0,1] — B spelniajaca warunki v(0) =z i 4(0) =X ¢
T, B, a nastepnie — punkty: peP, i g € G, podnosimy v poziomo do Pg tworzac Sciezke
¥+ [0,1] — Pg

caltkujaca zaganienie poczatkowe

G () = Hors () (3(1) . 7p(0) =p,
gdzie Hor, jest podniesieniem poziomym wektoréw indukowanym przez powigzanie Ehresmanna
wedle schematu opisanego w konstruktywnym dowodzie Tw. 19-20.2. Obliczamy

G o0 Tp(t) = Tr, )7 (5 T (1)) = Tx,(yrg 0 Hors, () (1(1)) ,

1F’odkreélmy: warunek stanowi ledwie adaptacje warunku wyrazonego przez diagram przemienny w Def. 19-
20.4 i jako taki definiuje (generyczna) forme powiazania, ktére dopiero warunek uzgadnia z dzialaniem definiu-
jacym r..
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a ostatnia rownosé pokazuje, na gruncie zalozenia o zachowywaniu dystrybucji poziomej (do ktorej
nalezy pole predkosci na podniesieniu Hory, ()(9(t))), ze pole predkosci na r,-translacie pod-
niesienia $ciezki v do p (w t = 0), jest takze polem poziomym, czyli pewnym podniesieniem
poziomym #(t) (do 7, 07,(0) = r4(p) w ¢t =0). Krzywa catkowa (lokalnie jedyna) poziomego
podniesienia 4 do TPq przez 74(p) jest jednak — wprost z definicji — Sciezka 7, (p), zatem
nieodzownie

ﬁrg(p) =Ty O;Vp )

a to w Swietle konstrukcji dyfeomorfizmu chtz oznacza pozadang jego G-ekwiwariantnosc, .
Przechodzac do drugiej czesci tezy dowodzonego twierdzenia, zauwazamy, ze forma powigzania
glownego definiuje — w $wietle Tw. 19-20.1 — podwiazke wektorowa

(10) HPq := Ker (A,idp,) c TP¢.
Przy tym dla dowolnego v € Ker (T7pg, My pe, ) = Ker (Aty p ) nKer (Trpg, M1 p,,) stwierdzamy, ze
v = Vert. 0\75}:5;1(11) = Vert. o idpg xg © \m;l(v) = Vert. o (Ao Vert.) o \m;l(v)
= Vert.o A(v) = Or,Pc s
co przesadza o injektywnosci Tmpg My pg 1 (tym samym) dowodzi istnienia izomorfizmu
Im (Tmpg M, pe ) 2 HpPa -
Zarazem dla Aty p. € Homg(T,Pg,g) jest spetniona réwnosc

dimp Ker (Alrp,) = dimg T,Pg - dimg Im (AT p,,)

dimR VpPG + dimR TTFPG (p)B - dimR g= dimR TT"PG (p)B s

co oznacza, ze Tmpg My, p jest w istocie izomorfizmem. Na koniec przekonamy si¢ o G-niezmien-
niczodci tak okreslonej podwigzki poziomej. Niech zatem £ € H,Pg = Ker (.ATTPPG)7 a wtedy

"4 ° Tprg(g) = (Tg X TeAdgfl) o A(g) = (Tg(p)v -|—<-2Adgf1 (09)) = (Tg(p)»og) 9
wiec prawdziwg jest inkluzja
Tprg(HpPa) e H, () Pa,
ale tez w takim razie — wobec odwracalnosci T,ry, —
Trg(p)’l"g—l (Hrg(p) P(;) c H’l‘glng(p) PG = HpPG y
czyli
Hy,(mPa = Tprg o Tr (g1 (Hy (i Pa) € Tprg(HpPa)
co koniec koricow daje nam pozadang réwnosé

Tprg(HpPc) = Hrg(p)PG'

Odpowiedzi na fundamentalne pytanie o istnienie powiazania uzgodnionego, bedacej zarazem
pierwszym krokiem w kierunku wspomnianej wezesniej identyfikacji nosnika jego swoistosci, dostar-
cza

Twierdzenie 2. Na dowolnej wiazce gléwnej istnieje forma powiazania gltéwnego.

Dowdd: Zaczniemy od rekonstrukeji kanonicznego modelu formy powiazania w obrazie lokalnej

trywializacji (co ma sens wobec ,wertykalnego” charakteru warunkéw ja definiujacych). Niechaj
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zatem (Pg,B,G,7p,) bedzie wiazka gléwna o lokalnych trywializacjach 7; : ﬂgé(Oi) =5 0; x
G, i € I. Wykorzystujac relacje

T(x7g)(01, X G) = TzOrL & TgG = TzOz D Tefg(g) ,
nad kazdym z elementéw pokrycia trywializujacego O; definiujemy odwzorowanie
A TWEé (O;) — WEé(@i) xg : T(I’Q)Ti_l(U,V) — (Tfl(I,g),Tgﬁg-l(V)),

jawnie R-liniowe i zachowujace wlékna. Sprawdzamy, ze odwzorowania te maja wlasnosci wymienione
w Def.[J] Po pierwsze wigc, korzystajac z przemiennosei diagramu

w;é(@i) xQG— s WEé (0;)
T xidg Ti
O0;xGxG P - 0; xG

oraz Rown. (Niezb.cart.2), obliczamy — dla dowolnego wektora X e g —

Ai o %T;I(x,g)(X) = AZ o T(T;I(x,g),e)/r'(OTPG o Ti_l(x,g), X)

AioT(pgmito T(r1(a,g).0) (Ti © r)(01pg o7 (2, 9), X)
= Al o T(Lg)’rgl o T(w,g,e) (ldB X m) ] T(T;l(w,g)7e) (Ti X idg)(OTpG o Tiil(x,g),X)
= AT gr ' o (Toidp @ T(g.0ym)(T (o) Ti 0 Otpg 073 ' (2, 9), Teida (X))

= Ao T(I’Q)Ti_l o (ideB ® T(g,e)m)(OTzB7 OTQ(;,idTeg(X))

(77 (2,9), Tgly1 0 Ty oym(07,6, X)) = (77 (2, 9), Tgly-1 0 Tely(X))

= (Ti_l(xvg)’X) = idPGXQ(Ti_l(‘r’g)aX) .

Po drugie w dotychczasowych oznaczeniach i dla dowolnego elementu & € G, a w odwolaniu do
diagramu przemiennego

g (0) ——= 7L (01)

OiXG OZXG

idpxpn
sprawdzamy warunek G-ekwiwariantnosci A;,

Aio T i(agyh o T (0,V) = Aio TagnyTi 0 T(a gy (idp x 1) (v, V)

= Ao T(ugnTi o (Taidp @ Typn)(0,V) = A; o Ty gnyi (id7, 5(v), Tepn(V))

(77 (2, gh), Tgnligny-1 © Topn(V)) = (rn o7 (2,9), TeAdp-1 0 Tgly-1 (V)

(rh x TeAdh-l) oA; o T(I’g)ri_l(v, V).

W swietle powyzszych wynikow A; tworza rodzine lokalnych form powigzania gtownego. Wyko-

rzystujac dowolny rozklad jednosci {\;}ier (klasy C'*) stowarzyszony z pokryciem trywializuja-

cym {O;}icr bazy B (ktorego istnienie mozemy zalozyé bez straty ogolnosci rozwazan), tworzymy
5
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z nich forme okreslona (i gltadka) globalnie
-A() = Z Aio Tpg © 7TTPG(') > Al()’
iel
o pozadanych wlasnosciach. O

Wystowiwszy kilka powiazanych wzajemnie definicji uzgodnienia struktur na wiazce gltéwnej i
zbadawszy zagadnienie istnienia (formy) powiazania gtéwnego, mozemy uzupeié dotychczasowa
dyskusje o wskazanie podklasy morfizméw zachowujacych to ostatnie.

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def. oraz i niechaj (P, Ba,G,7pe), a € {1,2} beda
wiazkami gléwnymi z powiazaniem wlokien. Morfizm wigzek gléwnych z powiazaniem
glownym widkien (@, f idg) (nad dyfeomorfizmem baz i identycznoscia na grupie
strukturalnej) pomiedzy P, i P to morfizm wiazek gléwnych opisany przez diagram przemi-
enny (5-6.1) z Def.5-6.4 dodatkowo spetniajacy warunek (FCM1) z Def. 19-20.4. Ilekro¢ na obu
wiazkach okreslone jest powiazanie gtéwne Ehresmanna, mianem morfizmu wiazek gléwnych
z powigzaniem gléwnym Ehresmanna okreslamy morfizm wiazek gtownych (opisany, jak
poprzednio, przez diagram przemienny (5-6.1)), ktory dodatkowo spelnia warunek (FCM2) z
Def. 19-20.4. Wreszcie tez w obecnosci form powiazania gtéwnego na obu wiazkach moéwimy o
morfizmie wigzek gléownych z forma powiazania gléwnego (lub zachowujacym forme
powiazania gléwnego), jesli morfizm (@, f,idg) jest opisany, jak poprzednio, przez diagram
przemienny (5-6.1), a nadto spelniony jest warunek
(PFCM3’) morfizm ® zachowuje forme powiazania glownego w rozumieniu réwnosci

A2OT(I):(®Xidg)OA1.

W nastepnej kolejnosei przechodzimy do nader istotnego z fizycznego punktu widzenia (w tym
— konstrukeji strukturalnego powiazania na wiazce spinorowej) opisu lokalnego powiazania uzgod-
nionego. Zaczynamy od pomocniczego

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj V bedzie pochodna kowariantna na
wiazce glownej (Pg, B, G, mp, ) stowarzyszong z forma powiazania gtéownego. Odwzorowania ap
z (19-20.4) sa C*° (0O, G)-ekwiwariantne w drugim argumencie, tj. dla dowolnych: odwzorowania
g € C*(0,G) oraz ciecia o € I'(Pglp) przyjmujacego posta¢ 7o o () = (+,7()) w obrazie
trywializacji lokalnej 7o : FEé(O) — O x G zachodzi

Veeo - aO(xan(x) (’7(55))) = Ta(.’c)@g(x) ° ao(;r:,’y(l‘)) :

Dowdd: Wobec definicji formy (wektorowej) aeo jest jasne, ze kluczowym dla naszych rozwazan
jest zwiazek miedzy pochodng kowariantna a forma powiazania gléwnego. Biorac pod uwage to,
ze rzut na podprzestrzen wertykalna wzdluz przestrzeni horyzontalnej w wiazce z powiazaniem
Ehresmanna jest dany wzorem

H,P .

P \Z,PG =idt,pg — Horp o Tymp, ,

oraz Rown. (19-20.9), mozemy ustali¢ — dla dowolnego ciecia ¢ jak w tresci stwierdzenia oraz
dowolnego pola wektorowego V e I'(TBlp) o wartosci V =V(x) — zwiazek

Vyo(:) = T.o(V)-Hor,)(V)=T.o(V)-Hor,(yo Tido(V)

Ho()P
= T.o(V)-HorguyoT.(mp,o0)(V)=P (\)/UZPG oT.o(V).

W potaczeniu z identyfikacja, z dowodu Tw. 19-20.3, podwiazki horyzontalnej indykowane]j przez
forme powigzania oraz Stw.[I] daje nam to przydatng rownosé

(11) Vyo(+) :\75}750(_) ocAoTa(V).
Na gruncie adaptacji szczegotowego wyprowadzenia Rown. (19-20.3) do dzialan prawych:

To(09) (7)) = Ty@)g(a) © (Tar + g0 () ® La(y(2)))
6
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(gdzie Ly = Kt(i) jest fundamentalnym polem wektorowym (prawostronnym) dla dziatania prawego
regularnego p, stowarzyszonym z generatorem t4 algebry Liego g wedle prawostronnego wariantu
Def. 19-20.1) oraz

(12) Tx(Tg() (O’())) = Ta(z)rg(:r) o (TxO' + g*@é(x) ® ’Cg:‘) (0’(17)))

(gdzie ICE;) jest polem wektorowym fundamentalnym (prawostronnym) na Pg stowarzyszonym z
generatorem t4 algebry Liego g wedle prawostronnego wariantu Def. 19-20.1), réwnosé ta pozwala
poréwnac

To(@)0g(@) (Ter (V) + (V1 g%03)(2) > La(v(2))) + V s ao(@,040) (1(2)))
= Talpg) (YO))(V) +V Jao (2,04 (1)) = pra 0 Tr, )y (0o T (Vvrey (0()) ()
= 10 o, (@) Ti 0 Verty, (o)) © A Ta(rg(y (0())) (V)
= Pr o Try (o) Ti © VTt ) (o(@) © A To(ey o (Tao (V) + (V2603 () > K{ (o))
= 10 Ty (@) T © Verty, (o)) © (Tg(a) X TeAdg(ayr) 0 A(Too (V)
+(V2g 08 (z) > K (0 (2)))
= Py o T (o) Ti © Tot) o) © Velty(my o A(Too (V) + (V2 g*08) (2) b K7 (o(2)))
= P 0 Trioo(e) (1B X 0g(a)) © To(ayTs © VeTty(y 0 A(Toa (V) + (V 2 g*08) (2) > K (0(2)))

= Tou(@)Pg(x) © P2 © To(a)7i © Verty(ry 0 A(Too (V) + (V 2 g*04) (2) > £ (o(2)))

Tv(gj)pg(z)(Tmfy(V) +V 1 ao(ac, 7(95))

+(Va g"@é)(z) > pry o Ty(p)Ti© \7evrto.(z) oAo ICt(:)(cr(;l:)))) .

Jesli teraz uwzgledni¢ pionowa nature pol fundamentalnych 4 (wynikajaca z charakteru dziata-
nia definiujacego r.), to mozna powyzsze przepisaé w postaci

T'y(z)@g(z) (TIPY(V) + (V - g*eﬁ)(x) > LA(’Y(x))) +V 4 ao(xa@g(z) (’Y(J?)))

Toi()Pg(a) (TaY(V) +V Jao(z,y(2))

+(V J g*ﬂﬁ)(m) > Pro o To(g)Ti © \7(37‘50(95) o (Ao \7(;‘5(,(1)) o \7(;1"’13;11)(’Ct(2)(0'(1‘))))

Ty(z)pg(,;)(va(V) +V 1 ao(x,'y(x)) + (V _ g*ﬁﬁ)(x) > pry o To(w)Ti(ng)(a(x)))) ,

czyli tez — wobec G-ekwiwariantnosci trywializacji 7, — w czytelniejszej postaci

T’y(r)pg(x)(TI’y(V) + (V S g*eﬁ)(l‘) > LA(’}/(JT))) +V O‘O(x7pg(fc) (’y((E)))

= T'y(m)pg(:r)(T:C’y(V) +V Olo(l’,’y(l')) + (V . g*ﬁé)(x) > LA("Y([‘C))) 5
a stad juz wprost wynika pozagdana rownosé

V 2ao(@,04) (1(2))) = Ty@pg (V 2 ao(z,7(2))).

Powyzsze prowadzi nas wprost do
Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def.i niechaj 7; : 7r|§é (0y) = 0;xG, i € I beda trywializacjami
lokalnymi wiazki gtownej (Pq, B, G,7p,, ). Zdefiniujmy plaskie ciecia unitalne
sy + O — wgé((’)i) s a1 N x,e).
7
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Potencjal lokalny powiazania gléwnego A na wiazce gléwnej Pg nad O; (stowarzyszony z
cieciami s5(;)) to odwzorowanie (klasy C*)

A, = SZZ)A e Q'O erg
przyjmujace w dowolnym punkcie z € O; posta(ﬂ
(13) Ai(x) = AoTys() .

Uwaga 1. Na podstawie relacji miedzy pochodng kowariantna a forma powiazania gtéwnego
oraz tresci Stw. a w odwotaniu do tych samych obserwacji co w dowodzie Stw. oraz do Rown. @
wyprowadzamy (w uzytych wczesniej oznaczeniach) dla ciecia

o(z) =77 (2,01(2)) = o,y (77 (2,€)) = 7o) (5 ()

swiazek
pry o Vert, () (V.0(2)) = Ao Too = Ao To (1o, (5 ()
= AoT, ()7 © (Tasy + 07 0f (2) @ K1 (5039 (2)))
= TeAdy, o)1 0 Ao (Tosq) + 0707 (2) ® KI7) (5 (2)))
= TeAdy, oy 0 (Ail@) + 070 (2) 5 pry o (Ao Verty, 2y) 0 Vert, ) (KL (5 (2))))

= T.Ad,,(z)1 0 (Al(a:) + 0704 (z) ®g prg(s(i)(x),t,q))

TGAdo'i(w)_l o (AZ(IL') =+ (O’: ® 1dg)0R(x)) = TeAdo',i(;v)_l [} AZ(ZE) + ((T:r ® 1dg)9L(x),

przy czym w ostatnim przej$ciu skorzystaliSémy ze Stw. Niezb.cart.13. Specjalizacja powyzszej for-
muly pozwala zaréwno ustali¢ regule zszycia potencjatow lokalnych nad (niepustymi) przecieciami
O;j ich dziedzin okredlonosci, jak i wyznaczy¢ dla wzory transformacyjne wzgledem automor-
fizmoéw wiazki Pg.

Pierwsza z wymienionych powyzej relacji ustala

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. W dowolnym punkcie z € O;; nalezacym do
przecigcia dziedzin trywializacji lokalnych 7; i 7; wiazki gltéwnej (Pg, B, G,mp,) 0 odwzorowa-
niach przejscia g;; : O;; — G zachodzi tozsamosé

Aj(@) = TeAdg, () 0 Ai(z) + (975 ®1dg) 0L () .
Dowdd: Wystarczy zauwazy¢, ze

sy(x) = 7 (@) =7 (2,065 (2)) =1,y (77 (2,€)) 2 79,50 (500 ()
a nastepnie wykorzystaé rachunek z Uwagi [T} O

Tak przygotowani mozemy wreszcie omowié¢ szczegbdlowo strukture formy powiazania glownego
w obrazie trywializacji lokalnej, co doprowadzi do uwypuklenia roli potencjatéow lokalnych.

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def. W obrazie trywializacji lokalnej 7; : w,;é (0;) —
0; x G forma powiazania gléwnego wyraza sie przez potencjatl tegoz powiazania, jak nastepuje:

7—;1 *A(wv g) = A ° T(ac,g)’rii1 = TelAdg*1 ° Al(x) + 9L (g) )

przy czym obiekt po prawej stronie znaku réwnosci nalezy traktowaé jako wektor z przestrzeni
Tirp(0ixG)erg=(T;BoT;G) ®r g W dowolnym punkcie (z,g) € O; x G.

20dwzorowanie Tasy @ T20; — Ts<i)(z)7r};é(oi) traktujemy tu jako element przestrzeni T;O; ®pr
Ts(i)(z)ﬂ-};é(ol)
8
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Dowdd: Uwzgledniajac powyzszy rozklad przestrzeni T’{m g)(Oi x G), mozemy zawsze zapisac
(14) AoT it =ai(z;9) +Vilg; @),
gdzie a;(z;9) e T;B®rg oraz ¥;(g;z) € T;G®r g sa I-formami o wlasnosciach

Vo, v)eT, BeT,c : V Jai(z;9) =05 =v 19;(g; 7).

Rozlozywszy 1-forme 9;(g;x) w bazie utworzonej przez formy lewo niezmiennicze,

i(g;x) =0 4 (w,9) > 01 (g) @r tp,
obliczamy najpierw obie strony Rown. na wektorze pionowym (01, p,La(g)), dostajac — w
odwotaniu do definicji i Rown. @, jak rowniez Rown. -

924 (2,9) > tp =La(g) 19:(g;2) = (01,5,La(9)) 1 (a;(z;9) + Vi(g; 2))
= AoT o (01,8, La(9)) = Ao T (g7 (01,8, $ M09 exp®(teta))
A(L o7 (2,9 - expC (> 14))) = A(L Mo Tesp o) (771 (2,.9))) = ANKT (772 (2, 9)) )

= on(;’rtn-l(m’g)(u) = prg(Ti_l(x,g),tA) =ta.

Wnioskujemy na tej podstawie, ze

[
=~

Vi(g;2) = 0L(g) .-
W nastepnej kolejnosci w miejsce wektora pionowego wstawiamy (v,07,¢) i wykorzystujemy
tozsamosé

T (1,07,6) = Tag)T 0 Tae)(ds x0g)(0,07.6) = T(ae) (77 0 (idp x pg)) (v,07.c)

T(a,e) (Tg ° Tz‘_l)(vaTeG) = Tri‘l(z,e)rg ° T(z,g)Ti_l(vv Or,c) = T'f‘i—l(x,e)rg ° —I—(afr,g)Ti—1 oT.(,e)(v)

TT;1($7e)rg o TI(T[1 o (- e))(v) = TTi—l(I7e)7"g o Tusey(v)

ktora pozwala (dzieki Rown. ) zastosowaé bezposrednio definicje potencjatu lokalnego pow-
igzania gltéwnego i tym sposobem otrzymaé

v Jai(z;9) = (v,07,6) 1 (ai(z;9) +Vi(g;2)) = Ao Tiu g7, (v, 07,G)

= AoT -1(4)Tg0 Tas(i)(v) =pryo (rg x TeAdg-1) 0 Ao Tys)(v) = TeAdy1 0 Ao Tysgiy(v)

TeAdy-1 0 (vaAi(2)),
wiec tez — wobec dowolnosci v —
ai(z;9) = TeAdg1 0 Aj(x).

Ostatecznie zatem odtwarzamy postulowang prezentacje lokalna formy powiazania gtéwnego. 0O

Tym sposobem docieramy do podstawowego rezultatu naszej analizy, jakim jest uogélnienie
twierdzenia o rekonstrukcji wiazki (gtownej) na podstawie jej danych lokalnych na przypadek
wiazki gtéwnej z powigzaniem uzgodnionym.

Twierdzenie 3 (O rekonstrukcji wiazki glownej z powiazaniem). Przyjmijmy dotychczasowy
zapis. Kazda wiazka gltowna (Pg, B,G,7mp,) z forma powiazania glownego wyznacza nad swym
pokryciem trywializujacym {O;}ier
e rodzing {gi;}(ij)e(r-2), odwzorowai lokalnie gladkich
gij + Oy — G
spelniajacych warunek 1-kocyklu (2-3-4.1);
9
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e rodzine {A;}c; lokalnie gtadkich 1-form o wartosciach w algebrze Liego g grupy Liego G
A e Q' (O)®rg
spelniajacych warunki
V(i p)e(r2) 4, 20y, ¢ Aj() = TeAdg, @) 0 Ai(@) + (975 @ idg )L (2) .

I odwrotnie, niechaj & = {O; };e; bedzie pokryciem otwartym rozmaitosci gtadkiej B. Dowolna
stowarzyszona z € para rodzin odwzorowan lokalnie gtadkich

({93} i.yetr2) > { Ak brer)

spelniajacych powyzsze warunki okresla — zgodnie z (konstruktywnym dowodem) Tw.2-3-4.2 —
wiazke gtowna Pg = (Lier (OixG))/,4. o grupie strukturalnej G i o odwzorowaniach przejscia sto-
warzyszonych z O;; tozsamych z g;;, (i,7) € (I Xz) o oraz formie powiazania glownego zadawanej
formuta

15) A(v, V) := (.’L’,g,TeAdg—l oAi(z)(v)+V 1 9L(g)) , (1,9)€e0; xG,
15

zapisang dla dowolnego wektora (v,V) € T,O; ® T,G = T(, 4)(O; x G). Ilekro¢ odwzorowania te
sg danymi lokalnymi pewnej wiazki gtéwnej nad B o wloknie typowym G, ta ostatnia wigzka jest
izomorficzna z wiazka okreslang przez g;; i A;.

Dowdd: Pierwsza czesé tezy wynika wprost z wcezesniejszej analizy oraz z Tw.2-3-4.2. Trzeba
jeszcze tylko okreslié stosowne dziatanie grupy strukturalnej G na wioknach wiazki zrekonstruo-
wanej wedlug schematu przedstawionego w dowodzie Tw. 2-3-4.2,
Pc=(LU(0:ix@))/,. .
i€l
Definiujemy odwzorowanie
T. : PGXG—)PG : ([(z,g,z)],h)H[(z,gh,z)],

ktorego gtadkosé jest konsekwencja surjektywnej submersywnosci odwzorowania 7. zadanego ana-
logicznie jak to z dowodu Tw.2-3-4.2 oraz Stw. Niezb.r-g.29 — istotnie, 7. jest (jedynym) odwzo-
rowaniem domykajacym diagram przemienny

Uier (Oi x G) x G ————>Pc xG

. xidg
w ktorym
R : | J(0;xG)xG— | |(0;xG) : ((x,9,i),h) —> (2,9 h,i)
i€l iel
jest jawnie gladkie i ceche te ma takze (tautologicznie) ...

Na obecnym etapie pozostaje jedynie upewni¢ sie, ze zrekonstruowana z danych lokalnych forma
powiazania jest obiektem globalnie gtadkim (klasy C'*) o wlasnosciach opisanych w Def. Zasad-
niczo wniosek taki daje si¢ prosto wyprowadzi¢ ze Stw.[5] niemniej jednak my mozolnie sprawdzimy
wszystkie wlasnosci. Mamy zatem do poréwnania, w dowolnym punkcie x € O;;, wynik ewalu-
acji na dowolnym wektorze (v,V) e T,0; ® T,G 1l-formy A wyrazonej w terminach potencjatu
lokalnego A; z wynikiem ewaluacji na obrazie tegoz wektora wzgledem odwzorowania stycznego
do transformacji przejscia (patrz: dyskusja otwierajaca Wyklady 19-20)

Gij = (idoij X m) o (prl,gij X ld(;) : Oij x G — Oij X GXQ — Oij x G

(x,g) — (xvgji(x)7g) — (xvgji(‘r) 'g)
10
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1-formy A wyrazonej w terminach potencjatu lokalnego A;. Przy tym zamiast pcha¢ (v,V)
wzdtuz odwzorowania przej$cia, mogliby$my réwnowaznie cofnaé wzdtuz tegoz odwzorowania 1-
forme Aj;, a nastepnie obliczy¢ ja na (v, V). Wystarczy zatem poréwnaé wynik cofniecia 1-formy
A zapisanej przy uzyciu potencjalu A; z ta sama l-forma wyrazona w terminach potencjatu
A;, co czyniac w odwolaniu do Stw.[4 oraz do Stw. Niezb.cart.17 oraz Niezb.cart.13, otrzymujemy
pozadany wynik:

TeAd(g,i(ayg)1 © A (@) + ((mo (g: xide))” @ idg)bL(z,9)
= TeAdgr 0 TeAdy,, (1)1 0 (TeAdy,, () 0 Ai() + (955 ®idg)0L(2)) + 0L (g) + TeAdy-1 0 (g; ® idg)0L(z)
= TeAdg1oAi(x) +0L(g) + TeAdg-1 o (gf; ®idg)0L(2) + TeAdg1 0 TeAdy,, (1)1 © (g5; ® idg) o (Inv™ @ idg )01 ()
= TeAdg10Ai(x) +0L(g) + TeAdy-1 0 (g7, ®1dg)0n(x) — TeAdg-1 0 T, Ady (o)1 © (g5; ®idg)Or ()
= TeAdg10Ai(z) +0L(g) + TeAdg-1 0 (g7; ®idg) 0L (x) = TeAdg1 0 TeAdy (o)1 © TeAdy,, (2) © (g5; ® idg) o OL(2)

= TeAdg—l o Al(l’) + GL(Q) .

Druga z oczekiwanych wlasnosci, Rown. 7 sprawdzamy w bezposrednim odwolaniu do Réwn. @,
zauwazajac na wstepie, ze postaé¢ (wldkna) wiazki odtworzonej z danych lokalnych w konstruk-
tywnym dowodzie Tw. 2-3-4.2 prowadzi do utozsamienia Kx(z,g) = (Ot, 5, Lx(g)) W dziedzinie
ﬂ,}é(@i) 5 (z,9) trywializacji lokalnej wiazki zrekonstruowanej Pg. W obrazie tejze trywializacji
otrzymujemy wiec — dla dowolnego wektora X € g — rownosé

Ao\m(m,g)(X) = A(OTleLX(g)) = (:CmngX . eL(g)) = (a?,g,X) :

Na koniec wreszcie upewniamy sie o G-ekwiwariantnosci zapostulowanej formy powiazania
gltownego. W rownosci

Ao T (ids xpp)(v,V) = Ao (idr, 5 ® Tepn)(v,V)

= (x,g “h, TeAd(gpy-1 © Ai(x)(v) + Typn (V) 20r(g- h)) ,
uwzgledniamy wiec raz jeszcze Stw. Niezb.cart.13, ktore pozwala przepisaé
Toen(V) 10L(g-h) =V 2 (pj, ®idg)0L(g) = TeAdp1 0 b1(9)(V)
a zatem takze

.A o T(Iyg)(idB X ph)(v, V) = ((ldB X Ph) X TeAdh—l )(l‘,g, TeAdg—l o AZ(Z‘)(U) +V 2 9L(g))

= ((idg xpn) x TeAdj-1) 0 A(v, V).
O

Ten sam schemat kodowania struktury w danych lokalnych mozemy nastepnie zrealizowaé w
odniesieniu do stosownych morfizméw.

Twierdzenie 4. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj (Pg,B,G,mpq), a € {1,2} beda
dwiema wiazkami gléwnymi (o wspolnej grupie strukturalnej G) z forma powiazania gtownego nad
wspoélna baza B, o odnosnych trywializacjach lokalnych 77 : ﬂ;é (0y) = 0;xG stowarzyszonych
ze wspOlnym pokryciem trywializujacym € = {O; }ier, pray czym wprowadzamy dwie rodziny cieé
lokalnych:

sty =707 (he) © O — PG, ae{l,2},

a wraz z nimi — odwzorowania przejécia gz : O;; — G, a€ {1,2} oraz 1-formy A¢ € QY(0;) ®r
g, a€{1,2} o wartosciach w algebrze Liego g grupy Liego G. Dowolny morfizm wiazek gtownych
11
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zachowujacy forme powiazania glownego,

1 @ 2
P& > P&

idp
zadaje rodzine {h;};c; odwzorowan (lokalnie) klasy C*
hi : Oz — G, iel
spelniajacych warunki: (5-6.2) oraz

Veeo, + AZ(2) = TeAdy, 2y 0 Aj(z) + ((Inv o hy)* @ idg )L () .
(16)

I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.

Dowdd: Po uwzglednieniu Tw. 5-6.2 pozostaje zweryfikowaé zapostulowana formute transforma-
cyjna dla potencjalu powiazania. W tym celu przywolujemy warunek (PFCM3’) z Def.i pod-
stawiamy go do definicji tegoz potencjatu, wykorzystujac prosta zaleznosé

Tf_l(m, hz(gc)) = ‘I)(’Til -1 (z, e)) ,
ktora przepisujemy w obecnej notacji jako
Po s%i)(x) = Thi(z) (S?Z)(z)) .
Otrzymujemy tym sposobem z jednej strony réwnosé
Ay o Ts;)(sc)‘I> ° TacS%i) =pryo (@ xidg) oAy o sz%i) =A 0 TacS%i) = Azl(x) 5
z drugiej za$§ — w $wietle i szczegdtowych rachunkéw w tresci Uwagi |1 —
AyoTo (y®o Tusty = Ay 0 Ta(rn,) (57 (1)) = TeAdy, (o)1 0 Al (z) + (B} ®idg)0L ().
Zestawiwszy powyzsze wyniki, uzyskujemy — w odwotaniu do Stw.Niezb.cart.13 — oczekiwana
tozsamosé,

AZ(z) TeAdp, () 0 Al (@) = TeAdy, () © (b ®idg)0r(z) = TeAdp, 2y 0 Aj () - (R} ®1idy)0r ()

= TeAdhi(m) o All(x) + ((IHV o hl)* ® 1dg)9L(a:) .

I odwrotnie, majac rodzing h; : O; — G, i € I odwzorowan z tresci dowodzonego stwierdzenia,
okreslamy odwzorowania lokalne

B i mph(00) — k(0 5 7w g) 7N (whi(a) g), e
Latwo przekonujemy sie, ze sa to w istocie ograniczenia odwzorowania globalnie gladkiego ®
P(l} — Pé do poszczegdlnych elementéw pokrycia trywializujacego, <I>|‘7r711 (0,) = @i, oto bowiem
o1 (0
G

w dowolnym punkcie = € O;; zachodzi réwnosé
@josty(@) = @507t (w0 (@) = 77 (ks () g1 (2)) = 727 (o, 02 () ()

7} _l(x, hi(z)) = ®; 0 s%i)(w) ,

K2

a nadto odwzorowania ®; sg G-ekwiwariantne, co sprawdzamy dla dowolnych x € O; oraz g, h € G,

Qiom,or Hz,g) = Pior H(w,g-h) =77 (2, hi(x)-g-h) =rh(7 7 (2, hi(z) - 9))

rho®or ! (z,9).
12
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Na zakonczenie dowodu sprawdzamy warunek (PFCM3’) z Def. Czynimy to w obrazie trywia-
lizacji lokalnej 7!, positkujac sie przy tym Stw.|5l Oto wiec stwierdzamy réwnosé

AyoTo T(wag)Til o= (AQ ° T(I7h'i(1)'g)7_i271) ° T(a,g) (7—12 odo Tz‘l 71)

(Ti2 odo Til _1)*(T€Adlnvopr2(-) ° prTAZQ + prgeL)(xa g)

= TeAd(hi(w)-g)‘l o A?(CC) + (m o (hz X idg))*oL(I,g),

ktora w Swietle przyjetych zalozen oraz Stw. Niezb.cart.17 mozemy przepisa¢ w oczekiwanej postaci

proo Ao Tdo T(%g)Til -1

TeAdy1 o (Al(z) - (b ®idg)0L(z)) + 01 (g) + TeAdy1 o (b} ®idy)0y ()

TeAdg o Aj(z) +0L(g) = A, o T(m,g)T}*l =pryo(®xidg)o Ao T(m’g)ﬂ-lf1

Tytulem uzupetnienia dyskusji zasadniczej, istotnego z punktu widzenia zastosowan teoriopo-
lowych rozwijanego tu formalizmu i rozszerzonej dyskusji informacji geometrycznej zapisanej w
powiazaniu spinorowym, podamy jeszcze

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def.f] Potencjaly powiazania gtownego A; na wiazce glownej
Pq zadaja rodzine lokalnie gladkich 2-form na bazie o wartosciach w algebrze Liego g
Fi=dA; +A; AA;, del
spelniajacych warunki
V(ii)e2),, ve0y; * Fi(2) = TeAdy, @y o Fi(2).

Sa one nazywane lokalnymi 2-formami krzywizny powiazania gléwnego na wiazce Pg.
Powigzanie glowne plaskie to takie, ktérego lokalne 2-formy krzywizny sa réwne zeru.

Wyktad zamyka elementarna konstatacja wlasnosci transformacyjnych krzywizny.

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def.@i niechaj {F%}ier, av€{1,2} beda lokalnymi 2-formami
krzywizny powiazania gtéwnego na wiazkach gtéwnych nad ustalong baza B, stowarzyszonymi ze
wspolnym pokryciem trywializujacym {O;}ier, pray czym zakladamy, ze miedzy wiazkami tymi
istnieje izomorfizm wigzek gtéwnych z powiazaniem pokrywajacy identycznosé na bazie, o danych
lokalnych {h;}ie; zdefiniowanych w tresci Tw.[d Woéwczas zachodza tozsamosci

F7 =TcAdy, oF;.

Dowdd: Prosty rachunek. O

13



