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Zgodnie z logika dotychczasowego studium teorii wiazek witoknistych, jak w réwniez w obliczu
jego nadrzednego celu, ktorym pozostaje wyprowadzenie sensownej definicji pochodnej kowari-
antnej na przestrzeni cie¢ wiazki spinorowej, stajemy obecnie przed zadaniem skonstruowania
powiazania na wigzce stowarzyszonej z wigzka gtowna wyposazong w forme powiazania gtownego,
ktorego rozwiazanie powinno odzwierciedla¢ w jaki§ naturalny sposéb obecnosé cartanowskiego
mechanizmu stowarzyszania.

1. Via VULGATA

W obecnych okoliczno$ciach warto powréocié do pierwotnego zagadnienia, jakie doprowadzi-
to nas do rozwazan nad powiazaniem w ogdlnosci. Oto abstrakcyjnym naszym celem, umoty-
wowanym naturalna potrzeba fizykalna, byto zdefiniowanie takiego rézniczkowania cieé¢ (lokalnych)
wiazki wldkniste] F (o wldknie typowym F') wzdluz pol wektorowych na bazie B tejze wiazki,
ktore przyjmowaloby wartosci w podwiazce pionowej VE ¢ TE i tym samym, poprzez stosowny
dyfeomorfizm strukturalny VEg = TF nad dowolnym punktem x € B, pozwalaloby przetrans-
portowaé funktorialnie (za posrednictwem funktora stycznego T) dowolng istotna (np. fizykalnie)
strukture z przestrzeni cie¢ T'(E) (na ktorej jest ona indukowana z witokna typowego F') na
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przestrzeni ich okreslonych przez to rézniczkowanie pochodnych kierunkowych. W kontekscie kon-
strukcji wiazki stowarzyszonej Pg xx M, o wléknie typowym M, ta struktura jest struktura
rozmaitosci z dziataniem A : Gx M — M grupy G, przy czym ta ostatnia wystepuje tu w roli
grupy strukturalnej wiazki gtownej Pg i zarazem w roli wldkna typowego wiazki grup AdPg, o
grupie cie¢ globalnych T'(AdPg) realizujacej sie na I'(Pg x\ M) w sposob lokalnie modelowany
na A. Nasze poszukiwania rézniczkowania na I'(Pg x\ M) ekwiwariantnego wzgledem dziatania
grupy I'(AdPg) komplikuje nieoczywisty charakter realizacji tejze grupy na V(Pg x) M). Miast
przemysliwaé¢ nad abstrakcyjng konstrukeja wygodnego modelu wiazki V(Pg x) M) (rozumianego
jako wybor reprezentanta jej klasy izomorfizmu) na podobienistwo Pg x g = VPg ze Stw. 21-22.1,
ktory byltby przestrzenig naturalnego takiego dziatania, wykorzystamy raczej dotychczasowe rezul-
taty w celu skonstruowania rézniczkowania przyjmujacego wartosci wprost w rozmaitosci TM, co
ma te oczywista zalete, ze pozwoli nam zapostulowaé¢ naturalna postaé gtadkiego dziatania:

(1) Tod : GXxTM —TM : (g,v) = T, ) Ag (V)

grupy strukturalnej G na otrzymanym tg droga obiekcie — splecenie tegoz dzialania z A ma
w zamysle realizowaé, w obrazie trywializacji lokalnej, poszukiwana przez nas pochodna kowari-
antna na I'(Pg x) M). Latwos¢, z jaka zidentyfikowaliSmy dzialanie na przestrzeni modelowe;j
przeciwdziedziny tejze pochodnej, ma swoja cene: jest nig nieoczywisty charakter nieodzownego
przejscia — o naturze rézniczkowej — od cieé¢ wiazki stowarzyszonej Pg x) M do odwzorowan lin-
iowych pomiedzy wiazkami stycznymi TB i TM. Instrumentalnymi w jego zrozumieniu okazuja
sie obserwacje dotyczace schematéw prezentacji cie¢ poczynione w kontekscie dyskusji struktural-
nej wiazek stowarzyszonych, a konkretnie Stw. 9-10-11.5, ktére pozwala nam wypisaé¢ dwie istotne
dla naszych rozwazan bijekcje:

(I))\ : F(PG X\ M)iHOHlG(PG,M),

1, ¢ T(Pg x7,0 TM) —— Homg (Pg, TM).

Te w polaczeniu z konstrukcja powiazania (gléwnego) na wigzce gltownej z Def. 21-22.2 i 21-22.3,
w szczegdlnosci zas — z konstrukcja podniesienia poziomego

Hor. : TB» TPq, Hor.(TB) = H.Pg

ze Stw.19-20.2, pozwala nam przeformulowaé¢ zagadnienie rézniczkowania ciecia ¢ € I'(Pg xy
M) wigzki stowarzyszonej wzdluz pola wektorowego X € I'(TB) nad jej baza w terminach
rozniczkowania odno$nego odwzorowania G-ekwiwariantnego ®5[¢] € Homg(Pg, M) wzdluz pola
wektorowego Hor.(X') € T'(TP¢g) nad przestrzenia totalna wiazki gtownej Pg. Taki zabieg formalny
jest o tyle wygodny, ze pozwala prosto narzuci¢ warunek I'(AdP ¢ )-ekwiwariantnosci, oto bowiem
jesli oznaczymy poszukiwana pochodna symbolem

@Hor.(X)q))\[(b] : PG - TMa
to mozemy zazadac, izby dla dowolnego ciecia globalnego v € I'(AdPg) byla speliona tozsamosé
@Hor_(x)qh[F[F['F]L((b)](') = ToAe (11 (Zhor. () (PA[2])) (),

a jesli wyprowadzone na podstawie takiego zadania odwzorowanie okaze sie G-ekwiwariantnym,

vgeG‘r : @Hor.(X)((I))\[¢I|) OTg = -I—Q)‘g*1 o @Hor.(X)((I))\[(b]) )

to wowczas — raz jeszcze w odwotaniu do Stw. 9-10-11.5 — bedziemy mogli zdefiniowaé¢ pochodna
kowariantna

Vad = P75 [Zhor (x)PA[6]] € T(Pg x1,0 TM),

ktora wprost na mocy swej definicji bedzie miala pozadana wlasnosé
Vx(T[T[F15(8)) = ‘I’?ix[QHon(X)CI’A[F[Fm]:(@” = 07\ [T2Ae ru[91(Zior () (PA[0])) ]
= 27 [[@adT2AL (Zhior () (22[6]))] = DIL [P (@730 Phtor () @a[0]]) = T[] (Vo)
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wyprowadzong na gruncie (i w zapisie) Stw. 9-10-11.7. Po tych wyjasnieniach mozemy przystapic
do bezposredniej konstrukeji pochodnej Zyo.. (x)-

Punktem wyjscia do ustalenia poprawki do zwyktej pochodnej kierunkowej, Z. - T, jaka wy-
muszajg narzucone przez nas wiezy ekwiariantnosci operatora 2., jest analiza wlasnosci transfor-
macyjnych tejze pochodnej wzgledem transformacji cechowania ~ € I'(AdPg) rozniczkowanego
ciecia ¢ € T'(Pg x) M), w odwotaniu do Stw.9-10-11.7, wyprowadzenia réwnosci (19-20.3) oraz
Stw. 19-20.1,

T(@A[TIT[F12(0)]) = T(aarars)(PA[0]))

Tao (010 (Paarenai) © T(Pa[@]) + KV (@aara ,ui10) (22[8]()) o (Inv o @aa[~]) 1.,

przy czym ta, A € 1,dimG jest tutaj baza algebry Liego g grupy Liego G. Z drugiej strony,
uwzgledniwszy formute (21-22.12) (w obrazie wspotrzedniowym, tj. przy wyborze wspotrzednych
lokalnych na Pg: {y“} w otoczeniu p 4 ®aq[y](p)~t oraz {z"} w otocze-

niu p) G-ekwiwariantno$é¢ potencjalu powigzania gtéwnego A = At @ty € Q' (Pg) ®r g na Pg
(wprowadzonego w Def. 21-22.3), liczymy wprost

"Ap) = (r(-Inv o Daa[7]()) "dy* (p) ® A, (p <« Paa[Y](0) ")
= (Torenie-)% > (d2(p) + (Inv o Daay]) 0 () K F (p)) ® A, (p < Paa[7](0) ")
o Tprauiy]m-t + (Inv o @aa[v]) G (0) ® A(p < Paa[v](2) 1) 0 Tpranuiyie- (K (9))

o Tyrapaly] - + (Inv o @aa[7]) 04 (p) ® TeAda,, (410 © A) (KLY (9))

pel,dimPg pel,dimPg

i
|
=3
A
oA
>
[ol}
=
=
G
N—’
L

= A(pa®ad[](0) ") o Tyra i + (Inv o @aa[7]) 04 (0) ® TeAda (41 (£4)
) oT T@Ad[ 1(p)~t +T Ad‘I’Ad[ 1(p) o (IHV o (I)Ad[’y])*er{(p)
= TeAda,,(4)p) @ AD) + TeAda (1) © (InV 0 Paaly]) Or(p)

= TeAdg,, [y © AD) + (Invo aq[y]) 0u(p),

odwolujac sie przy ostatnim przejsciu do Rown. (Niezb.cart.10). Z polaczenia powyzszych rachunkow
wywodzimy réwnosé

T(®A[T[T[F113(9)])

= Ta, 60 (Paare 1) © T(PA[]) + KV (Paara u1) (2A[8]())) 0 (LA - TeAds, (410 © A)

ktora w wygodnym zapisie "¢ = T[T'[7]] ;\(qb) ttumaczy sie, po przywotaniu Stw. 19-20.1, na struk-
turalng tozsamosé:

T(a["6]) - KNV (@a[¢]) 0 "A = Ta, 1610 (Paarenaie) o (T(Ba[]) - KV (@a[0]) o A)

= Todeanio o (T(@a[6]) - KN (@a[6]) 0 A),
a poniewaz dla dowolnego elementu g € G mamy tez tozsamosé
(T(@r[6]) LD (@a[¢]) 0 A) 0 Try = Todgr o (T(21[6]) - KN (r[¢]) 0 A),

wynikajacg trywialnie z G-ekwiwariantnosci: ®,[¢], potencjatu powiazania glownego i fundamen-
talnego pola wektorowego dla A, przeto z powyzszych dociekan ekstrahujemy

Definicja 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj G bedzie grupa Liego o algebrze Liego g,

w ktorej wybrano baze {ta} , g, @ M —rozmaitoscia z gtadkim dziataniem \. : GxM — M

grupy G, indukujgcym dzialanie 7 i niech (Pg, B, G,np,) bedzie wiazka gléwna nad baza B,
3
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o potencjale powiagzania gtownego A = At @ty e QY (Pg) ®r g jak w Def. 21-22.3. Dla dowolnego
ciecia (globalnego) ¢ € I'(Pg xx M) okreslamy jego pochodng I'(AdP¢)-kowariantna

vAp = T(9a[0]) - KN (9a[0]) 0 A € Home (TPG, TM) .

Mamy kluczowe (z fizykalnego punktu widzenia)

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj (¢,v) € I'(Pg xy M) xT'(AdPg), a
dalej oznaczmy y-transformaty: potencjatu powiazania gtéwnego A oraz ciecia ¢ jako, odpowied-
nio,

TA() = TeAdg (1) © (A= Paaly]76L) ()
oraz
"¢ =T[T[F]]5(¢).

Zachodzi tozsamosé
N
A’YQS Tz)“I’Ad ()( ¢)

Dowdd: Patrz: wyzej. O

Ceng za naturalno$é¢ postulatow, na podstawie ktorych wyprowadziliSmy powyzsza postaé
rézniczkowania cieé¢ wigzki stowarzyszonej, jest strukturalna ztozono$é i nieoczywistosé rezultatu.
Godzi sie tez zauwazy¢, ze wynik nie do korica realizuje nasze zamierzenie, oto bowiem powyzsze
odwzorowanie jest okreslone na wiazce stycznej nad Pg i nie daje nam wprost cigcia wiazki sto-
warzyszonej Pg x1,)» TM. Podchodzac do zagadnienia od drugiej strony, mozemy zamiast tego
zapostulowaé postaé takiego rézniczkowania naturalng z geometrycznego punktu widzenia, co czyn-
imy w
Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def.[l Pochodna Crittendena na wigzce stowarzyszonej
Pa xx M nad B to odwzorowanie

Ve : D(Pgxy M) xT(TB) — [(Pg x7,) TM)

(¢, X) — @71, (T(2a[¢]) o Hor (X (mp (1)) = V&6

Uwaga 1. Definicja powyzsza ma sens, gdyz
T(@A[¢]) o Hor (& (e () (g (P)) = Tr, ) (22[4]) o Hory, ) (X (7 04 (p)))

T, (p)(q)/\ ) o Hor,., (p)(X(WPG (p))) =T, p (q)AW]) oTprgo HOYP(X(”PG (p)))
Tp(q)k[‘?ﬂ ° 7"9) ° Horp( (WPG (p))) = Tp(>‘g‘1 o ‘I’A[¢]) ° Horp(X(ﬂ'PG (p)))

TasiglmAgt © Tp(@ale]) o Hory (X (e (p))) = T2Ags (Typ(@a[0]) o Hory (X (e (p)))
zatem — w istocie — T(®x[¢]) o Hor.(X(mp, (+))) nalezy do przeciwdziedziny bijekcji ®r,x.

Opis prostej relacji pomiedzy obiema konstrukcjami, a zarazem dowdd a posterior: zasadnosci tej
ostatniej jako definicji pochodnej I'(AdP¢ )-kowariantnej zawiera

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[2] Dla dowolnego ciecia (globalnego) ¢ € I'(Pg x\ M) i
dowolnego pola wektorowego X € T'(TB) zachodzi tozsamosé

<I>T2A[VX¢] Hor (X (mpg (- )))¢

Dowdd: Rownosé obu wyrazen, w ktorych pojawia sie pole wektorowe X na bazie wigzki glownej
Pa (i stowarzyszonej z nia Pg x M), wynika wprost z definicji HPg = Ker (A, idp,, ), oto bowiem
ta ostatnia implikuje redukcje wyrazenia na pochodng I'(AdPg)-kowariantna:

Vﬁon(é’()gb = (T(@ale]) - K£(@r[¢]) o A) (Hor. (X (7p (-)))) = T(@A[6]) o Hor. (X (7p ()
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= Pr,n[Vio()].
O

Cel pragmatyczny, jakim byla konstrukcja naturalnego rézniczkowania cieé¢ wiazki glownej o
prostych wlasnosciach transformacyjnych wzgledem automorfizméw (wertykalnych, tj. pokrywaja-
cych identycznosé na bazie wiazki) Pq, mozemy uznaé za zrealizowany. Zaproponowane rozwiazanie
stawia nas przed dwoma nader istotnymi pytaniami:
(1) Cgzy istnieje prosta prezentacja pochodnej I'(AdPg )-ekwiwariantnej wyrazajaca sie poprzez
potencjaty lokalne powiazania gléwnego z Def. 21-22.57
(2) Czy istnieje prosta i bezposrednia geometryczna interpretacja konstrukcji pochodnej
I'(AdPg)-ekwiwariantnej w terminach wyrdéznionego powigzania Ehresmanna na wiazce
stowarzyszonej?
Odpowiedzi na oba pytania, ktore wyprowadzimy ponizej, dadza nam sposobno$¢ istotnego pogle-
bienia naszego dotychczasowego zrozumienia mechanizmu indukcji powigzania na wiazce sto-
warzyszonej z powiazania gléwnego obecnego na wyjsciowej wiazce gltéwnej, a przy tym — co
by¢ moze zaskakujace, a z pewnoscia przydatne — przerzuca pomost wprost ku konstrukcjom
napotykanym w modelowaniu oddzialywan fundamentalnych.

2. PEJZAZ LOKALNY Z POLEM CECHOWANIA W ROLI GENIUS LOCI

Struktury globalne obecne w opisie wigzki gléwnej 1 wiazek z nig stowarzyszonych maja swoje
lokalne prezentacje: wszelka (niekanoniczna, czyli swoista) informacja o formie powiazania gtownego
jest niesiona przez potencjaly lokalne A; € Q'(0;) ®r g stowarzyszone z lokalnymi trywializac-
jami 7y, 7T52:’ (0)) =5 0, xG wiazki gléwnej Pg indukowanymi (w rozumieniu Stw. 5-6.3) przez
plaskie cigcia unitalne s(;y z Def. 21-22.5, globalne za$ cigcia wiazki z nig stowarzyszonej Pg x\x M
zyskuja za posrednictwem tychze lokalnych cieé¢ ,intuicyjna’ interpretacje (indeksowanych przez
I rodzin) lokalnie gtadkich odwzorowan

fir=sp®alg] + Oi— M, iel,
podlegajacych oczywistym prawom zszycia:

fi(y) = @x[¢] 0 503y (y) = ®alB] o7y, (5G) (1)) = Ag,uw) (PALE] (567 (1)) = Ay, ) (F5 (1))

nad O;; 3y, patrz: dowdd Stw.21-22.4. Pojawia si¢ naturalne pytanie, uszczegbétawiajace wobec
(1), o istnienie prostej prezentacji lokalnej pochodnej V¢ w terminach odwzorowania f; i 1-form
wektorowych A; w obrazie lokalnej trywializacji Ts(, - Formalizacje tego pytania umozliwia

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, w szczegolnosci zas — Def.[2] Prezentacja lokalna
pochodnej kowariantnej pola ¢ € I'(Pg xy M) w cechowaniu sy : O; — Pg to odwzo-
rowanie

2°0¢ : I(TBlo,) — C* (0, TM) : X — &1,5[Vyd]os = 779,

Na pierwszy rzut oka ta catkowicie naturalna definicja nie dostarcza nam twierdzacej odpowiedzi na
pytanie, ktorym ja wywolalismy, oto bowiem 2 ¢ wydaje sie nie zawiera¢ potencjatéw lokalnych
A;. O tym, ze to powierzchowne wrazenie jest w istocie mylne, przekonuje nas nastepujace sprytne
rozumowanie: Dokonajmy inteligentnego ,,odwrocenia” rozumowanie przedstawionego w dowodzie
StW. ktore przeprowadzito nas od pochodnej I'(AdP¢ )-kowariantnej ciecia wiazki stowarzyszonej
wzdluz (podniesienia poziomego) pola wektorowego na bazie tejze wiazki do ciecia tego pochodnej
Crittendena. Rozwazmy w tym celu pole wektorowe X; ¢ I'(TPqg rﬂgé (Oi))’ na poczatek zupelnie

dowolne, o skltadowej poziomej danej przez (ograniczenie do W,Sé((’)i)) Hor.(X), gdzie X e T'(TB)
jest zadanym polem na bazie, i o sktadowej pionowej V; € T'(VPg Mot (0:))5
G

X; = Hor.(X) gl (00 * Vi € I'((HPG ®pg r VPG) rw%(oi)) =T'(TPg r,r;é(@i)) ,
5
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czyli — innymi stowy — zupelnie dowolne gtadkie podniesienie pola wektorowego X z bazy wiazki
gltownej do jej przestrzeni totalnej. Przy tym w swietle Stw. 21-22.1 mamy rozktad

Vi=Vie K b 0, Ve C®(npL(0:),R)
obliczamy zatem — w odwotaniu do G-ekwiwariantnosci odwzorowania ®x[¢] —

PrA[VRO] It (0, = T(2[6]) o Hor (X (mpe () bz 0,) = T(@a[6]) o (X = Vi) ()
T(2A[0]) 0 Xi() = V() & T(2A[0]) (Mo (Fexp 54) ()

Xi() =V » G hm0®al] 0 Texpe (o) (+)

X

( ) VA( ) D Fe= O/\expG(—tDtA) © (I))\[(,ZS]()

1]
_|

I
_|

Q5[0

1l
_|

o Xi(-) ~ VN )wd”( ®,[6]())

(r[¢]) @
(@al])
(@x[2])
(@x[0]) 0 Xi(-) + V() & T o1 A4, 01y puyon)
(@xl¢])
CA\2)
(r[2])

1}
_|

1l
_|

Dy[¢]) o X ()+ VA( )T, Dx[¢](- ))/\(A(’Ct(z)('))’OT®A[¢](<)M)

o X, i(2) + Te, 0,01 )))‘( (V € )) OTqu]()M)
0 Xi() + T(ear ) NAMA(XI()), 01y 10y M)

= (T(@a[0]) + Teeanonro (4,0))(X:()).-

Widzimy przeto, ze swoboda dopelnienia podniesienia poziomego pola wektorowego X z bazy
wigzki otwiera przed nami mozliwosé uwzglednienia formy powigzania gtownego. Koiiczacego nasze
poszukiwania coup de grice okazuje sie dostarczac. ..powtorne przemyslenie wnioskow z dyskusji
otwierajacej Wyktady 19-20: Wszak z dowolnym polem wektorowym X na bazie mozemy sto-
warzyszy¢ — w sposob absolutnie naturalny z punktu widzenia obecnej dyskusji — lokalnie gladkie
pole na mp_, 1 (0;) za posrednictwemn. . . odwzorowania stycznego do plaskiego ciecia unitalnego S(i)s
co daje nam

N

T(®[¢

X, = Tsy(X).
Jest to wyboér spojny z naszymi dotychczasowymi rozwazaniami, gdyz sktadowa pozioma pola to
Hor. o Tﬂ'pG(X ) Hor. o T(?TPG 05 ))(X) Hor.(X).

Dla tak przemyslnie skonstruowanego podniesienia pola X do przestrzeni totalnej wigzki wyzna-
czamy

"0 = (T(@A[S]) + Teeas oo (A4,0)) 0 Ts(iy (X ()

(T-(@xl@] 0 50)) + Te.an[olosy (N (Ao T8y, 0) ) (X ()

(Tfi+ Teeronre (86,0))(X (),
czyli ostatecznie prezentacja lokalna pochodnej kowariantnej w cechowaniu s(;) przybiera pigkna,
bo przecie bardzo prosta postaé

(3) D¢ =Tf-KN(fi)oA;.

To w tej wlasnie postaci — o ile w ogole! — pochodna kowariantna objawia sie zazwyczaj w literatu-
rze fizycznej, przy czym w tym kontekscie potencjal lokalny powiazania gtéwnego zyskuje miano
(lokalnego) pola cechowania (w cechowaniu s(;)), zastapienie za$ zwyktej pochodnej T f;

(lokalnego) pola materii f; powyzszym wyrazeniem 2°D ¢, w ktorym pojawia sie sprzezenie
pola cechowania z polem materii jest zwyczajowo nazywane sprzezeniem minimalnym
6
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(z jez. ang. “minimal coupling”). W $wietle Tw.5-6.3 jest calkowicie jasne, ze taka prezentacja
pochodnej I'(Ad Pg)-kowariantnej jest w ogolnosci mozliwa wymczmcﬂ lokalnie.

3. V1A CULMINIS, CZYLI BUSHIDO

W ogélnej dyskusji pojecia powiazania na wiazce widknistej przedstawionej podczas wprowadza-
jacych Wyktadow 19-20 przeplataja sie ze soba konstruktywnie bardzo rézne punkty widzenia na
istote powiazania, a zaspokojenie wyjsciowej ambicji pozyskania praktycznej definicji struktural-
nego rézniczkowania cie¢ wigzki staje sie ostatecznie niejako produktem ubocznym glebszej kon-
strukcji geometrycznej. W ostatnich dwoch rozdziatach ten porzadek epistemologiczny i logiczny
zostal przewrdcony do gory nogami, a aspekt geometryczny zostal zmarginalizowany w stopniu,
ktory czyni go w istocie niewidocznym. Taki stan rzeczy broni sie¢ na gruncie $wiadomosci natury
zastosowarn dyskutowanych struktur geometrycznych w modelowaniu fizykalnym, ktora dyktuje
strukture naszego dyskursu, niemniej jednak w ostatniej czesci niniejszego wyktadu sprobujemy
przywroci¢ matematycznie uzasadniony porzadek rzeczy na przekdr powszechnym praktykom i
przyjrzymy sie drobiazgowo mechanizmowi indukcji powiazania Ehresmanna na wigzce stowarzy-
szonej z takiegoz powiazania gléwnego na odnosnej wiazce gltéownej. W toku naszych dociekan
ustalimy bezposredni zwiazek pomiedzy otrzymana ta droga gtadka dystrybucja operatoréw rzu-
towych na T(Pg x\ M) a wczesniejszg konstrukcja pochodnej I'(Ad P )-kowariantnej z Def. z
uwzglednieniem podstawowej implikacji Tw. 21-22.3. W rezultacie uzyskamy istotnie nowy wglad w
nature i sens umotywowanej pragmatycznie konstrukcji z dwoch poprzednich rozdzialéw, a nadto
— naturalny punkt wyjscia do jej przysztych uogdlnien.

Podstawa naszych obecnych rozwazan jest definicja powiazania gtownego Ehresmanna na wiazce
glownej P (patrz: Def. 21-22.2). Zidentyfikowana w jej tresci r-niezmiennicza wiazke pozioma
HPg nad Pg potraktujemy jako podwiazke w (pierwszym skladniku prostym) priTPg @pgxarr
praTM = T(Pg x M), po czym ,sprowadzimy” ja — w sposob opisany ponizej — nad rozmaitosé
ilorazowa Pg x)x M = (Pg x M)/G wzdluz surjektywnej submersji 7. : Pq x M — Pg x\ M,
korzystajac z jej G-niezmienniczosci. Oto wiec, wybrawszy (dowolnie) reprezentanta (p,m) orbity
[(p,m)] € Pg x)x M, a wraz z nim — odwzorowanie (gtadkie)

(4) [(,m)] : Pa —Paxx M : pr—[(p,m)],
definiujemy
Hi(p,m)1 (P xa M) = Tp[(,m)](H,Pc).

Niezaleznos¢ wyniku od wyboru reprezentanta (p, m) sprawdzamy w bezposrednim rachunku: Dla
reprezentanta (r4(p), Ag-1(m)) € [(p,m)] okreslonego przez dowolny element g € G, stwierdzamy
— na gruncie Rown. (21-22.3) — pozadana rownosé

T, [ A (m)](Hr ) Pc) = Try (A1 (m))] o Tyrg(HyPa)

Tp[(r9 (), Ag1 (m)](HpPc) = To[(m)](HyPc) -

W celu wywiedzenia z powyzszej definicji dystrybucji poziomej formuty na 1-forme powiazania

dystrybucje te anihilujaca, przejdziemy do obrazu trywializacji lokalnej ; : WEé(Oi) =, O; x
G wiazki glownej Pg oraz takiejze trywializacji 7; : ’/TEéXAM(Oi) = 0;x M : [(p,m)] —
(mpaxant ti)([(pym)]) z t; ﬂﬁé(@i) — M : [(p,m)] — )\przon(p)(m) wiazki stowarzyszonej,

INie wyklucza to nader atrakcyjnej mozliwosci zdefiniowania lagranzowskiej teorii pola z symetria cechowania
modelowang na dzialaniu grupy cechowania I'(Ad Pg) na polach materii I'(Pg x), M) w terminach obiektow
lokalnych 2°() ¢ oraz f; (i — ostatecznie — A;, dla ktérych bez trudu mozna wypisa¢ niezmienniki okreslajace
dynamike), to jednak wymaga porzucenia paradygmatu, w ktéorym pole fizyczne jest globalnie gtadkiem odwzo-
rowaniem czasoprzestrzeni w przestrzenn wewnetrznych stopni swobody (tutaj: M). Tym sposobem wkraczamy w
fascynujacy $wiat lagranzowskiej teorii pola z defektami, ktéra znajduje szalenie istotne zastosowanie w wielu
dziedzinach fizyki matematycznej, patrz: np. [RS09]. To jednak jest temat na zupelnie inny wyktad. ..

7
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indukowanej z 7; wedle schematu opisanego w Def.9-10-11.1. Trywializacje te pozwalaja nam
przedstawié¢ odwzorowanie w prostej postaci:

P =Fio[(vm)] ot + O;xG— Oy x M : (x,9) — (z,\g(m)).

Niechaj teraz (v,§ = Tely(X)) € T,0; @ TyG = T, )(O; x G) dla pewnego wektora X € g, a
wtedy — w Swietle Stw. 19-20.1 —

T a0y (v,€) (0, Ty (,-) 0 Tely(X)) = (v, Tgh™ (2,-) © Tely(§; Memoexpa (t > X))

(Ua % rt=0'l/);n(x,g *€XPa (t > X))) = (’l), % rt:O (.T, Ag-expG(tDX) (m)))
(0, T g (G Preo s 103 (1)) = (0, =T g (K5 ()

(”7_IC%)Adg(X)(>‘g(m))) = (v, _K(Ti;g,l (g)(’\g(m)))'

Celem pozyskania jawnego opisu dystrybucji poziomej indukowanej w powyzszy sposob, mozemy
nastepnie naltozy¢ na (v,€) wiezy horyzontalno$ci, w czym instrumentalna role odgrywa prezen-
tacja formy powiazania gléwnego w obrazie lokalnej trywializacji 7; podana w Stw.21-22.5.
Stwierdzamy zatem, ze

(v,€) € Ker(Ti_l *A(a:,g)) = Trgl(m,g)Ti(Hn‘l(m’g)PG)
= v IAi(2) = ~TeAdy (01 (9)(€)) = ~TeAdy(X) = ~Typg1 (£),

i dla takiego wektora poziomego obliczamy

T(x,g)wzn(vag) = (”U, K(A)(Ag(m)) ° Az(x)(v)) .
Na tej podstawie mozemy juz dokonaé jednoznacznego rozbicia dowolnego wektora stycznego
(v,w) € T(g,m)(Os x M) na sktadowe

(v,w) = (v,IC(’\) (m)o Ai(:zc)(v)) + (0, w— IC()‘)(m) o Ai(x)(v))

pozioma i pionows. Wybierzmy lokalne wspotrzedne {£2}2€1:P ) D = dim M na pewnym otoczeniu
U punktu m, po czym zdefiniujmy lokalnie gtadka dystrybucje endomorfizméw stycznej do wtdkna:

de®(m) @ 9o (m) = dE*(m) ® gz (m) € Tr U @ Tpnld

i oznaczmy

(5) wi(z,m) = -KM(m) o Ay(2) e TXO; @ Tuld .
Powyzsze dwa operatory skladaja sie na odwzorowanie
(6) ai(z,m) =dé*(m) ® d,(m) + w;(x,m) € Tzz’m)((’)i X Z/{) ®r Tmld,

ktorej definicja pozwala nam zapisaé, dla dowolnego punktu (xz,m) € O; x U,
Hem) (O xU) = Ker(ai(z,m)).

W dalszej czesci przekonamy sie, ze lokalne obiekty «; pochodza od globalnie gladkiego obiektu
na Pg x) M.

Godzi sie podkresli¢, ze 1-forma «; jest obiektem lokalnym w dwojnaséb: w jej definicji po-
jawiaja sie wspolrzedne lokalne na wiloknie, zatem jest to obiekt lokalny w kierunkach wioékna,
ale tez definicja ta odwotuje sie do lokalnej trywializacji, przeto sa one lokalne takze w kierun-
kach bazy. ,Lokalno$¢” pierwszego rodzaju jest w oczywisty sposéb pozorna, oto bowiem czlon
dé* ® 0, w definicji «; jest niezmienniczy wzgledem transformacji wspolrzedniowych (jest to
lokalna reprezentacja globalnego obiektu idrtys), drugi zas czlon w tejze definicji wyraza sie przez
globalnie gladkie (fundamentalne) pole wektorowe na M. Potencjalnie nietrywialny charakter
ma zatem tylko ,lokalnos¢” w kierunkach bazy. Rozwazmy pare 1-form o wartosciach w TM:
a; oraz aj na O;; x M. Druga z nich cofamy z punktu (z,\y,,)(m)) € 75(mpk, 1(Oif))

}ael,D

(w ktorym mamy lokalny uklad wspoélrzednych {E@ , okre§lony na otoczeniu V punktu

Ag,i(x) (M), wige tez wspohrzedniowa baze 0, = stycznej do wtokna) do punktu (z,m) e

0
oy

oo
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ﬂ(WEéXA »(0i)) (w ktérym mamy wezesniej wprowadzone wspohzedne lokalne {y®}o<hP 7
otoczenia m) utozsamianego z (r, )y, (z)(m)) przy zszywaniu trywializacji lokalnych za posred-
nictwem odwzorowan przejécia g;; wiazki Pg xx M. Wynik cofniecia poréwnujemy z wartoscia
przyjmowang w tym punkcie przez pierwsza z 1-form. Dokonawszy adaptacji wyprowadzenia ze
str. I'(Ad Pg)-transformaty formy powiazania i uwzgledniajac przy tym funkcjonalna zaleznosc
od (zmiennego) m, otrzymujemy — w odwolaniu do Uwagi Niezb.cart.5 oraz Stw. Niezb.cart.13 i
19-20.1 -

(Xo (gji xidar)) dE% (,m) ® Fu(Agys() (1)) = KD Ny, () (1)) 0 A ()

= (TiAg,u@) 4" (m) @ Ba (N, () (M) + 95367 (2) ® G 1m0 (Agyi (oyexpes (1.4 (1))
KN Ay (M) 0 TeAdy () 0 Ai(x) = KN (N, () (M) 0 9501 (2)

= (TmAgji(:v))ab g’ (m) ® Da(Ag,. 2y (M) = G500 (2) © T g, () (ng)(m))

_’C()\)()‘gﬂ(x) (m)) o TeAdgﬂ(x) o AZ({L‘) + ’C(/\) ()\gﬂ(x)(m)) o TeAdgj,-(;c) o g;ﬂL(x)

dga(m) ® Tm/\gﬂ(z)(aa(m)) - T’m)‘gji(x) (K(k)(m)) ° g;zeL(x)
—’C(A)()\qﬂ(w) (m)) o TcAdqﬂ(w) o} Az(lL') + IC()\) ()\g“(g:)(m)) o TeAqu,(gg) o g;IGL(:v)
= dE"(m) ® Ty, (1) (0a(m)) = KM (A, 0y (M) 0 TeAdy,, 2y © Ai()

= TmAg,.(x)© (dg®(m) ® d,(m) - KM (m)o AZ(I)) =Ty, (2) 0 @i, m).

Transformacja liniowa T, Ay, (») W przeciwdziedzinie 1-formy wektorowej a;(z,m) to ogranicze-
nie do stycznej do wtokna T,,M podniesienia stycznego dyskutowanego wczesniej utozsamienia,
realizowanego przez odwzorowanie

(idp,gj:)xidas idgx\

Vii : OinM—>OZ‘jXGXM OinM

(x,m) — (m,gji(x),m) — (@)\g_ji(m)(m))

na bazie stycznej (ograniczenia) i-tej trywializacji O;; x M c O; x M. Transformacja ta jest nieod-
zowna dla zstapienia rodziny {«;};e; na wigzke zrekonstruowang z trywializacji lokalnych poprzez
opisane utozsamienia (wedlug schematu z dowodu Tw.2-3-4.2), czyli tez — dla istnienia 1-formy
wektorowej na Pg x)y M o wartosciach w V(Pg x) M) reprezentowanej lokalnie przez 1-formy
«;. Ten ostatni obiekt, ktorego istnienie zostalo dowiedzione powyzej na podstawie afinicznego
prawa zszycia dla potencjatu lokalnego powiazania gléwnego ze Stw.21-22.4, bedziemy oznaczaé
(cokolwiek pedantycznie okreslajac jego nature) jako

@ e T(T*(Pg xx M) ®pgxy ik Iv(paxsm)(V(Pa xx M))).

Powyzsza analiza jest zrodlem istotnej nauki ogoélnej: Jako ciecia tensorowych wiazek wek-
torowych T*(O; x M) ®0,xmr prs TM 1-formy wektorowe «; o wartosciach w TM sg w na-
turalny sposob transportowane wzdluz dyfeomorfizmdéw przez sprzezone transformacje cofniecia i
odwrotnego pchniecia w rodzaju tych napotkanych powyzej:

aj — Tg)\;i o ﬁiozj(z Oti) .
Jest to przyktad ogoélniejszej prawidlowosci, ktéra opisujemy w
Definicja 4. Niechaj (V4, B4, R*" 7y, ), A €{1,2} beda dwiema (rzeczywistymi) wigzkami wek-
torowymi rzedu r, i niech f: B; — By bedzie odwzorowaniem gtadkim. Ilekro¢ z f stowarzys-
zony jest izomorfizm wigzek wektorowych F: Vi — f*V,, w ktérego zapisie f*Vsy = By xp, Vo

jest standardowym modelem wiazki cofnietej z Przykl. (2-3-4.1.4), mowimy, ze wiazki V4 sa w
9
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f-relacji i okreslamy operacje cofniecia rozwléknionego nad baza dana w postaci (zapisanej
dla dowolnego p € N)

f®  D(APT* By ®p,r Vo) — D(APT*Bi®p,r V1) : w— [ o frw.

W rozpatrywanym wczesniej przypadku odwzorowanie «y;; indukuje automorfizm wigzki wek-
torowej TaA, . (z) : TM O nad dowolnym punktem z € O;;, przeto oznaczywszy zadawany przezen
izomorfizm wiazek wektorowych pr3TM o arlto,xm — PraTM o, xa o, «m tym samym sym-
bolem Ty),,, (co stanowi dopuszczalne naduzycie notacyjne), otrzymujemy

-1 * o _ 8
TaAg o vjiag =504 -
Analogiczne rozwazania mozna poprowadzi¢ w odniesieniu do odwzorowania 7; = (Tpgx, M, ti)

(patrz: str. dla wiazek w 7;-relacji: V(Pgxx M) Prt (00 1 PraTM o (przy czym izomor-

ax\M
fizm indukowany to tutaj 7; = Tt; rv(pGX)\]\/[)rwgl ]\/I(O"))’ a wowczas relacja miedzy w 1 ay
XA ¢
przyjmie prosta postac
(7) oy = ”7\';1 ®w .
Przejdziemy obecnie do zbadania wtasnosci strukturalnych 1-form «;, ktore sa w naturalny sposéb
dziedziczone przez w jako jej wlasnosci definiujgce.
Pierwsza obserwacja dotyczy zachowania 1-formy «; pod wplywem przeksztalcen

(idB,h; ) xid s idpxA
_

Yi : OiXM—>OiXG><M leM

(z,m) — (x, hi(x),m) — (x,)\hi(x)(m)),
modelujacych w obrazie lokalnej trywializacji dzialanie (ponizej p € ﬂ};é (0)

[C[F]* ¢ T(AdPg) x (Pg xx M) — Pg xa M

(7 = [(S()’ h)]7 [(pvm)]) — [(TAdd’PG(P,S(i)OWPG(P))(hiOWPG(p))(p)’m)] = [)‘]’YO‘n'pG(p)(l:(p7m)])a

grupy I'(AdPg) na Pgx\M zrekonstruowane w dowodzie Stw. 9-10-11.4, ktore bez trudu przepisu-
jemy w terminach wprowadzonych w Def. 21-22.5 ptaskich cie¢ unitalnych indukowanych przez ;:

(8) [F[ﬂ]f\(s@,h.)] ([s(i) (@), m]) = [(S(i) (%), Ani () (m))].

Rozumujac analogicznie jak przy wyprowadzaniu relacji miedzy o; i a; nad O
tozsamosé

i, otrzymujemy
%-*Oli(%m) = Tm)‘hi(x) oa;(x,m)
lub — réwnowaznie —
(9) Vi = .
Na tej podstawie wnioskujemy, ze 1-forma wektorowa w jest I'(AdPg)-niezmiennicza. Istotnie,
formuta (8) daje nam — dla v = [(s(),h.)] e'(AdPg) jak wyzej —
T;o [F[ﬂm =907,
a nadto
Tao[ Ao, (0) (Viwm)1 (Pa xa M) = Ve p.myn (Pe xa M)

(dziatanie [T[7]]* zachowuje wiokna). W swietle definicji (7), tozsamosé (@) implikujd?]

FAOI[w = (DA 0 7)° = (7 01)*% = 187 2 =0 = oy = 77 P,
a zatem — wobec odwracalnosci 7; —
(10) F[?‘“]],);®w:w.
To pierwsza fundamentalna wtasno$¢ w godna odnotowania.

2Jest oczywiste, ze ® ma charakter kontrawariantny.
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Druga wynika wprost z wypowiedzianej wczesniej identyfikacji sktadowej T, M — T,,M
lokalnej prezentacji «; obiektu w jako endomorfizmu identycznosciowego. Jej nastepstwem jest
tozsamosé

(11) @IV (PaxyM) = 1dv(Pgx, M) 5
ktora pociaga za sobg idempotentny charakter w,
wow=w,

a zatem pozwala nam mysle¢ o w jako o gtadko indeksowanej przez Pg x) M dystrybucji opera-
torow rzutowych (na podwiazke pionows wzdtuz podwiazki poziomej Kerw) na wiazce stowarzy-
szonej.

Chwila zastanowienia prowadzi nas do wniosku, ze powyzsze dwie wlasnosci sa, w istocie, defi-
niujqceﬁ dla @, co znajduje odzwierciedlenie w

Definicja 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Forma sprzezenia minimalnego na Pg x)
M to dowolna T'(AdPg)-niezmiennicza 1-forma wektorowa o wartosciach w podwiazce pionowej
V(Pg x)x M) nad Pg x) M o identyczno$ciowym ograniczeniu do V(Pg x\ M), tj. dowolne ciecie
@ e T(T*(Pg xx M) ®px\ MR Iv(Paxam)(V(Pa xx M))) o whasnodciach i (L0).

Na zakoiiczenie obecnej dyskusji przerzucimy niespodziewany a wygodny pomost pomiedzy
oboma wypracowanymi w tym wyktadzie podej$ciami do powiazania na wiazce stowarzyszone;j:
pragmatycznym (rézniczkowym) z Rozdz.[I]i abstrakcyjnym (geometrycznym) z rozdziatu biezace-
go. W tym celu przepiszemy prezentacje lokalna pochodnej kowariantnej w cechowaniu s(;y przy
uzyciu w jako

237 fi(@) = (Tofi + @iz, fi(2)))(X(2)) = X 2 (idp, fi) (),
czyli po prostu (co przyjemne) jako
(12) @;i)(przoqﬁi):XJd):ai, Gi=Ti0d.
Nalezy podkresli¢, ze operator cofniecia po prawej stronie powyzszej formuly wystepuje w wariancie
standardowym, a nie rozwldéknionym nad baza — to odrbéznia w sposéb istotny geometryczny
transport 1-formy wektorowej rozpatrywany poprzednio od kowariantnego rézniczkowania ciecia.

To rzeklszy, mozemy nastepnie przepisa¢ powyzsze wyrazenie w rOwnie zwartej postaci przy uzyciu
obiektu globalnego:

(13) Db =X 1¢;7, ®w = DT, pi=tiop=f;.

Jego kowariantnos$é jawi sie teraz jako prosta konsekwencja I'(AdPg)-niezmienniczosci formy
sprzezenia minimalnego,

D7 = (i 0 ¢i)*5’71®w = Todp, 0 95187 ®w = Todp, 0 6F (77 o ’Yi)gw

K2 K2

= Todn 0 ¢} ([TIFIR 0 771) P = Todn, 0 67 L O[T[F]]) ®w = Ton, 0 6777 1 = Tods, 0 DT .

Na koniec zauwazmy, ze wyrazenie (13) daje sie przepisa¢ w zwartej formie

D (tiod) = (Ttiog*w)(X),
z ktorej destylujemy

Definicja 6. Przyjmijmy notacje Def.[5] Pochodna kowariantna pola ¢ € I'(Pg x\ M) wzgle-
dem formy sprzezenia minimalnego w € I'(T*(Pg x\ M) ®pgx,mr V(Pag xx M)) to ciecie
(globalne)

¢*w el (T*Bopr ¢*V(Pg xA M)).

3Mamy przez to na mysli, ze kazda taka 1-forma wektorowa o wartosciach w V(Pg x) M) na Pg x)x M ma
prezentacje lokalne postaci @ W rzeczy samej, jej identycznosciowe ograniczenie do podwiazki pionowej przesadza
0 obecnosci pierwszego cztonu w takowej prezentacji, struktura zas cztonu drugiego jest okreslona przez zachowanie
tegoz kanonicznego czlonu pierwszego pod wplywem lokalnych (tj. zaleznych od punktu w bazie B) automorfizméw
wlokna o dzialaniu modelowanym na A, ktére w miejscu potencjalow lokalnych A; stawiaja obiekty I'(AdPg)-
afinicznie tensorowe, czyli potencjalty lokalne pewnego powiazania gtownego (patrz: Tw.21-22.3).

11



Bushido (MAWF ’22/23 2.XXIII [rrS])

Definicja ta jest doskonalym zwienczeniem dyskusji otwartej przez strukturalny postulat (19-20.1).
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