PRYNCYPIALNOSC WIAZEK - CNOTA UZYTECZNA
(MAWTF °22/23 2.V & 2.VI [RRS))

SPIS TRESCI

i

[2. Wiazki gtéwne z grupa strukturalng) 5

Na ostatnim wyktadzie zetknelidmy si¢ z konstrukcja wigzki wloknistej kanonicznie stowarzy-
szonej z dowolna rozmaitoécia klasy C?, jaka jest wiazka styczna nad tg rozmaitoscia. Wiazka ta
okazala sie by¢ wyposazona w naturalna i intuicyjnie antycypowana strukture liniowa we wloknie,
z ktoérej wyabstrahowalismy pojecie wiazki wektorowej, czyli geometryzacji algebraicznej struktury
przestrzeni wektorowej. Kanonicznos$é konstrukeji wiazki wektorowej stycznej (tj. brak jakichkol-
wiek obstrukeji topologicznych dla jej realizacji) dowodzi naturalnosci tego pojecia w kategorii
rozmaitosci rozniczkowalnych. Miast bada¢ geometryzowalnosé rozmaitych naturalnych operacji z
kategorii liniowej (jak suma prosta, produkt, iloczyn tensorowy, algebra tensorowa i zewnetrzna,
wyznacznik etc.), do czego doskonale nadaje sie Twierdzenie o rekonstrukcji, podazymy dalej
tropem konstrukcji kanonicznych wprost ku celowi naszych dociekan, jaki stanowia wiazki sto-
warzyszone Clifforda i spinorowe. Rozwazymy zatem kolejny przyktad kanonicznej geometryzacji
prostej struktury algebraicznej, aby nastepnie wyabstrahowaé¢ z naszych rozwazan defincje nowej
klasy wiazek wldknistych.

1. WSTEP

Jedna z naturalnych konstrukcji na przestrzeni wektorowej jest wybor bazy {e;}, 75, D =
dimg V', tj. wybdér izomorfizmu

VKD v=0le — (w02, 0P).
Konstrukcja ta ma swdj nader istotny odpowiednik w teorii wiazek wektorowych, ktory teraz
omowimy.
Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (V, B,K*" my) bedzie wiazka wektorowa
rzedu n € N*, o trywializacjach lokalnych 7; : 75! (O;) — O; xK*™ stowarzyszonych z pokryciem
otwartym Op = {0, };c; bazy B. Wiazka reperéw (zwana tez wiazka baz) wigzki wektorowej
V to wiazka wloknista
(FGLVa Ba GL(TL, K)’ FFGLV)
o sktadowych
e przestrzen totalna

FoLV = || Isox(K*",V,)
zeB

o strukturze rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C'* indukowanej przez trywializacje {7; }ier
i o wloknie (ForV), = Isog(K*™,V,) nad dowolnym punktem z € B bedacym zbiorem
baz £, : K" —;—>V$ wiokna V,;
e wlokno typowe GL(n;K) = Autg (K*");
e rzut na baze¢ mr, v @ FaLV— B : (f,2) — .
1
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Przy tym bijekcje Fr; odwrotne do

Fri' o Oy x GL(K) = 7l 5(00) + (2,x) — (777 (z.x()) )
indukuja na FgrV mocna topologie cofnieciows z topologii produktowej (podprzestrzeni) na
zbiorach O; x GL(n;K) (gdzie topologia na GL(n;K) to topologia podprzestrzeni topologicznej

przestrzeni wektorowej K(n) 2 KX"Z), tj. taka, w ktorej podzbior U c FoLV jest otwarty wtedy i
tylko wtedy, gdy jest spelniony warunek

Vier + Fr(Unmel v(0:)) € 7(0; x GL(n;K)).
W tej topologii odwzorowania F7; sa homeomorficznymi trywializacjami lokalnymi o odwzorowa-
niach przejscia klasy C*:

g’ = Homg (K", g,(-))  +  Oi; — Endx(GL(n;K))

€T —> HomK(KX",gij(x)) s
gdzie
Homg (K*", g;;(2)) : GL(m;K) O : x — gij(z) o x.
Struktura rozmaitosci réozniczkowej klasy C* jest indukowana wzdluz homeomorfizmoéow Fr; ze
struktury produktowej na lokalnym modelu O; x GL(n;K), trywialnej (klasy C*) w drugim
czynniku i wyznaczanej przez przeciecie z atlasem /g na rozmaitosci B w czynniku pierwszym.

Wrzgledem tak okreslonej struktury rézniczkowalnej trywializacje lokalne F7; sa tautologicznie
gladkie klasy C*, podobnie jak rzut kanoniczny na baze, 7., v = pry o Fr;t.

Powyzsza definicja wymaga kilku stéw komentarza. W pierwszej kolejnosci odnotujmy istnienie
naturalnego prawego dzialania — wlokno po wldknie — grupy GL(n;K) na przestrzeni totalnej
FcLV danego w postaci

ro FGLVXGL(TL;K)_)FGLV : ((ﬁmax)v)()'_)(BzoXax)E(5m7x)<]X'

Dzialtanie to jest w jawny sposob wolne (wobec odwracalnosci elementéw wlokna Isog (K*™,V,.)),
a nadto przechodnie nad dowolnym punktem x € B — wszak dla dowolnej pary [;1,08z2 €
ISOK(KX",VJK) spelniona jest tozsamosé

6r2 = 611 o (6;% 0512)7

a poniewaz S3;% o 8,2 € Endg(K*") jest odwzorowaniem o odwrotnoéci 3,50 3,1, przeto mozemy
zapisac

(,Bxg,l‘) = (ﬂxlax) < (/B;% OBzZ),

konstatujac przy tym, ze Isogx(K*",V,) jest torsorem grupy GL(n;K). Wybér dowolnego ele-
mentu Sy . € Isog (K*",V,) zadaje niekanoniczny (GL(n; K)-ekwiwariantny) izomorfizm

ISOK(KXH,VE) =, GL(”,K) i By — ﬂ;i o Bz .

Wobec powyzszego bez trudu stwierdzamy, ze odwzorowania Fr;' sa bijektywne, oto bowiem
przyporzadkowuja w sposob jawnie injektywny elementom zbioru {z}xGL(n;K), = € O; elementy
zbioru Isox (K*™,V,) x {z}. Sa wiec odwracalne, a konkretnie

Fr; : FEéLV(OZ‘) — O; x GL(n;K) : (B, ) — (a:,prz o Tiﬁz),

co pozwala uzy¢ ich do zaindukowania topologii na Fgr,V wedlug opisanego schematu. Ich iden-
tyfikacja jako trywializacji lokalnych zasadza sie na bezposrednim rachunku:

FrioFr;' ' 0y xGL(n;K) O
(LU,X) — FTi(Tj_l (Z‘,X(')),LL‘) = FTi(Ti_l 0 T;o0 Tj_l (:L‘7X('))7£L')
= FTi(Ti_l(l‘,gij(J)) o X()),x) =Fr;0 FT{l(a:,gij(x) o x())
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= (%gij(ﬂc) ° X(')),

w ktorym g;; € C*(0;;, GL(n;K)) sa odwzorowaniami przejScia wiazki V, a ktory ukazuje gtadki
charakter odwzorowan Fr; o Fr;'.

Na koniec zauwazmy, ze odwzorowania Fr; ! (wiec takze trywializacje lokalne Fr;) sa ekwiwari-
antne wzgledem prawostronnego dzialania grupy GL(n;K): regularnego g na drugim czynniku
kartezjariskim ich dziedziny oraz opisanego powyzej r na przeciwdziedzinie. Istotnie, obliczamy

wprost — dla dowolnego elementu v € GL(n;K) —

Fr'(z,x07) = (77" (z.x 07 () 2) = (77 (2, x (1)) 0 (), )

Frit o (ido, x p4) (2, X)

(i (w.x()),2) @y =1y 0 Frt (2,).

Trywializacje lokalne sa zatem zgodne z zaobserwowang wczesniej strukturg torsora grupy GL(n;K)
na wloknie wiazki reperéw.

Abstrakcja pojecia wiazki gtéwnej z powyzszej konstrukeji kanoniczne;j wymagaH mariazu alge-
braicznej struktury grupy i struktury topologicznej oraz rézniczkowej, ktéry opisuje

Definicja 2. Grupa topologiczna to grupa
(G,m =-Inv= (~)_1,o — e) ,

ktorej nosnik G jest przestrzenia topologiczna, a odwzorowania strukturalne m i Inv sg ciagte.
Podgrupa topologiczna grupy topologicznej (G, m,Inv,e — ¢) to grupa topologiczna (H,
M axw, Inv g, ® — €), ktorej nosnik H jest podprzestrzenig topologiczng przestrzeni G. Homo-
morfizm topologiczny mi¢dzy grupami topologicznymi (Gi,mq,Invy, 3 — e1) i (G2, m2,Invy,
ey —> ¢5) to homomorfizm grup ciagly wzgledem topologii dziedziny i przeciwdziedziny.

Grupa Liego to grupa

(GamE '7IIIVE (')_17. — 6)7

ktorej nosnik jest rozmaitoscia gtadka, a odwzorowania strukturalne m i Inv sa klasy C*°. Pod-
grupa Liego grupy Liego (G, m,Inv,e — ¢) to grupa Liego (H,m |y, Inviy, e — e), ktorej
no$nik H jest podrozmaitoscia klasy C*° rozmaitosci G. Homomorfizm grup Liego to homo-
morfizm grup gladki wzgledem struktury rozniczkowej dziedziny i przeciwdziedziny.

Bogatym zZrédtem przyktadéw grup Liego jest ponizsze twierdzenie, ktére podajemy bez dowodu
(dowod jest prezentowany na kursie Teorii Grup II).

Twierdzenie 1 (Cartana o podgrupie domknietej). Kazda podgrupa domknieta grupy Liego jest
tej ostatniej podrozmaitoscia i grupa Liego (a zatem w sumie podgrupa Liego). I odwrotnie, kazda
podgrupa grupy Liego bedaca jej podrozmaitoscia jest domkniety podgrupa Liego tejze grupy.

Przyklady 1.

(1) dowolna V e Obj Vect]gm), K € {R,C} jest przemienna grupa Liego z (m,Inv,e) =
(+v,Pv,0v);

(2) dla V' z poprzedniego przyktadu GL(V;K) = { x € Endg(V) | 3 x !} jako otwarty
podzbior przestrzeni wektorowej Endg (V) jest grupa Liego (z superpozycja endomor-
fizméw jako mnozeniem) zwang grupa glowna liniowa V - jest ona izomorficzna z
grupa gtéwna liniowa GL(n;K) ={ AeK(n) | det)A#0 } dziedziczaca topologie
i strukture rozniczkows z przestrzeni wektorowej K(n) = Kxnz, w ktorej jest zanurzona
jako podzbiér otwarty det{,ll)(]KX) (wszak det(,,y : K(n) — K jest odwzorowaniem
wielomianowo zaleznym od wyrazoéw macierzy, wiec ciagltym);

w interesujacych nas zastosowaniach bedziemy mie¢ zawsze do czynienia ze strukturg rézniczkowalng zaréwno
na grupie, jak i na zbiorze, na ktérym ta dziata, jednakowoz dla zachowania pelnej kontroli nad zatozeniami, ktérych
przyjecie jest niezbednym w rozmaitych rozpatrywanych przez nas okolicznosciach, warto wprowadzi¢ pojemniejsze
pojecie grupy i jej dziatania w kategorii topologicznej, co tez czynimy ponizej.
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(3) wszechobecne w fizyce ,mate” grupy Liego R/27Z = U(1) 2 S! i SU(2) = S? oraz grupa
Poincarégo 1SO(3,1) = R* x SO(3,1) o topologii bedacej pochodng (zlozonej) topologii
grupy Lorentza SO(3,1) ={ Le GL(4;R) | LT-n-L =7} odwzorowaii zachowujacych
metryke Minkowskiego 7 = diag(~1,1,1,1) (ich naturalne dziatanie na R* okregla iloczyn
polprosty w definicji ISO(3,1));

) grupa specjalna liniowa SL(n;K) ={ Ae GL(n;K) | det,,)A=1}

) grupa ortogonalna O(n;K)={ AeGL(n;K) | AT-A=1, };

) grupa specjalna ortogonalna SO(n;K) = O(n;K) nSL(n; K);

) grupa unitarna U(n) ={ AeGL(n;C) | AT-A=1, };

) grupa specjalna unitarna SU(n) = U(n) nSL(n;C);

) grupa symplektyczna Sp(n;K) = { A eSL(2n;K) | AT.-J,-A=J, } odwzorowan
zachowujacych ,strukture symplektyczng”

0, 1,
In _( -1, 0, ) )
Uzgodninie struktury rézniczkowej i algebraicznej na zbiorze G ma daleko idace konsekwencje,
ktorych szczegdtowe studium jest przedmiotem odrebnego kursu (Teoria Grup II — zapraszam w
tym semestrze!) iz ktorych czesé przyjdzie nam jeszcze omawiaé¢ w kontekscie konstrukeji powiaza-
nia na wiazkach gtéwnych. Tymczasem jednak przejdziemy bezpos$rednio do dyskusji zagadnien
zwiazanych z dzialaniem grup Liego na rozmaitosciach rézniczkowalnych, ktére odgrywaja kluczo-

wa role w konstrukeji wiazek stowarzyszonych (takich jak wiazki Clifforda i spinorowe wlasnie).
Zaczniemy, jak zazwyczaj, od pojecia podstawowego.

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj G bedzie grup:ﬂi niech X bedzie zbiorem
o grupie symetrycznej’} Homomorfizm grup
A G—6(X) :g— A

okre$lamy mianem dzialania lewostronnego grupy G na zbiorze X, na ktorym jest okreslone
dziatanie grupy G, a ktory nazywamy zbiorem z dzialaniem lewostronnym grupy G. Anty-
homomorfizm

0.1 G—6(X) : gr—pyg

nazywamy dzialaniem prawostronnym grupy G na zbiorze X, a zbiér w nie wyposazony
— zbiorem z dzialaniem prawostronnym grupy G. Lekko przeciazajac notacje, realizacje
podgrupy Ag c &(X) bedziemy zapisywac jako

Nt GxX — X i (g,2)— Ay(2) =g a=\(g,0),
a podgrupy og c 6(X) — jako

0 XxG—X : (2,9)— 0g(2) =z 49=o(z,9).

Niechaj X4, A € {1,2} beda zbiorami z dzialaniami lewostronnymi A\* grupy G i niech

f + X7 — X5 bedzie odwzorowaniem pomiedzy nimi. Powiemy, ze f jest odwzorowaniem

lewostronnie G-ekwiwariantnym, jesli spelniony jest warunek opisany przez diagram prze-
mienny

1

GxX,—— X,
idgxf .
GXXQ 2 X2
A

2Dla skrétu odwolujemy sie do grupy poprzez jej nosnik.
?’Grupa symetryczna zbioru to grupa permutacji jego elementéw. (przyp.)
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Analogicznie w przypadku dziatai prawostronnych ¢4, A€ {1,2} na tych zbiorach odwzorowanie
[+ X1 — Xo spelniajace warunek wyrazony przez diagram przemienny

Ql

Xl x G Xl
fxidg f
XoxG X5

2
4

nazwiemy odwzorowaniem prawostronnie G-ekwiwariantnym.

Pare ((X,.7(X)),\) zlozona z przestrzeni topologicznej (X,.7 (X)) oraz dzialania lewostron-
nego grupy topologicznej G na X nazywamy przestrzenia z dzialaniem topologicznym
lewostronnym grupy G (albo G-przestrzenia topologiczna lewostronna), jesli A jest
odwzorowaniem ciagtym. Analogicznie definiujemy przestrzen z dzialaniem topologicznym
prawostronnym (albo G-przestrzen topologiczna prawostronng) G. Ciagle odwzorowanie
lewostronnie (wzgl. prawostronnie) G-ekwiwariantne miedzy przestrzeniami z dziataniem topolo-
gicznym lewostronnym (wzgl. prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl.
prawostronnie) topologicznie G-ekwiwariantnego.

Pare ((M,<7),\) ztozong z rozmaitosci rozniczkowalnej (M, .o7) oraz dzialania lewostronnego
grupy Liego G na M nazywamy rozmaitoscia z dzialaniem gladkim lewostronnym grupy
G (albo G-rozmaitoscia gladka lewostronna), jesli A jest odwzorowaniem gladkim klasy
C*. Analogicznie definiujemy rozmaitosé¢ z dzialaniem gladkim prawostronnym (albo G-
rozmaitosé¢ gladka prawostronna) G. Gladkie odwzorowanie lewostronnie (wzgl. prawostron-
nie) G-ekwiwariantne klasy C'* miedzy rozmaitosciami z dzialaniem gtadkim lewostronnym (wzgl.
prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl. prawostronnie) gtadko G-
ekwiwariantnego. Zbior odwzorowan G-ekwiwariantnych miedzy ustalonymi dwiema rozmaito-
Sclami My, A€ {l1,2} z dzialaniem grupy G bedziemy oznacza¢ symbolem

Homg(Ml, Mg) .
Przyklady 2.
(1) Kanonicznym przyktadem G-przestrzeni jest sama grupa Liego G, przy czym jako dzia-
tanie gtadkie mozemy wybraé¢ dowolne zlozenie dwoch dziatari elementarnych: lewego
dzialania regularnego

(:GxG—G : (hg)— mhg)=lg)
i prawego dzialania regularnego
P GxG—G : (g,h) —m(g,h) =pn(9),
e.g., dzialanie dolaczone
Ad : GxG—G : (hyg)—>h-g-h™ =l 0pp1(g) = Adn(g).

Tak przygotowani formalnie, mozemy juz przej$¢ do stosownej abstrakcji struktury z Def.[T]

2. WIAZKI GLOWNE Z GRUPA STRUKTURALNA

Powyzsza rekapitulacja rudymentarnych pojeé¢ teorii grup Liego i G—przestrzenﬂ daje nam do
reki intuicje i narzedzia formalne nieodzowne do sprawnego i konstruktywnego poruszania sie w
$rodowisku struktur geometrycznych kluczowych dla geometryzacji modutéw spinorowych, a takze
— dla modelowania symetrii lokalnych (a scislej: ulokalnionych symetrii globalnych) w mechanice
klasycznej i teorii pola. Wracamy teraz do ich szczegdtowej dyskusji.

4Wi<;cej o nich mozna dowiedzie¢ si¢ z mojego wykladu krypto-monograficznego ,, Teoria grup II”. Uzupelnienie
nader istotne z punktu widzenia naszych przysztych dociekan przyniesie takze nastepny wyklad.
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Definicja 4. Niechaj G bedzie grupa Liego. Wiagzka gléwna o grupie strukturalnej G to
wiazka wloknista

(P(;, B, G,?TPG)
o sktadowych:

e przestrzen totalna Pg z wolnym dziataniem prawostronnym r. grupy strukturalnej G,
ktore jest przechodnie we wloknie nad (dowolnym) punktem bazy, co opisuje diagram
przemienny

PGXG%PG

D —
P6 —m

o lokalne trywializacje
T ﬂ,}é((’)i) i>(’)i><G,7 iel
stowarzyszone z pokryciem otwartym & = {0, };; bazy B i G-ekwiwariantne wzgledem
dziatan prawostronnych: r na dziedzinie oraz regularnego p na drugim czynniku karte-
zjanskim przeciwdziedziny,
5i Eid01 X - (Oz XG) XG—>01 xG : ((ajag)7h) — (.l?,gh),
tj. spelniajace warunki
Ting=5goTi, 1el.
Podwiagzka gtéwna o grupie strukturalnej H wiazki glownej (Pg, B, G, 7p, ) to podwiazka
(Pu, B, H, mpg Ipy,) tejze wiazki (wloknistej) o grupie strukturalnej bedacej podgrupa Liego H c G.

Morfizm wiazek gtéwnych (Pq,,Ba,Gao, e, ), @ € {1,2} o dzialaniach odnosnych grup
strukturalnych r® to trojka (@, f,¢) zlozona z morfizmu wigzek wloknistych

((bvf) : (PGUBlle)TrPGl) - (PG2a327G277TPG2)

oraz homomorfizmu grup topologicznych (wzgl. Liego) pozostajacych w relacji wyrazanej przez
diagram przemienny

rt TPay
PG1 X Gl PG1 Bl
(1) Dxp d f.
Pa, x Ga - Pa, —; By
T Gy

Przyktady 3.
(1) Trywialna wiazka gtéwna nad B o grupie strukturalnej G, czyli

(BxG,B,G,pry).
(2) Wiazka reperow wiazki wektorowej V modelowanej na K*", czyli
(FeLV, B,GL(m; K), mr g v ) s
w szczegolnosei za§ — wigzka reperow nad rozmaitoscia (albo wiazka baz nad roz-
maitoscia) M wymiaru n, czyli

(FaLTM, M,GL(TM) = GL(n;R), Tre T ) -
6
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(3) Rozwloknienie Hopfa (jeszcze raz, tym razem jako...)
(SU(2) =§°,8%,U(1), msu(ayuy) »
w ktérym rzut na baze przyjmuje postaé

Z1 22
—Z2 Z1

Tsu(yuy ¢ SUR) — S*cR*®=2CxR : ( ) — (221 %2, |21 * — [22]?),

a dzialanie definiujace grupy strukturalnej U(1) jest dane wzorem

r. : SU(2)xU(1) — SU(2)

(( E - ) ) ( . Z2.u_1 )_( E = ) (u O)
_ _ ,u | — _ _ 1 = _ _ . _ ,
—Z2 21 —Z2+U Z1°U —Z2 Z1 0 w
w ktorego ostatniej czesci U(1) traktujemy jako podgrupe Liego macierzowej grupy Liego
SU(2).
Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def.[d]i niechaj
Pa xp Pa={ (p1,p2) €Pa xPc | 7pg(p1)=mpg(p2) }

bedzie produktem wioknistym. Odwzorowanie ilorazowe na wiazce gtownej (Pg, B, G, 7mp,)
to odwzorowanie

dpg : PaxpPc—G
okreslone przez warunek
v(pl1p2)EPGXBPG D p2=p1 < dpg (pl,p2) .

Uwaga 1. O postulowanej gtadkosci odwzorowania ilorazowego najlatwiej jest przekonaé sie przy
uzyciu trywializacji lokalnych. Istotnie, niechaj p1,p2 € (Pg)z, x € Oy, @ € I, przy czym p, =
771z, 94), ae{l,2} dla pewnych elementéw g, € G, a wtedy wobec réwnosci

pr =7 (2,92) =7 (w91 (91" 92)) =70 (@, 00) < (g7 - 92) =p1 < (91" - 92)
otrzymujemy reprezentacje lokalna odwzorowania ilorazowego:
dpe(P1,p2) =97 g2 = m(Inv opryo7i(p1),pry 0 Tz‘(]?2)) )
dang w postaci superpozycji odwzorowan gtadkich (m jest operacja binarna w G), wiec gtadka.

Podstawowe wlasnosci strukturalne odwzorowania ilorazowego, z ktérych przyjdzie nam korzy-
sta¢ niebawem, opisuje
Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.f] Odwzorowanie ilorazowe spelnia warunki wyrazone
przez nastepujace diagramy przemienne:

(DM1) sko$na symetria

TPg.Pq
Pa xpPg ————Pa xpPg

Prg Pre

G G

Inv

gdzie 7p, pe : PaxPa O : (p1,p2) — (p2,p1) jest (obcieta do produktu widknistego)
transpozycja kanoniczna, czyli

v(pl,pz)EPGXBPG : (ZSPG (P27p1) = ¢PG (p17p2)_1§
7
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(DM2) warunek 1-kocyklu

(¢PG OPY1,27¢PG OPrz,z)

Pc xp Pa xp Pa GxG
M b
¢PG°PT1,3
G
gdzie pr,; : Pg xpPaxpPc — PcxpPa : (p1,p2,p3) — (pi,pj), (i,5) €

{(1,2),(2,3),(1,3)} jest (obcietym do produktu wioknistego) rzutem kanonicznym, czyli

Y (p1,p2,ps)ePaxsPaxsPs PP (p2,p3) © Ppg (plap3)71 o ¢pg (p1,p2) = €;
(DM3) G-ekwiwariantnosé

(ropry 3,pry) idp, x7
PG XB PG L 2 (PG XB P(;)XG i PG XB PG
Prg ¢pg xida [ P
G - GxG G
Lo(Invxidg)oTa,q &

czyli
Y (p1.p2)ePaxsPa. g1.926G © OPa (D1 <9 G1,P2 <4 g2) = g1 - dpg (P1,D2) - g2 -

Dowdd: Oczywisty. O

Nie zawsze mamy do czynienia z pelnym ,pakietem” obiektéw wymienionych w definicji wiazki
gtownej. Warto zatem zastanowié sie, ktore z jej elementéw maja nature konstytutywnag, tj. deter-
minuja istnienie struktury wiazki gléwnej na rozmaitosci. Odpowiedzi na tak postawione pytanie
przynosi

Stwierdzenie 2. Niechaj P, B beda rozmaitosciami i niech G bedzie grupa Liego. Zakladamy
tez, ze jest okreslona surjektywna submersja m : P — B oraz gladkie dzialanie prawostronne
r. : PxG — P grupy G na P. Jesli dzialanie r. jest swobodne, jego orbity pokrywaja sie z
poziomicami 7, a odwzorowanie ¢p : P xp P — G okreSlone (jednoznacznie) przez warunek
Y (p1.p2)ePxsP ¢ P2 = Top(pr,p) (P1)
jest gladkie, to woéwczas czworka
(P,B,G,7)

jest wiazka glowna.
Dowdd: Na podstawie Tw. 2 z wykladu I (str. 14) o istnieniu cie¢ lokalnych surjektywnej submersji
stwierdzamy istnienie pokrycia otwartego & = {O;}ic; rozmaitosci B, na ktorego elementach

okreslone sa gladkie ciecia lokalne o; : O; — P submersji 7, mozemy zatem zdefiniowaé¢ jawnie
gtadkie odwzorowania

7t Oy x G — a1 HO) : (x,9) — rg(ai(x)).
Wykorzystujac odwzorowanie ¢p, bez trudu znajdujemy ich (gladkie) odwrotnosci:
7w H(0;) — 0ix G i pr— (7(p), dp(0io7(p),p))-

Sa one dobrze okreslone, gdyz

m(oiom(p)) = (wo0i) om(p) =ido, o w(p) = 7(p),
8
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i — istotnie — spelniaja postulowane tozsamosci:

Ti_l o Tz(p) = Ti_l (ﬂ-(p)v ¢P(Ui o 7T(p)ap)) = Td)p(aion'(p),p)(o-i o ﬂ-(p)) =p

Ti OTi_l(xug) Tz‘(Tg(Uz‘(l"))) = (Worg OUz'(ff),¢P(Ui omorgooi(x),ry 001'(55)))
(ﬂoai(a:),@:(oi omoo;(x),rg oai(x)))

(.’E, ¢P<O—i(‘r)7rg ° 0'1({13))) = (l‘,g) 5
z ktorych druga wynika stad, ze dzialanie G odwzorowuje poziomice 7 w siebie, a do tego
nieuchronnie

Y (p1.p2.g)ePaxG ¢P(p17rg(p2)) = op(p1,p2) - 9g-
Sa one takze stosownie G-ekwiwariantne, oto bowienﬁ
T;l((l'vg) d h) = T{l(.’t,g : h) = 7Ag-h(ai(l,)) =Tho T’g(o—i(x)) = rh(rg ° O’Z(.T)) =Tpo Tiil(l.ag) .
Skonstruowane powyzej trywializacje lokalne spetniajg w punktach z € Oy, 4,j € I warunki
TZ'(Tg o aj(x)) = (7T orgooj(x), gbp(oi omorgoo;(x),rgo Uj(x)))
(l‘,(bP(O'i(x),’l"g ° O-J(x))) = (J?,(bp(O’i(l'),O'j(l‘)) g) )
z ktorych odczytujemy postaé odwzorowan przejscia:
9ij : Oij — G z— ¢p(0i($),0j($)),

zamykajac tym samym procedure identyfikacji postulowanej struktury wiazki gtéwnej o grupie
strukturalnej G. O

017 (,9)

W nastepnej kolejnosci przedstawimy wygodne kryterium trywializowalnosci wiazki gtéwnej.

Stwierdzenie 3. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy cieciami lokalnymi klasy
C* wiazki gtownej i jej trywializacjami lokalnymi. W szczegolnosci wiazka gtowna jest (globalnie)
trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy ma globalne ciecie.

Dowdd: Cieciu lokalnemu o : O — W,;é(@) c Pg, O € 9(B) przyporzadkowujemy trywializacje
(lokalna)

To W;é(o) — OxG : pr (ﬂ—PG(p)v(bPG(JOﬂ-PG(p)?p))
o pozadanych wlasnosciach, a wiec odwracalna,
.0t OxG—mp (0) ¢ (2,9) —o(x)ayg,

i G-ekwiwariantna,

e (P < 9), e (0o M (P g).p 9 g))

To(p < g)

(
(7pe (), dpe (0 0 Tpe (), P < 9))
(

TFPG(p) ¢PG(GO7TPG(p) ) g)

(76 (P); dpe (70 TP (P),p)) <9 =T6(p) < 9.
I odwrotnie, dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : W,Qé (0) =, 0%G przypisujemy ciecie (lokalne)

or O—>7TPG(O) x— 7 (z€).

50dwrotnosé G-ekwiwariantnej bijekcji jest odwzorowaniem G-ekwiwariantnym.

9
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Powyzsze przyporzadkowania sa przy tym wzajem odwrotne, oto bowiem — z jednej strony —
Voeo : 0r,(2) =7, () =0 () <e=o(z),
oraz — z drugiej strony —

Vpers () ¢ To. (1) = (76 (p), dpe (0 0 o (p), p))

(mpe (), 9pe (77 (pg (p), ), )

a poniewaz

p=7(eg (p)se) < dpg (77 (mpg (), €),p)

cryli
m(p) = 7(mH(mee(p),e) 1ope (77! (mee (1), €),p))
= 707 (e (p),€) < b (77 (mpe (p), €),p)
= (mpe(p),e) < ¢ (77 (mps (p).€),p)
= (7pa (), dpe (77 (7pe (), €),p))
przeto

7o, (p) =7(P) -

Uwaga 2. Nalezy podkresli¢, ze ostatnia czesé tezy powyzszego stwierdzenia nie stosuje sie do
wiazek wloknistych w ogolnosci. Azeby sie o tym przekonaé, wystarczy zauwazy¢, ze kazda wiazka
wektorowa ma globalne ciecie zerowe Oy (a nie kazda taka wigzka jest globalnie trywializowalna).

Na zakoniczenie naszego trawersu przez elementarz teorii wiazek gtéwnych zajmiemy sie wy-

znaczeniem wygodnego opisu lokalnego morfizmow wiazek gtownych pokrywajacych dyfeomorfizm
identycznosciowy na bazie (posrod ktorych z czasem rozpoznamy tzw. ,transformacje symetrii
cechowania”).
Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.ll Dowolny morfizm (@, idp,idg) wiazek gléwnych
(P&, B,G,7pz), a€{1,2} oodnosnych trywializacjach lokalnych 7* : w,;é (0;) — 0; xG (sto-
warzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym & = {O;}ier) i odwzorowaniach przejscia
955 + Oij — G), opisany przez diagram przemienny

1 @ 2
Pa > P&

idp
zadaje rodzing {h;},c; odwzorowan (lokalnie) klasy C*
hi : O—G, i€l
o wlasnosci
(2) Veeo,; * g?j(x) = hi(z) gzl](‘r) 'hj(if)_l .

I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.
10
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Dowdd: Rozumujac analogicznie jak w dowodzie Tw.3 z notatek do Wyktadow 2., 3. i 4., upew-
niamy sie, ze odwzorowanie ® jest jednoznacznie zadane przez wartosci przyjmowane na lokalnie
ptaskich cieciach o} = 0,1, i € I stowarzyszonych z lokalnymi trywializacjami swej dziedziny.
Istotnie, dowolny punkt z wlékna Pél_ mozemy wobec zatozonej G-ekwiwariantnosci trywializacji
zapisa¢ w postaci
7 H(z,9)=0i(2) 49,
a zatem wobec G-ekwiwariantnosci ® zachodzi
®(r; " (z,9)) = (0 (x) 2 g) = 2(0; (2)) < 9.
Definiujemy jawnie gltadkie odwzorowania
hi:=pryorio®os; : O — G
i sprawdzamy: z jednej strony
2-1 2-1 2
Tj (a:,h](x)) :Ti (xagz_;(x)hj('r))a
a z drugiej

Tf_l(x, hj(x)) P o ajl»(m) = <I>(7'j1 e, e)) = <I>(7'Z-1 _1(x,gilj(x))) = (I)(Til e, e)) < gilj(x)

®oo;(x) ag;;(x) =77 (2, hi(@)) < gij (@) = 77 7 (a, hi(2) - g35(2))

co w sumie odtwarza postulowana relacje w konsekwencji bijektywnosci trywializacji lokalnych.
Niechaj teraz (Pg, B, G, mpe ), a€{1,2} beda wiazkami gléwnymi o trywializacjach lokalnych

T
dzine odwzorowan h; : O; — G opisanych w tezie dowodzonego twierdzenia, definiujemy nad

elementami pokrycia wspottrywializujagcego odwzorowania lokalnie gtadkie

D, : WE%(Oi)—’WE%(Oi) c1 N, g) — 7 (2 hi(2) - g)

ﬂ;é(oi) =5 0; xG i odwzorowaniach przejicia 95+ 0i — G. Majac dowolna ro-

dla ktorych liczymy — w dowolnym punkcie (z,9) € O;; x G —
o7 Hwg)) = (T (whg5i(2) - 9)) =777 (@ by (@) - g5i(2) - g)
2 (g3 () - hy(2) - g5i(@) - g) = 727 (@, hi(2) - 9)

<I>i('ril*1(:177 g)) .

Na tej podstawie wnioskujemy, ze ®;, ¢ € I sg ograniczeniami odwzorowania globalnie gtadkiego

® : Pg — P, @l (o)) = Pi
G

dzialajacego z zachowaniem wlokien i jawnie G-ekwiwariantnego (dzieki przemiennosci lewego i
prawego dzialania regularnego G na sobie oraz zalozonej G-ekwiwariantnosci trywializacji). O

Nasz tour d’horizon teorii wigzek gtéwnych wiericzy ponizsze stwierdzenie, bedace prosta kon-
sekwencja (konstruktywnego dowodu) powyzszego Twierdzenia.

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def.[d] Podkategoria
GrpBung (B|idg)

kategorii GrpBung (B) wiazek gtownych nad baza B o grupie strukturalnej G o tej samej klasie
obiektow co GrpBung (B) i o morfizmach o identycznosciowej sktadowej na bazie, f =idg (i na
grupie strukturalnej, ¢ =idg) jest grupoidem.

11
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Dowdd: W $wietle Tw.[2] wystarczy poprowadzi¢ rozwazania w opisie lokalnym, w ktorym dowolny
morfizm ® : P{, — P pokrywajacy identycznosé na bazie B jest reprezentowany przez rodzi-
ne odwzorowan h; : O; — G, ¢ € I. Na mocy tego samego stwierdzenia rodzina odwzorowan
{h; :=Invoh,;}; okresla morfizm Pé — Pé, ktory w oczywisty sposéb jest odwrotnoscia ¢. U

Do dyskusji istotnych konstrukeji z udziatem wigzek gtownych (takich jak redukcja wiazki
glownej wzdluz wlozenia podgrupy wlasciwej jej grupy strukturalnej (np. na wiazce baz wiazki
stycznej nad rozmaitoscia w obecnosci struktury metrycznej) i jej prolongacja wzdtuz rozszerzenia
centralnego tejze)) jeszcze wrocimy, a tymcezasem kontynuujemy nasz trawers cwalem przez geo-
metryzacje struktur algebraicznych. ..
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