ACTION DIRECTE GRUPY LIEGO
(MAWTF °22/23 2.VII & 2.VIII [RRS])

Rzetelna dyskusja wiazek gléwnych i stowarzyszonych, ktérych potrzebujemy w konstrukeji
wigzek Clifforda i odnosnych wiazek spinorowych, wymaga wprowadzenia do teorii dzialania grup
Liego na rozmaitosciach rézniczkowalnych. Zaczynamy od pojecia podstawowegcﬂ

Definicja 1. Grupa topologiczna to grupa
(G,m = Inv=()" er— e),

ktorej nosnik G jest przestrzenia topologiczna, a odwzorowania strukturalne m i Inv sg ciagle.
Podgrupa topologiczna grupy topologicznej (G, m,Inv,e — ¢) to grupa topologiczna (H,
m My, v 1, © — ), ktorej nosnik H jest podprzestrzenia topologiczna przestrzeni G. Homo-
morfizm topologiczny mi¢dzy grupami topologicznymi (Gi,mq,Invy, 3 — e1) i (Ga,m2,Invy,
ey —> ¢5) to homomorfizm grup ciagly wzgledem topologii dziedziny i przeciwdziedziny.

Grupa Liego to grupa

(G,m=-Inv= ()t e— e),

ktorej nosnik jest rozmaitoscia gtadka, a odwzorowania strukturalne m i Inv sa klasy C*°. Pod-
grupa Liego grupy Liego (G,m,Inv,e —> ¢) to grupa Liego (H,m ., Inviy, e — €), ktorej
no$nik H jest podrozmaitoscia klasy C* rozmaito$ci G. Homomorfizm grup Liego to homo-
morfizm grup gladki wzgledem struktury rézniczkowej dziedziny i przeciwdziedziny.

Bogatym zrodtem przyktadow grup Liego jest ponizsze twierdzenie, ktére podajemy bez dowodu
(dowdd jest prezentowany na kursie Teorii Grup II).

Twierdzenie 1 (Cartana o podgrupie domknietej). Kazda podgrupa domknieta grupy Liego jest
tej ostatniej podrozmaitoscia i grupa Liego (a zatem w sumie podgrupa Liego). I odwrotnie, kazda
podgrupa grupy Liego bedaca jej podrozmaitoscia jest domknieta podgrupa Liego tejze grupy.

Przyktady 1.

Lw interesujacych nas zastosowaniach bedziemy mie¢ zawsze do czynienia ze struktura rézniczkowalna zaréwno
na grupie, jak i na zbiorze, na ktérym ta dziata, jednakowoz dla zachowania pelnej kontroli nad zatozeniami, ktérych
przyjecie jest niezbednym w rozmaitych rozpatrywanych przez nas okolicznosciach, warto wprowadzi¢ pojemniejsze
pojecie grupy i jej dziatania w kategorii topologicznej, co tez czynimy ponizej.
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Action directe (MAWF ’22/23 2. VII & 2.VIII [rrS])

(1) dowolna V € Obj Vect]gw), K ¢ {R,C} jest przemienna grupg Liego z (m,Inv,e) =
(+v,Pv,0v);

(2) dla V z poprzedniego przyktadu GL(V;K) = { x € Endg(V) | 3 x!} jako otwarty
podzbior przestrzeni wektorowej Endg (V') jest grupa Liego (z superpozycja endomor-
fizméw jako mnozeniem) zwang grupa glowna liniowa V - jest ona izomorficzna z
grupa gtéwna liniowa GL(n;K) = { AeK(n) | det(,)A#0 } dziedziczaca topologie
i strukture rozniczkowa z przestrzeni wektorowej K(n) = KX"Q, w ktorej jest zanurzona
jako podzbidér otwarty deta)(Kx) (wszak det(,y : K(n) — K jest odwzorowaniem
wielomianowo zaleznym od wyrazoéw macierzy, wiec ciagltym);

(3) wszechobecne w fizyce ,male” grupy Liego R/277Z = U(1) 2 S! i SU(2) ¢ S? oraz grupa
Poincarégo ISO(3,1) = R* xSO(3,1) o topologii bedacej pochodna (ztozonej) topologii
grupy Lorentza SO(3,1) = { Le GL(4;R) | LT-n-L =7} odwzorowan zachowujacych
metryke Minkowskiego 7 = diag(~1,1,1,1) (ich naturalne dziatanie na R* okregla iloczyn
potprosty w definicji ISO(3,1));

(4) grupa specjalna liniowa SL(n;K)={ AeGL(n;K) | det,,)A=1}

(5) grupa ortogonalna O(n;K)={ AeGL(m;K) | AT.-A=1, };

(6) grupa specjalna ortogonalna SO(n;K) = O(n;K) nSL(n;K);

(7) grupa unitarna U(n)={ AeGL(n;C) | At-A=1, };

(8) grupa specjalna unitarna SU(n) = U(n) n SL(n;C);

(9) grupa symplektyczna Sp(n;K) = { AeSL(2n;K) | AY.J,-A=J, } odwzorowai

zachowujacych ,strukture symplektyczng”

0, 1,
Jn _( _1n On ) '

Uzgodninie struktury rézniczkowej i algebraicznej na zbiorze G ma daleko idace konsekwencje,
ktorych szczegdtowe studium jest przedmiotem odrebnego kursu (Teoria Grup II — zapraszam w
tym semestrze!) iz ktorych czesé przyjdzie nam jeszcze omawiaé¢ w kontekscie konstrukeji powiaza-
nia na wigzkach gtéwnych. Tymczasem jednak przejdziemy bezposrednio do dyskusji kompleksu
zagadnien zwiazanych z dzialaniem grup Liego na rozmaitosciach rézniczkowalnych, ktore odgry-

waja kluczowa role w konstrukeji wiazek stowarzyszonych (takich jak wiazki Clifforda i spinorowe
wlasnie). Zaczniemy, jak zazwyczaj, od pojecia podstawowego.

Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj G bedzie grupaﬂi niech X bedzie zbiorem
o grupie symetrycznej’| Homomorfizm grup
A,:G—)G(X):g»—>)\g

okreslamy mianem dziatania lewostronnego grupy G na zbiorze X, na ktorym jest okreslone
dziatanie grupy G, a ktory nazywamy zbiorem z dzialaniem lewostronnym grupy G. Anty-
homomorfizm

0 G—&(X) : grp,

nazywamy dzialaniem prawostronnym grupy G na zbiorze X, a zbiér w nie wyposazony
— zbiorem z dzialaniem prawostronnym grupy G. Lekko przeciazajac notacje, realizacje
podgrupy Ag ¢ &(X) bedziemy zapisywaé jako

A GxX —X : (g2)— N(z)=gra=A(g,2),
a podgrupy og c 6(X) — jako
0: XxG—X : (z,9)— o4(x)=x<g=0(z,9).
Niechaj X4, A € {1,2} beda zbiorami z dzialaniami lewostronnymi A* grupy G i niech

f + X1 — X5 bedzie odwzorowaniem pomiedzy nimi. Powiemy, ze f jest odwzorowaniem

2Dla skrétu odwotujemy sie do grupy poprzez jej no$nik.
3Grupa symetryczna zbioru to grupa permutacji jego elementéw. (przyp.)
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Action directe (MAWF ’22/23 2.VII & 2.VIII [rrS])

lewostronnie G-ekwiwariantnym, jesli spelniony jest warunek opisany przez diagram prze-
mienny

GxX;—2 X,
idgxf f.
G x Xy )\ﬁ- X
Analogicznie w przypadku dziataii prawostronnych o, A e {1,2} na tych zbiorach odwzorowanie

[+ X1 — Xo spelniajace warunek wyrazony przez diagram przemienny

1

X1 x G Q—> X1
fxidg f
Xo x G Xo

92

nazwiemy odwzorowaniem prawostronnie G-ekwiwariantnym.

Pare ((X,7(X)),\) zlozona z przestrzeni topologicznej (X,.7 (X)) oraz dzialania lewostron-
nego grupy topologiczne] G na X nazywamy przestrzenia z dzialaniem topologicznym
lewostronnym grupy G (albo G-przestrzenia topologiczna lewostronna), jesli A jest
odwzorowaniem ciggtym. Analogicznie definiujemy przestrzen z dzialaniem topologicznym
prawostronnym (albo G-przestrzen topologiczna prawostronna) G. Ciagle odwzorowanie
lewostronnie (wzgl. prawostronnie) G-ekwiwariantne miedzy przestrzeniami z dziataniem topolog-
icznym lewostronnym (wzgl. prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl.
prawostronnie) topologicznie G-ekwiwariantnego.

Pare ((M,</),)\) zlozona z rozmaitosci rozniczkowalnej (M,.o7) oraz dzialania lewostronnego
grupy Liego G na M nazywamy rozmaitoscia z dzialaniem gladkim lewostronnym grupy
G (albo G-rozmaitoscia gladka lewostronna), jesli A\ jest odwzorowaniem gladkim klasy
C*. Analogicznie definiujemy rozmaitosé z dzialaniem gladkim prawostronnym (albo G-
rozmaitosé¢ gladka prawostronna) G. Gladkie odwzorowanie lewostronnie (wzgl. prawostron-
nie) G-ekwiwariantne klasy C*® miedzy rozmaitosciami z dziataniem gtadkim lewostronnym (wzgl.
prawostronnym) nosi miano odwzorowania lewostronnie (wzgl. prawostronnie) gtadko G-
ekwiwariantnego. Zbior odwzorowan G-ekwiwariantnych miedzy ustalonymi dwiema rozmaitos-
ciami M4, A€ {l,2} z dzialaniem grupy G bedziemy oznacza¢ symbolem

Homg(Ml, MQ) .
Przyktady 2.
(1) Kanonicznym przykladem G-przestrzeni jest sama grupa Liego G, przy czym jako dzia-
tanie gtadkie mozemy wybraé dowolne zlozenie dwoéch dzialan elementarnych: lewego
dzialania regularnego

t: GxG—G : (hg)—m(h,g)=Lng)
i prawego dzialania regularnego
p: GxG—G : (g,h) —m(g,h) =pn(9),
e.g., dzialanie dotgczone
Ad : GxG—G : (hyg)—>h-g-h™ =l 0pp1(g) = Adn(g).

W nastepnej kolejnosci dowodzimy pomocniczego (dla dowodu zasadniczego TW.
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Action directe (MAWF ’22/23 2. VII & 2.VIII [rrS])

Twierdzenie 2 (O rzedzie odwzorowania ekwiwariantnego). Przyjmijmy zapis Def. (i wezedniej-
szy). Niechaj ((My,.74),\"), A€ {1,2} beda rozmaitosciami z odnosnymi dziataniami gtadkimi
(lewostronnymi) grupy Liego G, przy czym zakladamy dodatkowo, ze A! jest przechodnie, tj.,

va;,yeMl ngG : y:Al(g7x)7
i niech FF' : M; — My bedzie odwzorowaniem gladko (lewostronnie) G-ekwiwariantnym.

Wowczas F' ma staly rzad, w szczeg6lnosci za§ przeciwobrazy punktéow w Mo wzgledem F
sa domknietymi podrozmaito$ciami wlozonymi w Mj.

Dowdd: Wobec przechodniosci dzialania G na rozmaitosci M, dla kazdej pary punktow zq,xo €
M istnieje element go; € G 0 wlasnosci xo = )\!1]21 (z1), przy czym z racji G-ekwiwariantnosci F
zachodzi tozsamosé funkcjonalna

Foll =X2 oF,

g21 g21
a zatem takze tozsamo$é

Tﬂﬁl(FO)‘l ):Tﬂh()‘f]gl OF)7

g21
ktora mozemy przepisa¢ w postaci
To,FoTa AL, =TrupAs, oTa F.

7Z racji dyfeomorficznego charakteru odwzorowan /\52 . Ae{l,2} (przesadzajacego o odwracal-

nosci odwzorowan do nich stycznych) z powyzszej tozsamosci wywodzimy wniosek o tozsamosci
rzedow:

kT, F=rkT,, F,

ktory w konsekwencji przechodnioéci A' mozemy rozciggnaé na cala dziedzine F. Koncowa czesé
tezy wynika wprost z twierdzenia o rzedzie (odwzorowania). O

Kluczowa z punktu widzenia zastosowarn w konstrukcji wiazek stowarzyszonych wtasnosé dzi-
atania grupy Liego (ogdlniej: topologicznej) na rozmaitosci (ogélniej: przestrzeni topologicznej)
wprowadzamy w ponizsze]

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def.2] Dzialanie A : G x X — X grupy topologicznej G na
przestrzeni topologicznej (X, .7 (X)) nazywamy wlasciwym, ilekroé odwzorowanie

(1) A= (Apry) + Gx X — X X ¢ (g,2) —> (g5 2,2)

jest wlasciwe, tj. ilekro¢ przeciwobrazy zbioréw zwartych wzgledem A sg zwarte.

Warunek wtasciwosci dziatania mozna przeformutowaé jak ponizej.

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.[3] Dzialanie A : G x X — X grupy topologicznej
G na przestrzeni Hausdorfla (X, 7 (X)) jest wlasciwe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
podzbioru zwartego K c X podzbior

GK):=={geG | N(K)nK=zg2}

jest zwarty.

Dowdd: Zalézmy najpierw, ze dziatanie A jest wlasciwe, tj. przeciwobraz dowolnego podzbioru
zwartego w X x X wzgledem odwzorowania A (z Def. jest zwarty. Niechaj I ¢ X bedzie
wybranym (dowolnie) podzbiorem zwartym, a wtedy podzbior

GK) = {9geG | Fpex : grzeK }={geG | Fpex : A(g,x) e LxK }

prl(A_l(lC X /C))

jest zwarty jako ciagly obraz (rzut kanoniczny pr; jest odwzorowaniem ciaglym) przeciwobrazu
kwadratu kartezjanskiego zbioru zwartego (czyli zbioru zwartego w topologii produktowej) wzgle-
dem odwzorowania wlasciwego A.
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Action directe (MAWF ’22/23 2.VII & 2.VIII [rrS])

I odwrotnie, niechaj podzbiér G(IC) bedzie zwarty dla dowolnego podzbioru zwartego K c X.
Rozwazmy dowolny podzbior zwarty K c X x X. Jego ciagle obrazy prA(lC) cX, Ae{1,2} sa
zwarte, przeto wlasnoé¢ te ma takze ich suma mnogosciowa, ’Clz = prl(lC) UprQ(IC) c X. Przy tym
oczywiscie ilekro¢ (g,x) € G x X spelnia warunek A(g,z) € K, to tym bardziej para ta spelnia
warunek A(g,x) € K12 x K12, oto bowiem relacja (x1,x2) € K implikuje relacje x; € prl(ﬁ) c Ko
oraz T € prQ(IE) c K12, wiec tez (x1,x2) € K12 x K12, zatem ostatecznie

A_I(IE)CA_I(’C:LQXKlQ)E{ (g,I)EGXKlg | ng‘E’ClQ }CG(’Clg)XKlz,

co w $wietle twierdzenia o zwartosci podzbioréw domknietych przestrzeni topologicznej przesadza
o zwartoéci A1 (I%) Istotnie, podzbiodr ten jest domkniety jako ciagly przeciwobraz zwartego, wiec
—na mocy twierdzenia o domknietosci podzbioréw zwartych przestrzeni Hausdorffa, a wobec haus-
dorffowskosci X, ktora jest dziedziczona przez X x X — domknietego podzbioru K, a poniewaz
— jak pokazaliSmy — jest podzbiorem (pod)przestrzeni zwartej G(Ki2) x K12 (iloczynu kartez-
janskiego zbioréw zwartych), przeto jest — znéw na mocy pierwszego z przywolywanych twierdzen
— takze zwarty. O

Nierzadko wygodniejszym okazuje sie opis dzialania wlasciwego zawarty w

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[J] Dzialanie A : G x X — X grupy topologicznej G
na lokalnie prezwartej’| przestrzeni topologicznej (X, 7 (X)) jest wlasciwe wtedy i tylko wtedy,
gdy ze zbieznosci dowolnego ciaggu punktéw

Mg,z.) : N— M : nr— g, >x,,

okreslonego dla dowolnego zbieznego ciagu punktéow x. : N — X oraz dowolnego ciaggu elementow
g. : N— G, wynika zbieznos¢ pewnego podciagu ciaggu g..

Dowdd: Zalézmy najpierw, ze odwzorowanie A jest wlasciwe i1 niechaj . : N — X oraz
g. : N— G beda ciggami o wlasnosciach
= lim x, € X, y:=lim g, >x,€X.
n—oo n—oo

Korzystajac z zatozenia o lokalnej prezwartosci X, wybierzmy dowolne zbiory prezwarte U > x oraz
V 5 y zawierajace punkty x i — odpowiednio — y wraz z pewnymi ich otoczeniami (otwartymi).
Zbieznos¢ x. do = (wzgl. A(g.,z.) do y) oznacza, ze prawie wszystkie wyrazy tego ciagu sa zawarte
w U (wzgl. V), wiec tym bardziej w zwartym zbiorze U (wzgl. V), to jednak oznacza, ze prawie
wszystkie wyrazy ciagu A(g.,z.) : N— X xX : n+— (g, > xp,x,) sa zawarte w zwartym
podzbiorze U x V, a zatem prawie wszystkie wyrazy ciagu (g.,7.) : N— Gx X : n+—> (g, z,)
sg zawarte w podzbiorze A~1(U x V), ktéry wobec wagciwego charakteru A jest zwarty. Ta cecha
A~Y(U x V) przesadza o istnieniu podciggu zbieznego ciagu (g.,2.), co w szczegolnosci implikuje
zbieznos¢é odno$nego podciggu ciggu g..

I odwrotnie, zal6zmy, ze spelniona jest implikacja z konca tezy dowodzonego stwierdzenia.
Ustalmy podzbior zwarty K ¢ X x X i wybierzmy dowolny ciag (g.,z.) punktow w zbiorze
AY(K). Jego obraz w X x X wzgledem A jest zawarty w zwartym podzbiorze K, mozna zeii
przeto wybraé¢ podciag zbiezny, ktérego przeciwobraz przecina sie z ciagiem wyjsciowym (g.,x.)
definiujac (pod)ciag, o ktéorym mowa we wspomnianej wezesniej implikacji. Tym sposobem otrzy-
mujemy podciag (g.,2.) w A™1(K) c Gx X zbiezny w Gx X w topologii produktowej, a poniewaz
zbior A71(K) jest domkniety jako ciagly przeciwobraz zwartego, wiec tez domknietego (j/w)
podzbioru K, przeto granica tego zbieznego podciagu lezy w A~1(K), co ostatecznie dowodzi
zwartosci A71(K) i tym samym przekonuje, ze A jest odwzorowaniem wlagciwym. O

Przyktadu bezposredniego zastosowania powyzszego rezultatu jest

Stwierdzenie 3. Dzialanie topologiczne zwartej grupy topologicznej na dowolnej rozmaitosci
rézniczkowalnej jest wlasciwe.

4Przestrzen topologiczna nazywamy lokalnie prezwarta, jesli kazdy jej punkt zawiera si¢ w pewnym zbiorze
prezwartym (tj. takim, ktorego domknigcie jest zwarte) zawierajacym pewne otoczenie (otwarte) tego punktu.
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Action directe (MAWF ’22/23 2. VII & 2.VIII [rrS])

Dowdd: Kazdy ciag elementéw grupy ma podciag zbiezny z racji zwartosci grupy, teza wynika
zatem wprost ze Stw.[2} O
Mamy takze

Stwierdzenie 4. Dzialanie dowolnej podgrupy domknietej dowolnej grupy Liego stanowiace
ograniczenie do podgrupy dzialania regularnego prawego (wzgl. lewego) grupy na sobie jest wlas-
ciwe.

Dowdd: Zastosujemy kryterium ze Stw.2] Niechaj g. : N — G bedzie ciggiem zbieznym,
h. : N— H za$ — takim, dla ktérego ciag ¢g.-h. : N— G : n+— g, - h, jest zbiezny. Wobec
cigglosci operacji grupowych w G zbieznym jest wowczas takze ciag (Invog.)-(g.-h)=h. O

I wreszcie kluczowe dla naszych dalszych rozwazan

Stwierdzenie 5. Dzialanie definiujace grupy strukturalnej na przestrzeni totalnej wiazki gtéwne;j
jest wlasciwe.

Dowdd: Rozwazmy ciagi p. : N— Pg i g : N— G o wlasnosciach
lim p, =p, lim (pn <gn) =P
n—oo n—oo

Wobec ciaglosci rzutu kanonicznego na baze oraz charakteru dzialania grupy strukturalnej (we
wldknie) otrzymujemy rownosé

TPg (15) = TPg (T}I_{EQ (pn < gn)) = TP_{EO TP (pn < gn) = T%I_I)Eo TP (Pn)

= 7 (lim pn) = 7ee(p),
ktora w swietle Def. 5-6.5 pozwala zapisaé

P=p<ép(p,D)-

Niechaj mp,(p) € O;, gdzie O; jest elementem pokrycia trywializujacego Pg. Istnieje indeks
N ¢ N o wtasnosci

VasN ¢ PnyPn < gn € ngé(ol)v

mozemy zatem rozpatrywaé podciagi py+. 1 py+. < gn+ W obrazie trywializacji 7; : w,;é((?i) =,
0; x G, w ktéorym

Ti(Pn) = (Tn, ) , i(p) = (2,7),
czyli
lim (2, 9) = (2,7),
wiec tez
Ti(Pn < gn) = Ti(Pn) QGn = (T, ) <gn = (TnsYn " gn)
oraz

7:(P) = 7i(p < 9p (. D)) = 7a(p) < b (0, D) = (2,7) < Ppe (D) = (2,7 Ppe (D)) s
czyli
7}1_{20 (771 : gn) =7 ¢Pc(paii) .
Wobec ciaglosci operacji grupowych wyprowadzamy stad wniosek

lim g, = lim (v," (v g0)) =77 (v 0pa (1,P)) = tpe (0:D)

n—00
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ktory przesadza o shusznosci dowodzonej tezy. O

Idac tym tropem dalej w kierunku fizykalnych zastosowan

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (P, B, G, 7mp,, ) bedzie wiazka gtowna,
M za$ — rozmaitoscia z dzialaniem (lewostronnym) A : G x M — M grupy G. Rozwazmy roz-
maitos¢ produktowa Pg x M. Dzialanie grupy G dane wzorem

o X i Gx(Pgx M) —PgxM : (g,(p,x)) — (r(p,g7'), A(g,m))
2

jest wolne i wlasciwe.

Dowdd: Oczywisty. O

Tytulem przygotowania gruntu pod wynik wieniczacy nasze rozwazania wystowimy jeszcze

Lemat 1. Przyjmijmy zapis Def.i niechaj ((X,7(X)),\) bedzie przestrzenia z dziataniem
topologicznym grupy topologicznej G. Rzut kanoniczny

Txc ¢ X — X/G
na przestrzen orbit
X/G={Grax | zeX}

jest odwzorowaniem otwartynﬂ wzgledem topologii ilorazowej na X /G.

Dowdd: Rozwazmy zbior otwarty O c X. Jego obraz 7mx;c(O) jest — wprost na mocy definicji
topologii ilorazowej — otwarty w X /G, jesli przeciwobraz tego ostatniego,

xa(mx/c(0) = { Ag,z) | (9.2)eGxO}=G»0O
jest otwarty w X. Tak jednak jest w istocie, oto bowiem zbiér ten jest suma mnogosciowa

Gr0O=[J N\(0)
geG
obrazéw zbioru otwartego O wzgledem automorfizméw A, przestrzeni X, czyli zbioréw ot-
wartych. O

Mozemy juz sformutowaé fundamentalne

Twierdzenie 3 (O rozmaitosci ilorazowej). Przyjmijmy notacje Def.oraz Lematu (i wezesniej-
sza). Ilekro¢ dziatanie grupy Liego G na rozmaitosci (M ,&7) jest gladkie, swobodne i wlasciwe,
przestrzen orbit M /G jest rozmaitoscia topologiczna wymiaru dim M —dim G i istnieje na niej je-
dyna struktura gladka, wzgledem ktorej rzut kanoniczny mys q jest gladka submersja. Przestrzen
orbit z owa wyrdzniona struktura rozmaitosci nosi miano rozmaitosci ilorazowej.

Dowdd: Zaczniemy od zidentyfikowania struktury rozmaitosci topologicznej na zbiorze orbit M /G.
Topologia M /G jest topologia ilorazowa indukowana z M: zbior O c M /G jest otwarty wtedy
i tylko wtedy, gdy jego przeciwobraz WR}/G(O) jest otwarty w M. Jest to topologia Hausdorffa.
Istotnie, wykorzystajmy relacje rownowaznosci %, na M, jaka jest przynaleznosé¢ do tej samej
orbity dziatania G,

Hx=NGxM)cMxM,
gdzie A jest odwzorowaniem zdefiniowanym w Rown.[[] Relacja ta zadaje rozklad M na wzajem

rozlaczne orbity dzialania grupy G. Niechaj = i y beda punktami w M, ktorych obrazy ()
i mpyc(y) sa dwoma roznymi punktami w przestrzeni orbit, tj. maq(2) # maya(y), a wtedy

50dwzorowanie otwarte miedzy przestrzeniami topologicznymi to takie, ktore przeprowadza podzbiory ot-
warte dziedziny w podzbiory otwarte przeciwdziedziny.

7
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(x1,m2) ¢ X, a poniewaz podzbior #Zy ¢ M x M jest w $wietle twierdzenia o domknigtosci
odwzorowania wlasciwego o prezwartej przeciwdziedzinie domkniety w topologii produktowej na
M x M jako ciagly obraz zbioru domknietego G x M wzgledem odwzorowania wtasciwego A,
przeto istnieje otoczenie otwarte Oy, 5,) 3 (21,72) o whasnodci O, »,)N%x = @. Wprost na mocy
definicji topologii produktowej otoczenie takie jest suma mnogosciowa pewnej rodziny iloczynow
kartezjariskich podzbiorow otwartych w M, wybierajac zatem dowolny z nich — powiedzmy O x
O3, 01,05 € T (M) — otrzymujemy relacje Oy 3 xo, € {1,2} oraz (O1 x O3)N%Zy = @, a zatem
takze mar/q(Oa) 2 Tarja(®a), Przy czym koniecznie 7y (O1) N marya(O2) = @, W przeciwnym
bowiem razie istnialyby punkty y, € O4, « € {1,2} nalezace do wspoélnej orbity dziatania G, a
zatem takze (y1,y2) € Zxn(O1xOs), co przeczyltoby roztacznosci O1 x Oy i Zx. W konsekwencji
Lematu (1| zbiory 757/G(O4) sa otwartymi otoczeniami punktéw 7y7/q(2a) W przestrzeni orbit.

W nastepnej kolejnosci dokonamy rozkladu rozmaitosci M na wlozone wen gltadko orbity dzia-
tania grupy G, po czym stowarzyszymy z tym rozkladem stosowne lokalne mapy, w ktorych
wspolrzedne kartografujace kierunki transwersalne do (bliskich sobie) orbit zostana ostatecznie
wykorzystane w konstrukeji atlasu przestrzeni orbit. Punktem wyjscia do tak zakreslonej taktyki
jest upewnienie sie, ze orbity dzialania grupy sa w istocie podrozmaitosciami gtadko wlozonymi w
M. W tym celu rozwazymy odwzorowanie gladkie, okreslone dla dowolnego (ustalonego) punktu
reM,

Q. =A(2) : G— M : g— A(g,2),
0 oczywistej wlasnosci
2,(G)=Gpz.
Odwzorowanie to jest jawnie G-ekwiwariantne,
Vgeq @ Qgoly=Xrg0Q,,

tj. splata ze sobg dzialania G: lewe regularne na sobie oraz A na M, a poniewaz pierwsze z tych
dzialan jest przechodnie, przeto mozemy odniesé do Q, teze Tw.[2] wnioskujac o stalosci rzedu
tego odwzorowania. Ponadto jest ono injekcja, oto bowiem réwnosé

92> =0(92)=Q(g1) =1 >z — (gg_l-gl)bx:x

oznacza — wobec zalozenia dotyczacego charakteru dziatania A — réwnosé

951'91=6 — g2 =91-

To jednak w polaczeniu z wezesniejsza konkluzja, a w odwotaniu do twierdzenia o immersywnosci
gladkiej injekcji o stalym rzedzie (wynikajacego wprost z twierdzenia o stalym rzedzie), pozwala
stwierdzi¢, ze €, jest immersja. Przy tym ilekro¢ K c M jest zwarty, wiec tez (wobec hausdorf-
fowskogci M) domkniety, jego przeciwobraz 2,'(K) jest domkniety w G wobec ciagtosci €, a
poniewaz dla dowolnego nalezacego doni elementu g zachodzi relacja g >z € IC, czyli tez

(g (Ku{z}))n(Ku{z})=(9pKu{gra})n(Ku{z})o{gra}+a,
co implikuje jego zawieranie sie
Q' (K) c G(Ku{z})

w zbiorze G(K u {z}), ktory jest zwarty na mocy Stw. przeto Q;1(K) jest zwarty. To za$
oznacza, ze (), jest odwzorowaniem wlasciwym, a zatem ostatecznie — w konsekwencji poprzed-
nich ustalen — gtadkim wtozeniem (jest nim kazda injektywna immersja bedaca odwzorowaniem
wlasciwym — patrz: Niezbednik Rozmaitosci).

Wybierzmy (dowolnie) punkt = € M, a wraz z nim jego przeciwobraz e € G wzgledem €,
i lokalne mapy: k. : O, — R*P_ D = dimG na pewnym otoczeniu otwartym O, elementu
neutralnego e w G oraz r, : Op — R, N =dim M na pewnym otoczeniu otwartym O,
punktu z w M, w ktorych lokalna prezentacja wlozenia 2, przybiera postaé¢ kanoniczna (jako
immersja), czyli

Go{2}n0O, = n;;(uz x{0,}),
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gdzie U, € 7 (R*P) jest homeomorficznym obrazem fragmentu orbity z zawartego w O,. Niechaj
Ay = 5;1({013} x ]RXN)

bedzie podrozmaitoscia O, transwersalna do (fragmentu) rzeczonej orbity G > {z}, wyznaczajaca
rozktad przestrzeni stycznej

ToM =To(Go {z}) @ T2 AL,
w ktérym wobec immersywnosci €2, identyfikujemy
(3) TeQ(TeG)=T,(Go {a}) c T, M.
Oznaczmy dalej

0z = AMaxa, + GxAy — M.

Wykazemy, ze 0, jest dyfeomorfizmem na pewnym otoczeniu punktu (e,z) € Gx A,. W tym celu
wykorzystamy gladkie wlozenie

1y 0 G—GxAy : g—(g,7)
do rozlozenia odwzorowania 2, wedle schematu
Q= 6,00,,
a zatem takze — stycznego do niego:
T = Tee)0z 0 Tets
Zwazywszy Rown. , konstatujemy prawdziwosé¢ relacji

T(e,m)éw(T(e,m)(G X ALE)) = T(e,m)(sz(TeG @ Ta:Aw) 2 T(e,m)(sw(TeG @ {OTlAI})

T(e,a:)(sz © Telz(TeG) = TeQm(TgG) = Tx(G > {z}) .
Wprowadzmy dalej gtadkie wlozenie
Ze:Az—)Gan::y'_)(evy)

podrozmaitosci transwersalnej do (lokalnego fragmentu) orbity G > {x}, aby moc roztozyé gtadkie
wlozenie ja, @ Ay — M w postaci

Ja, =0z 00
i— co za tym idzie — styczne do niego:
Tyin, = Tey)0z© Tyte -
Wobec oczywistej réwnosci
Tote(TeAy) = {01.c} @ T2 A,
otrzymujemy tym razem relacje

T(e,m)5w(T(e,x) (G x Ax))

6]

T(e,z)(sx({OTeG} ® TlA.L) = T(e,a:)(S;L' 0 TJ,Ze(TlAJ,)

= Toia, (ToAg) =T AL c T, M,
ostatecznie zatem stwierdzamy, ze
Teen)0e(Teemy (G x AL)) 2 T (G {2)) @ T,A, = T, M,
skoro za$ zarazem
TaM 2 T(e)02(Teny (G x Ay)),
to nieuchronnie
Tede(Teay(GxAL)) =T, M,

co dowodzi surjektywnosci T, ,)d., a poniewaz jest tez — wobec ustalonej wezesniej immersywnosci

Q. —
dimR T(e,ac) (G X AE) = dimR TeG + dimR TIAI
9
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= dimg T,(Gv> {z}) +dimg T, A, =dimg T, M,

przeto T(. )0, jawi si¢ bijekcja. Na tym etapie mozemy juz odwolaé¢ si¢ do twierdzenia o
lokalnej odwracalnosci odwzorowari, aby orzec istnienie pewnego otoczenia otwartego 1, punktu
(e,z) € G x A, odwzorowywanego dyfeomorficznie przez (ograniczenie) d§, w pewne otoczenie
otwarte @, punktu z € M. Biorac pod uwage nature topologii (produktowej) na G x A, (we-
dle schematu myslowego wylozonego na poczatku niniejszego dowodu w uzasadnieniu hausdorf-
fowskosci topologii ilorazowej na przestrzeni orbit), upewniamy sie, ze pierwsze z tych otoczen
mozna wybra¢ w postaci produktowej V, = W, x Wy, przy czym z kazdego z otoczen: W, a €
{e,x} mozna wyjaé prezwarte przeciwobrazy pewnych kul otwartych B (%.(e) = Op;e.) =
Fe(We), €c > 0 oraz — odpowiednio — BN "P(%.(z) = On_p;ez) = Ra(W,), €2 > 0 wzgledem
lokalnych map %, : W, — R*P oraz — odpowiednio — %, : W, — R*N"P W dalszej czesci
naszej analizy skupimy uwage na otoczeniu produktowym Vo= We x W,.

W nastepnej kolejnosci pokazemy, ze otoczenie W, ¢ A, mozna wybra¢ na tyle malym,
azeby kazda orbita dzialania G przecinala je w co najwyzej jednym punkcie. Zalézmy przeci-
wnie i rozwazmy przeliczalng baze otoczeri © w W, zlozona z przeciwobrazow wrzgledem =,
rodziny kul otwartych BYN"P(0nx_p;rn), T = m, n € N. W kazdym z przeciwobrazéw
B, =%, (BY"P(0yx_p;rn)) tkwi para punktéw x, oraz y, # z, nalezacych do tej samej orbity,
tj. spelniajacych warunek vy, = g, > x,, dla pewnego elementu g, € G. Przy tym wobec zalozonej
postaci bazy otoczen oba ciagi punktow w (prezwartym) W, zbiegaja do x,

lim xn:ngi_glo(gnbxn)v

n—oo

a zatem — w $wietle Stw.]2] a z racji wlasciwego charakteru A — ciag ¢. zdefiniowany przez pare
ciagow (x.,y.) zawiera podciag g, zbiezny do pewnego elementu ¢ € G. Ciaglo$¢ dziatania A
pozwala nam zatem zapisa¢ ciag réwnosci

g >x= A(’gl_)n;lo (gnkaxnk)) = kh—>n;lo )‘(gnkaxnk) = k}l—{{.lo y’ﬂk = $7

a poniewaz mamy do czynienia z dzialaniem wolnym, przeto nieodzownie g = e. Jednakowoz dla
dostatecznie duzych wartosci k € N zachodzi gy, € We, przy czym g,, # e (wszak y,, # 2, ) wiec
tez

)‘(gnkamnk) =Yny = )‘(67 y’ﬂk) )

co z racji injektywnosci 6 I35 577, = M3y 7. implikuje rownosé

(gnk ) xnk) = (6, ynk) s
prowadzaca do jawnej sprzecznosci. Otoczenie W, o postulowanej cesze zawsze zatem istnieje.
Rozwazmy teraz zlozenie homeomorfizmoéow
) ~ -1 ~ A o S5z _
¢7; = (Kexfiw)o(&xrﬂz) : Ox_—’VwEWeXWw_—’BD(OD;ge)XBN D(ON_D;EJ;).

Pokazemy, ze okresla ono lokalna mape zgodna z dziataniem grupy G w tym naturalnym sensie,
ze orbity tegoz dzialania sa w tej mapie hiperptaszczyznami parametryzowanymi przez pierwszych
D wspoétrzednych. Zacznijmy od tego, ze wobec otwartosci zaréwno swojej dziedziny, jak i prze-
ciwdziedziny homeomorfizm ¢, dopuszcza postulowana interpretacje, pozostaje wiec jedynie up-
ewnié¢ sie co do stusznosci naszych oczekiwan dotyczacych opisu fragmentéw orbit zawartych w
jego dziedzinie. Mamy

d);l : BD(OD;66)XBN_D(ON_D;Sw)—>6w

(€.0) — 6.(7.1(9), 7.1 (Q) = MR (9), 7. (Q))

bez trudu przeto stwierdzamy, ze dowolna hiperpowierzchnia ( = (. = const jest zawarta w poje-
dynczej orbicie, oto bowiem jej homeomorficzny przeciwobraz w M wzgledem ¢, spelnia relacje

6.1 (B2 (0p;ee) x {G.}) = A(W. {%gl(@)l}o) e MG x {71 (¢)}) = G o {751 (G}
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Rozumowanie to pokazuje, ze dowolna orbita G > {y}, y € M przecina O, wzdhiz sumy mno-
gosciowe]j (fragmentéw) hiperpowierzchni o opisie wspolrzedniowym ¢ = ¢; = const, ¢ € I, dla
pewnego zbioru indeksow I,. Otoczenie W, zostalo jednak wybrane tak, izby dowolna orbita
przecinala je w co najwyzej jednym punkcie, wobec czego |I,| < 1. Lokalna mapa ¢, jest zatem
— w istocie — zgodna z dzialaniem G w okreSlonym wyzej znaczeniu i moze byé wykorzystana w
kartografowaniu przestrzeni orbit na otoczeniu punktu mysq(z) = [x].

Skonstruujemy teraz lokalng mape na otoczeniu WM/G(6w) punktu [x], pamietajac, ze ot-

warto$¢ zbioru W}y[/(;(@z) > [z] w topologii ilorazowe] jest zapewniona przez otwarto$é rzutu
kanonicznego 7y;/q, stwierdzona w Lemacie I, Oznaczmy lokalne cigcie przez x w poprzek orbit

zawartych w O, symbolem
A, =¢.'({0p} x BN P (0n_p;ie,))
i zauwazmy, ze ograniczenie rzutu kanonicznego
TGlx, - A, — 7r1\/1/(;((75:1:)

jest bijekcja w $wietle zalozenn poczynionych w odniesieniu do charakteru przecie¢ orbit dziatania
G z O, oraz z racji potwierdzonej zgodnosci mapy ¢, z tymze dzialaniem. Przy tym ilekroé¢
W c A, jest podzbiorem otwartym, jego obraz w przestrzeni orbit

(W) = magaod, ({0p} x pryo ¢ (W))

TM/G © ¢;1(BD(OD386) X Ppry o ¢I(W))

jest w oczywisty sposéb otwarty jako obraz wzgledem zlozenia odwzorowan otwartych zbioru
BP(0p;e.) x pryo ¢ (W) otwartego w topologii produktowej — wszak ¢, jest homeomorfizmem,
wiec tez odwzorowaniem otwartym, a rzut na drugg skltadowa zadanego przezen zbioru ¢, (W)
otwartego w topologii produktowej, czyli bedacego sumg mnogosciowa iloczynéw kartezjanskich
zbioréw otwartych, jest takaz suma rzutéow tychze iloczynéw na druga sktadowa, wiec takze zbiorem
otwartym w R*N~P_ Koniec koncow odwzorowanie ograniczone mTajclx, Jest zatem homeomor-
fizmem, ktorego ciagla odwrotno$é¢ bedziemy oznaczaé¢ symbolem

-1 — &~
o1 = (Tusa rZ\m) f e (Or) — Ag .
Zdefiniujmy odwzorowanie
Yla] =PI 0 Pz 00y ¢ 7TM/G(693) A, = {0p} x BNP(0n_pies) — BV P (On_pses),

ktore — jak tatwo widaé — jest homeomorfizmem otoczenia otwartego s /G(@Vm) na kule otwarta
BN-P(0n_p;e,) ¢ R*N"Pczyli — innymi stowy — lokalna mapa klasy C°. Nalezy przy tym
podkresli¢, ze lokalna prezentacja rzutu kanonicznego okreslona przez lokalna mape ¢, na O,
oraz stowarzyszona z nia lokalng mape t¢(,) na WM/G(ﬁz) przyjmuje prosta postac

Yo maja o dyt + BP(0piee) x BN P(0n_p;e,) » BN P (0n-psey),

o0 jawnie submersywnym charakterze. Odwzorowanie o[, ma zatem naturalna interpretacje ciecia
lokalnego submersji 7y /. Jesli wiec zaindukujemy strukture rozmaitosci na M /G z tej na roz-
maitosci M (j/w) przy uzyciu podatlasu na M utworzonego przez wszystkie mozliwe mapy lokalne
na M zgodne z dziataniem G i wszystkie ciecia lokalne rzutu kanonicznego nad obrazami — wzgle-
dem tegoz ciecia — ich dziedzin, to dla zakonczenia dowodu twierdzenia pozostanie nam jedynie
wykazaé¢ gladkos¢ odwzorowan przejscia miedzy mapami okreslonymi na przecinajacych sie nie-
pusto otoczeniach w przestrzeni orbit, a na koniec — jedyno$é tak otrzymanej struktury gtadkiej.

Niechaj zatem v, ,7 : wM/G((ZA) = BN"P(0n_pics,), Ac{1,2} bedg dwiema lokalnymi
mapami spelniajgcymi warunek WM/G((”)V;EI) n 71'M/G((”)vw2) + @, a stowarzyszonymi z lokalnymi
mapami ¢, 6“ =N BP(0p;ee.a) x BN"P(0,;¢,,). Przecinanie si¢ rzutow FNI/G(ézA)
otoczen O, , odnos$nych punktéw x4 oznacza, ze sa w tych otoczeniach punkty y4 € O, , halezace

do tej samej orbity, tj. y2 = go1 > y1 dla pewnego elementu go; € G, mozemy zatem bez straty
11
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ogolnosci (dokonawszy — jesli trzeba — trywialnego przesuniecia w przeciwdziedzinach obu map
¢z 4) DPrzyjac, ze ya = x4 1 jest spelniony warunek
T2 =921 > T1.

Zalézmy najpierw, ze go1 = e, a wtedy mozemy wprost rozpatrze¢ odwzorowanie przejscia miedzy
mapami ¢, = (£1,81) 1 Pz, = (&2,(2) na zbiorze 015 := 6m1 a 612. Jako ze przeciecia dowolnej
orbity z kazdym z otoczenn odpowiadaja stalej i jedynej wartosci (3 oraz takiejz wartosci (o,
przeto gladkie (wprost na mocy konstrukeji — wszak ¢, sa mapami na gtadkiej rozmaitosci M)
odwzorowanie przejScia miedzy obiema mapami jest postaci

2, © (62, 1012) 2, (O12) — ¢, (O12)
(61(1),G(y) — (Fro(61,.G1), F20G) (),

gdzie F} i F5 sa pewnymi odwzorowaniami gtadkimi. W szczegélnosci wiec otrzymujemy relacje

G(y)=FoCi(y), yeOi,

z ktorej odczytujemy jawnie gtadka posta¢ odwzorowania przejscia miedzy mapami indukowanymi:

-1

-1
Dlaa] © (V1) Mgy (012))
W] © Tarjc (Or12) — V) © Tarjc(O12)

pry 0 ¢ay o (Tar/ 'x,, )_l(ﬂ'M/G(y)) =1 (y) — Gy) = R(QW)).

W przypadku g¢o1 # e nie mozemy wprawdzie a priori rozwaza¢ odwzorowan przejécia miedzy
mapami ¢, 1 ¢z, na O12 (zbiér ten moze byé w szczegolnosci pusty), ale mozemy zastapic
mape lokalng ¢,, oraz ciecie lokalne o[,,] uzyte w definicji mapy lokalnej ¥r,,] na mar/c(Oq,)
innymi z tego samego podatlasu na M i- odpowiednio — zbioru cig¢é lokalnych rzutu kanonicznego,
indukujacych mapy lokalne na przestrzeni orbit, ktére wspolnie wyznaczaja te samg mape lokalna
Y[z,] DA a1y (O, ), ale jednoczesnie przeprowadzaja punkt z jej dziedziny przez zbior otwarty
w nakryciu M przecinajacy si¢ z O,, W pewnym otoczeniu otwartym zi, co sprowadza nas do
poprzednio zweryfikowanego przypadku. Oté6z wiec uzyjmy automorfizmu A aby zdefiniowaé
odwzorowanie

921

(ﬁii = ¢$2 o Ang . Aggi (61172) —;—) BD(OD;ge,Q) x BN_D(ON_D;gmz)

na otwartym (wprost z konstrukeji) otoczeniu )\9511((512) punktu z;. Jako ze automorfizm Ay,
21

1

przeprowadza orbity na orbity, jest mapa lokalng zgodna z dzialaniem G. Definicje te uzu-

peliamy stosowng definicja lokalnego cigcia rzutu kanonicznego nad mar/q(Oq, ),

21

Olea] = Agat © Olaa)

Ta ostatnia ma sens, gdyz
21 .
TM[G © Olas] = TM/G © Olaz] = 1d7TM/G((5aa2) ’

a przy tym zgodnie z zapowiedzia odtwarza, w polaczeniu z nowa mapa lokalng, wyjsciowa mape
lokalng na 7y7/G(Og,), 0 czym przekonuje bezposredni rachunek:

21 21 21 21 21 _
1/}[12] =Pprpo ¢a:1 ° 0[12] =prpo ¢I1 ° /\921 ° )‘ggll ° J[xz] =prgpo (bxl © 0'[12] = w[;cQ] .

To koniczy dowdd istnienia struktury gltadkiej, o ktorej jest mowa w tezie twierdzenia. Nalezy
jeszcze wykazaé struktury tej jedynosc.

W tym celu rozwazmy dowolne dwie takie struktury na tej samej przestrzeni orbit M/G,
oznaczajac odnosne jej kopie indeksem: (M/G)4, A€ {1,2} dla wygodnego odroznienia. Wprost
na mocy poczynionego zalozenia rzut kanoniczny g @ M - (M/G)a, A€ {1,2} jest w obu

12
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przypadkach gtadka surjektywna submersjg, mozna zatem odnie$é¢ do niego teze Stw.2.1 (o kwazi-
uniwersalnej wlasnosci submersji), i to na dwa sposoby: mozemy oto zapisa¢ diagram przemienny

(M/G)2

T™™/G
/ idM/G ,

M T{/(}) (M / G)l
w ktorym traktujemy my,q @ M - (M/G); jako submersje, myq @ M - (M/G)a za$ (to
samo odwzorowanie) — jako odwzorowanie referencyjne, ktorego gladkosé¢ przesadza o gladkosci
idpz/q; mozemy tez zamieni¢ miejscami (i rolami) (M/G); i (M/G)2, co prowadzi do wniosku, ze
takze wtedy, gdy traktujemy idy;,q jako odwzorowanie z (M/G)s w (M/G), jest ono gladkie,
co jest rébwnoznaczne z réwnowaznoscig obu struktur rézniczkowych. O

Uwaga 1. Czesto przyjmuje sie, ze nosnik struktury rozmaitosci topologicznej powinien spetniaé
drugi aksjomat przeliczalnosci. Bez trudu przekonujemy sie, ze przestrzen orbit M/G ma te
ceche, oto bowiem obraz dowolnej skoniczonej lub przeliczalnie nieskoniczonej bazy & := {Op, bneren
topologii M wzgledem rzutu kanonicznego na przestrzen orbit, my/q(0) = {7a/q(On) Fneren, jest
— w $wietle Lematu [I| - odpowiednia baza topologii (ilorazowej) M /G. Istotnie, mp,G(C0) jest
pokryciem otwartym M /G, a ponadto dla dowolnej pary 7ar;q(On,), Tar/q(On,), n1,n2 € N
elementow tej rodziny o niepustym przecieciu mar/q(On,) N Tarjc(Ony) > G >, 2 € M istnieje
element 7p7/c(Onyy) € Taryc(Ony) N Tarja(Ony) o whasnoscl my ) (Ony,) 3 G > . W rzeczy
samej, z relacji mar/q(On,) N Taryc(On,) 3 G > 2 wynika istnienie punktow x4 € Oy ,, A€ {1,2}
oraz elementu grupy go1 € G spelniajacych relacje o = go1 > 21, wobec czego zbior Ay, (On,) ma
niepuste przeciecie z O,,, a poniewaz jest otwarty (jako homeomorficzny obraz zbioru otwartego),
przeto jest suma mnogos$ciowa pewnej rodziny elementéw bazy €. Przynajmniej jeden element tej
rodziny — oznaczmy go O,,, — przecina si¢ niepusto z O,,, a zatem — wprost na mocy definicji
bazy topologii — istnieje element O,,,,, € O spelniajacy warunek

On122 c Oan n Onz c )‘921 (Onl) n Onz )
z ktérego wynika juz pozadany warunek

71—JW/G((971122) c WM/G()\Q21(O"741) n Onz) c 7r1\/[/@'(/\921((9“1)) n 71—1\/1/(}((9712)

= Tac(Ony) N 7ar/c(Ony) -

Wreszcie na koniec zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru otwartego O ¢ M /G zachodzi — wprost na
mocy definicji topologii ilorazowej oraz wobec bazowego charakteru & — tozsamosé

-1
WN[/G(O) = U Onl )
iel
w ktorej I ¢ N jest pewnym zbiorem indeksow. Wobec powyzszego otrzymujemy réwnosé

mya(Taa(0)) = 7TM/G(UI On,) = LJ maryc(On,)

ktora przesadza o bazowym charakterze my;/q(0).

Na zakoiiczenie tej czesci wykladu wypowiemy stwierdzenie istotne z punktu widzenia zas-
tosowan teorii grup Liego w opisie nieliniowych realizacji symetrii w teorii pola (w szczegolnosci
w modelowaniu efektywnej teorii pola ,maltych” wzbudzen klasycznej jej prozni), a mianowicie

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Lematu [I] i niechaj G bedzie grupa Liego, H ¢ G za§ —
jej podgrupa domknieta. Istnieje dokladnie jedna struktura rozmaitosci gtadkiej na przestrzeni
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ilorazowej G/H z topologia ilorazowa zaindukowana z G, wzgledem ktorej rzut kanoniczny 7y :
G — G/H jest surjektywna submersja. Naturalne lewe dziatanie

(4) [6]. : Gx (G/H) > G/H : (7.gH) — (§-g)H

jest gladkie wzgledem tej struktury. Gladka rozmaitos¢ G/H z dziataniem grupy G okreslona
tym sposobem nosi miano gladkiej przestrzeni jednorodnej G.

Dowdd: Rozwazmy dziatanie p : GxH — G : (g,h) — g-h podgrupy H c G na grupie G
otrzymane w wyniku ograniczenia do tejze podgrupy prawego dziatania regularnego G na sobie.
Jest ono jawnie swobodne, a przy tym mozemy je zapisa¢ jako superpozycje
p =mo (idc x ju)

odwzorowan gtadkich (przy czym gladkosé¢ kanonicznego wlozenia jg : H — G wynika wprost
z twierdzenia Cartana o podgrupie domknietej grupy Liego), zatem jest tez gladkie. W swietle
Stw. jest ono rowniez wlasciwe, mozemy wiec odniesé do pary (G,H) teze TW. konstatujac
prawdziwos¢ pierwszej czesci tezy twierdzenia dowodzonego. Pozostaje zatem wykazaé¢ gladkosé
dzialania [A]. Zauwazmy, ze dziatanie to domyka diagram przemienny

G/H

TG/HOM

[A]

)

GxG—GxG/H
idgxmg/m
w ktorym idg x mq/u jest submersja, co pozwala zastosowa¢ Twierdzenie o kwazi-uniwersalnej
wlasnosci submersji (Stw.0.29 z Niezbednika rozniczkowo-geometrycznego), aby wywnioskowaé
gtadkosd¢ [A] z gladkosci odwzorowania mq i om, wynikajacej ze stwierdzonej wezesniej gtadkosci
mgu 1 zalozonej gladkosci m. O
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