W ZWIAZKU Z WIAZKAMI:
ROZWLOKNIENIA, TRYWIALIZACJE,
CIECIA, SNOPKI T REKONSTRUKCJE

(MAWF °23/24 1.XIX, 1.XX, 1.XXI & 1.XXII [RRS])

Fi1G. 1. Snopowiazalka McCormicka, bedaca adaptacja wynalazku Johna F. Ap-
pleby z 1858 r., ktora zrewolucjonizowata proces zniwny w Ameryce Pélnocnej w
konicu XIX w., podnoszac wydatnie jego wydajnosé (plakat reklamowy z 1884 r.).
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1. STRUKTURY OGOLNE

W wykladzie poprzednim okreslilismy ogélny cel naszych dalszych rozwazan — jest nim kon-
strukcja gladkich rozktadow struktur modelujacych przestrzenie wewnetrznych stopni swobody
(przestrzenie wektorowe, algebry, grupy itd. z uzgodniong struktura topologiczna i rozniczkowalna)
nad rozmaitoscia bazowa. Pojecia podstawowego dostarcza nam
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W zwiazku z wiazkami (MAWF ’23/24 1.XIX, 1.XX, 1.XXI & 1.XXII [rrS])

Definicja 1. Wiazka wléknista klasy C'*° to czworka
(Ev B7 Fa 71—E')

ztozona z rozmaitosci gladkich:

e FE, zwanej przestrzenia totalna (wiazki);

e B, zwanej baza (wiazki);

e F, zwanej wldknem typowym (wiazki);
oraz odwzorowania surjektywnego klasy C*°

g E— B7
zwanego rzutem na baze (wiazki), dla ktorych istnieje pokrycie otwarte Op = {O;};e; bazy B
wraz ze stowarzyszona z nim rodzing dyfeomorfizmow klasy C'*
Ti - ﬂél(o,) i> Ol X F‘7

zwanych trywializacjami lokalnymi (wiazki), domykajacych diagramy przemienne

75 (0) — > O, x F

N

Pokrycie o powyzszej wlasnosci okreslamy mianem trywializujacego. Odwzorowania
gij * Oij — Aut(F) c Dlﬂoo(F,F)
okreglone, dla wszystkich par indeksow (i,;) € I*2, dla ktorych O;; = O; n O, # @, przez super-
pozycje dyfeomorfizmdow
Tij =T Ole to,xr @ Qi xF O (x,f) — (2,95 (2)(f)),

gdzie odwzorowanie O;; x F' — F' : (x,f) — gij(:);‘)(f) jest z zalozenia klasy C°°, sg nazy-
wane odwzorowaniami przej$cia (wigzki), a grupa automorfizméw Aut(F) wlokna typowego
(ktorej ewentualne zawieranie si¢ wlasciwe w grupie Diff”(F, F') dyfeomorfizméw wldkna ty-
powego wyraza zgodno$¢ z dodatkowa na nim struktura, jak np. struktura liniowa lub struktura

grupy) zyskuje miano grupy strukturalnej (wiazki). Wiazke bedziemy nieraz reprezentowaé
przy uzyciu diagramu

F~~—~~F

TE

B

sygnalizujac za posrednictwem falujacej strzatki osobny status ontologiczny wldkna typowego (tj.
brak kanonicznego jego odzorowania w przestrzen totalng).
Przeciwobraz punktu z € B wzgledem rzutu kanonicznego,

Wél({x }=E,
nazywamy wldknem wiagzki F nad =x.
Morfizm wigzek wloknistych miedzy dwiema wiazkami wioknistymi (Ey, By, Fo, 7R, ), @ €
{1,2} to para (@, f) odwzorowan klasy C*°, ktore czynia przemiennym ponizszy diagram

Ey

Es

TE, TEy |

By ——— B
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W zwiazku z wigzkami (MAWF '23/24 1.XIX, 1.XX, 1.XXI & 1.XXII [rrS])

Izomorfizm wigzek wloknistych pokrywajacy identycznosé na bazie, czyli spelniajacy warunek
f =1idp, nosi miano rownowazno$ci wiazek wtoéknistych.

Przyklady 1. (1) Wiagzka trywialna to czworka
F——BxF

pry

B

a wiec np. 2-torus T? = S! x St — S, walec S! x R — St

(2) Wstega Mdbiusa jako wiazka nietrywialna nad S! o wloknie typowym R.

(3) Wiazka Hopfa (S3,S?,S!,h), przy czym rzut na baze my we wspohrzednych (21, 29) =
((zo,71), (z2,73)) na C*2 =R** 5 { (wg,71,72,73) e R | 23+ 23+ 23 +22=1}=§°
przyjmuje posta¢ my(z1,20) = (22122, |21]% - |22)?) € S c R*3.

(4) Niechaj (E, Bs, F,mr) bedzie wiazka wtoknista o lokalnych trywializacjach 7; : 75 (O;) =
O; x F stowarzyszonych z pokryciem trywializujacym Op, = {O;}ie; bazy Ba, a f
By — By — odwzorowaniem klasy C*. Wéwczas czworka

(f*E=Byxp, E,By,F,pry),

jest wiazka, zwana wigzka cofnieta (wzdluz f), o
e przestrzeni totalnej w postaci produktu Wléknistegcﬂ

Bixp, E - E
pry TE

B B

1 f 2

ktory wyposazamy w topologie podprzestrzeni indukowang z topologii produktowej
na Bl><EDBl XB2E;

e rzucie na baze¢ m+g = pry PBixp, B¢ B; xp, E — B; danym jako (odpowiednio
ograniczony, a jawnie surjektywny) rzut kanoniczny na pierwsza sktadowa;

e wlbknie typowym tozsamym z widéknem typowym FE i wiéknie nad punktem bazy
x € By danym w postaci {z} x 75" ({f(2)}) = Efa;

¢ trywializacjach lokalnych

7" = (idgr 0,y % (a0 7)) ot (r2000) ' (£71(00) = FH(O) x F

stowarzyszonych z pokryciem trywializujacym f*Op, = {f 1(O;)}ier (jego otwartosé
jest konsekwencja ciaglosci f).
Trywializacje sa W oczywisty sposéb dobrze okreslone, oto bowiem mamy tozsamosé

pryf le32 (f (O; )) pryf le52 (Wél(oi))zpril(ﬁ_l(oi XF)):

wynikajaca z przemiennosci powyzszego diagramu. Ponadto gtadkosé odwzorowan struk-
turalnych: mpp i Tif jest konsekwencjg submersywnosci wg. Oznaczywszy rzeczone
wlozenie (klasy C*) jako vy« : By xp, E = By x E, mozemy zapisa¢ oba odwzorowania

jako superpozycje odwzorowan gtadkich:
TfrE =PIy oOLfe, Tif (idg-1(0) x (praom)) o pst eyt (£1(00)
Bez trudu wyznaczamy odwzorowania przejscia wigzki cofniqtej,

g‘ifj* =gijo fly10,) ¢ fﬁl(Oij) — Aut(F).

IStruktura do samodzielnego opracowania na podstawie [Sus23|.
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W zwiazku z wiazkami (MAWF ’23/24 1.XIX, 1.XX, 1.XXI & 1.XXII [rrS])

(5) Niechaj (Ea, B, Fa,7g,), A€ {1,2} beda wiazkami wioknistymi o trywializacjach lokalnych
TAi © 771_51;\(01') —> O; x F4 1 odno$nych odwzorowaniach przejscia ga;; : Oi; x Fa O
: (z, fa) — (2,944;(x)(fa)) stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym
Op ={0,}ics bazy B. Wowczas czworka
(WE1E2 = WEQEl = Ey xg By, B, F1 x Fy, 7, opry = Tg, 0 pry)

jest wiazka nad wspdlng bazg obu wiqzelﬂ okre$lang mianem produktu wléknistego
wigzek wloéknistych, o
e przestrzeni totalnej w postaci produktu wloknistego

pra

By xp Es Es
pry TEy
FEy B
7!‘E1

bedacego podrozmaitoscia wlozona w Ej x Ey [struktura do samodzielnego opracow-
ania na podstawie dostarczonych materiatow;

e rzucie na baze wg, opr; =g, opry : Ei; xp E9 — B danym jako rzut kanoniczny
obliczony na dowolnej sktadowej kartezjanskiej;

e widknie typowym tozsamym z produktem kartezjanskim wlokien typowych obu sktad-
owych, E; x Ey, i wtoknie nad punktem bazy x € B danym w postaci E1, x Fa,;

e trywializacjach lokalnych

-1 z

2 (g, opry) (0;) — O; x Fy x Fy = (eq,e2) — (7 (e1),pry 071'2(62))-
Trywializacje lokalne sa w oczywisty sposob gladkie (klasy C°°), podobnie jak ich
odwrotnosci

-t OiXF1XF2i’(7TE1°pr1)_1(O73)

7

(xﬂfhf?) — (Til_l(xvfl)aTzz_l(xafé))'

Znajomosé tych ostatnich pozwala nam ustali¢ odwzorowania przejscia:
2 07]12_1 2O x Fix Fy O (z, f1, f2) — (-T7gilj(x)(fl)agizj(x)(f2))'

Jak przekonuje chwila zastanowienia nad struktura lokalna wiazki w obrazie trywializacji lokalnej,
rzut na baze jest surjektywna submersja. Prosta, acz nader istotna fizykalnie konsekwencje tego
faktu wystawia

Twierdzenie 1. Niechaj M4, A€ {1,2} beda rozmaitosciami gtadkimi i niech f : M; — Ms

bedzie odwzorowaniem submersywnym w punkcie x € M. Istnieje wéwczas otoczenie Oy (,y ¢ Ma

punktu f(x), na ktérym jest okreslone odwzorowanie o : Oy(,)y — My klasy C* o wlasnosciach
foo=ido,,, A oo f(x)=u,

zwane cieciem lokalnym odwzorowania f przez x.

Dowdd: Teza ma charakter lokalny, mozemy zatem ograniczyé¢ rozwazania do pewnego otoczenia
O, > = bedacego dziedzina lokalnej mapy k; : O, — U, Uy € T(R*™), ny = dim My, w
ktorej w1(x) =0, a takze — do pewnego otoczenia Oy, > f(x) bedacego dziedzing lokalnej mapy
Ko : 6f($) i>Z/l2, Uy € T(R*™), ng = dim My, w ktorej koo f(x) = 0. Submersywnosé f w x
oznacza, ze odwzorowanie styczne

Tn(w):O(HQ ° f ° ’111) : Tfﬂ(:r):ORxnl =R — TngOf(@):Ome =R

2To eksponuje zasadnicza réznice miedzy ta wiazka a rozwazana poprzednio wiazka cofnieta.
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W zwiazku z wigzkami (MAWF '23/24 1.XIX, 1.XX, 1.XXI & 1.XXII [rrS])

jest epimorfizmem przestrzeni R-liniowych. Niechaj zatem V; ¢ R*™ bedzie (dowolna) pod-
przestrzenig izomorficznie odwzorowywana w R*"2 przez (ograniczenie) T, (,y(k20 fo kil), a
wtedy odwzorowanie styczne do odwzorowania klasy C*°

Fi=rgo fori lyav, @ Ui nVi — Us c R,

o jawnie niepustej dziedzinie (wszak V7 jest podprzestrzenia w R*"' a U; jest otoczeniem wektora
0), jest odwracalne. Istotnie, wobec tozsamosci ToVy = Vi dziedzina ToF przyjmuje postaé
ToUy nTeVp =R*™ nVq = V4, co oznacza, ze ToF jest izomorfizmem

ToF =To(kgo fo K‘,Il)|vl .

W odwotaniu do Twierdzenia o Lokalnej Odwracalno$ci Odwzorowan wnioskujemy zatem, ze
F=koofory! lu,nv, ma pozadang lokalng odwrotnoéé ki oo o Kyt 'Fuy) klasy C% na pewnym
otoczeniu Uy ¢ F(U; nVy) wektora 0 = kg o f(2). Homeomorficzny przeciwobraz sy (Uy) tego
ostatniego jest postulowanym otoczeniem punktu f(z), na ktorym jest okreslone lokalne ciecie o
klasy C*°. O

Dodamy w tym miejscu rzut oka na wlasnos$é submersji, ktora ukazuje ja jako byt pokrewny
dyskutowanym w pierwszym semestrze algebraicznym strukturom uniwersalnym.

Stwierdzenie 1 (Kwazi—uniwersalnaﬂ wlasnosé submersji). Niechaj f : M; — My bedzie sur-
jektywna submersja klasy C'°°. Ponadto niech N bedzie C*-rozmaitoécia, a F' : My — N dowol-
nym odwzorowaniem. Odwzorowanie F jest klasy C*™ wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie
ztozone F o f : M; — N ma te wlasnosé. W szczegélnosei kazdemu C*-odwzorowaniu F

M, — N stalemu na poziomicach f odpowiada doktadnie jedno odwzorowanie E € C*(My, N)

o wlasnosdci wyrazonej — wraz z rzeczona wlasnoscia f — przez diagram przemienny
pry pro

INNs

M.

M,y

f
2
F I F
I F

v

N
Dowdd: Tlekroé F jest klasy C*, takze I o f ma te whasnosé jako superpozycja odwzorowari
klasy C*.

I odwrotnie, niechaj F o f € C*°(My,N). Wobec surjektywnosci f dowolny punkt w Mo
mozemy przedstawi¢ w postaci f(x) dla pewnego x € M;. Wybierzmy zatem (dowolnie) punkt
f(x) € My oraz jego otoczenie Oy .y c My, na ktérym jest okreslone ciecie lokalne o : Op(p) —>
M, odwzorowania f spelniajace warunki z tezy Tw.[[] Przyjawszy zapis dowodu rzeczonego
stwierdzenia, otrzymujemy tozsamosé
ktora dowodzi C'*°-gladkosci F'lo sy D@ gruncie zalozenia o C>-gladkosci Fo f oraz wynikajacej
ze TW.C *-gtadkosci ciecia lokalnego o. Dowolnos$é wyboru f(x) pozwala wnioskowaé o globalnej
C*°-gtadkosci F.

?’Powodem, dla ktérego wzbraniamy sie przed nadaniem tej wlasnosci submersji miana ,uniwersalnej”, jest to, ze
klasa obiektow, posrod ktorych para (Ma, f) odgrywa role ,inicjalng”’, jest zdefiniowana w terminach odwzorowania
f (chodzi o stato$é¢ na poziomicach tego odwzorowania).
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W zwiazku z wiazkami (MAWF ’23/24 1.XIX, 1.XX, 1.XXI & 1.XXII [rrS])

Wreszcie na koniec zajmiemy sie udowodnieniem istnienia i jednoznacznosci odwzorowania E' €
C>~ (M, N), spelniajacego tozsamosé
F=Fof.
Po pierwsze zauwazmy, ze kazde dwa takie odwzorowania pokrywaja sie na zbiorze f(M), ktory

z racji surjektywnosci f jest tozsamy z My, przeto odwzorowanie F moze by¢ co najwyzej jedno.
Wykorzystujac raz jeszcze surjektywnosé¢ f, postulujemy F w postaci jawnie gladkiej

F: My— N : f(a:)l—>Foa(f(sc))EF(x),

uzywajac przy tym dowolnego ciecia o opisanego w tezie Tw.[I] Zalozona przez nas statos¢ F' na
wloknach f przesadza o sensownosci powyzszego postulatu (F'(x) nie zalezy od wyboru reprezen-
tanta wtokna f~1({f(x)}), tj. nie zalezy od wyboru ciecia o, ktérego istnienie gwarantuje rzeczone
twierdzenie), a do tego wprost z definicji zachodzi pozadana tozsamosé
Fof(x)=F(x).
O

Powyzsza analiza elementarnych wtasnosci surjektywnych submersji odniesiona do rzutu na baze
wiazki prowadzi do wyrdznienia zbioréw odwzorowan z

Uwaga 1. Zbior cieé¢ lokalnych wiazki (E, B, F,ng) bedziemy oznacza¢ symbolem
1_\loc(E) )
a zbior jej cie¢ globalnych — symbolem
I'(E).

Z Def.[T] wytania sie obiekt geometryczny dostarczajacy rygorystycznego modelu gladkiego
rozktadu przestrzeni wewnetrznych stopni swobody F' nad baza czasoprzestrzenna B (ewentualna
obecnosé dodatkowej struktury rozniczkowej na B, tudziez na TB, jak np. tensora metrycznego,
nie odgrywa na tym etapie zadnego znaczenia). Zarazem istnienie trywializacji lokalnych wskazuje
wyraznie na mozliwosé zakodowania informacji o strukturze wiazki w lokalnie gtadkich odwzorowa-
niach przejscia g;;. O tym, jak bogata i jak wiernie przez nie kodowana jest to informacja, méwi
Twierdzenie 2 (O rekonstrukeji (izotypu) wiazki widknistej). Przyjmijmy zapis Def.[I] Odwzo-
rowania przejscia wiazki wioknistej (E, B, F,7g) o pokryciu trywializujacym Op = {O;};e; bazy
B spelniaja warunek 1-kocyklu
(1) Vijkel, 2c0,,  9ij(2) 0 grj(2) ™ o gri(a) = idp .

I odwrotnie, niechaj Op = {O;}ier bedzie pokryciem otwartym rozmaitosci gladkiej B i niech
F bedzie dowolng rozmaitoscia gtadka o grupie automorfizmow Aut(F) € Diff ™ (F, F'). Dowolna
stowarzyszona z Op rodzina odwzorowan

gij ¢ (’)ij—>Aut(F), ’i,jE[
indukujacych odwzorowania klasy C*°
Oijj x F'—F : (z, f) — gij(z)(f)

i spelniajacych powyzszy warunek okresla wiazke wloknista o odwzorowaniach przejscia stowa-
rzyszonych z O;; tozsamych z g;;. Illekro¢ odwzorowania te s3 odwzorowaniami przejécia pewnej

wigzki wioknistej nad B o wloknie typowym F, ta ostatnia wiazka jest izomorficzna z wigzka
zrekonstruowang na podstawie odwzorowan przejscia g;;.

Dowdd: Pierwsza czesé tezy jest bezposrednia konsekwencja nastepujacej réwnosci, stusznej dla
dowolnej trojki (4,4, k) € (IX?’) oraz (z, f) € O x F:

(z,f) = (do,, xidr)(z, f) = ((TZ OTJ71) o (Tx 07351)71 o (T o’r{l))(o:,f)

= (2,9i5(2) o gij (2) ™" o gri(z)(f)).
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W zwiazku z wigzkami (MAWF '23/24 1.XIX, 1.XX, 1.XXI & 1.XXII [rrS])

Punktem wyjscia do dowodu drugiej jego czesei jest konstrukcja sumy roztacznej |ier (O; x F),
na ktorej okreslamy relacje
. . Yy==xEe€ Oij
x? 7Z ~ o ) 9y — 9
(x, f,1) g (v,9,7) {g=gji(x)(f)
Warunek 1-kocyklu spetniony przez odwzorowania przejscia sprawia, ze jest to relacja rownowaznosci,
oto bowiem dla i = j = k dostajemy

9ii(2) = gis(x) 0 gii () ™' 0 gui(z) = idp
zatem ~, jest zwrotna, a dalej tenze warunek w polaczeniu z poprzednia konkluzja implikuje
sko$ng symetrie g;;,

g5i(x) © gij (x) = gji(x) © gur(2) ™" 0 gij(z) = id
ktora pociaga za soba jej symetrie, i wreszcie stosownie przepisany warunek 1-kocyklu,

9ij (%) © gjr(x) = gij () 0 grj ()™ = gri(2) ™" = gan () ,
oznacza, ze jest ona przechodnia. Mozemy zatem przejsc¢ od | l;er (O; x F') do zbioru klas abstrakeji
Hy.. = (L_Il (Oix F))/q. ,
na ktorym okreslamy surjekcje
T%,. + Ke. > B [(z, )], — .

Zauwazmy, ze dowolna klasa [(z, f,7)]., zawiera dokladnie jednego reprezentanta o ustalonym
indeksie, (z, f,i) € O; x F x {i}, gdyz — wprost z definicji —

(y7g7i)€[(x7f’i)]~g.. = (y,g):(a:,gm(l”)(f)):(x,ldp(f))=(x,f),

a poniewaz takze

v(:v,f)EOiXF : (33, fa Z) € [(Jj, f7i):|~g,, )
przeto otrzymujemy bijekcje

[Ti] : 77.%’319"(01') i) Ol xF [(‘r7f7i):|"’g“ — ((E,f)

Nastepnie wprowadzamy na %, . topologig ilorazowa nazywajac otwartym dowolny podzbiér O c
Ry.., ktorego przeciwobraz wzgledem rzutu
(2) r L (0ix F) — 2,

iel
jest otwarty w @gw w topologii sumy rozl@czne przestrzeni O; x F, i € I, z ktorych kazda jest
nos$nikiem topologii produktowej. W rzeczonej topologii ilorazowej bijekcje [7;] sa homeomorfiz-
mami, a rzut mg, jest ciagly. Otrzymana tu topologia jest hausdorffowska. Istotnie, ilekro¢
[(z1, f1,01)]~,. # [(xg,fg,ig)]Ng'_, mamy dwie mozliwosci: albo xo # x1, a wtedy rozdzielamy
punkty x7 i 2o zbiorami otwartymi — odpowiednio — O7 c O;, i O3 c O;, w hausdorffowskiej (z
zalozenia) bazie, po czym tworzymy jawnie rozlaczne otoczenia otwarte 7.(Oq4 x F x {in}), a €
{1,2} obuklas w %, . (m. utozsamia punktu we wtoknie nad wspdlnym punktem w bazie!), albo
tez xo = xq1 przy is =141 (jako Ze xo = x1, mozemy wybraé iy = i1, ewentualnie za cene zmiany f3),
a wtedy rozdzielamy punkty f; i fo zbiorami otwartymi — odpowiednio — U; i Us w hausdorf-
fowskim (takze z zalozenia) widknie F' i na zakoriczenie tworzymy rozlaczne otoczenia otwarte
T.(Os, x U x {i1}), o € {1,2} obu klas w %, (tym razem utozsamienia dotycza punktow w
Llier (O; x F) o indeksach pokrycia innych niz iq).

Mozemy juz teraz skonstruowaé atlas na tak okreslonej przestrzeni topologicznej. W tym celu
ustalamy atlas na zbiorze O; poprzez ograniczenie dowolnego atlasu na bazie B, otrzymujac tym
sposobem mapy lokalne & 4 : O; 4 = U;.a, AeJ; na podzbiorach O; 4 € 7(0;) (w topologii
podprzestrzeni) modelowanych na U; 4 € J(R*"), n = dimB, a do tego — atlas na wi6knie

4T0pologiq sumy rozlacznej tworza zbiory, ktorych przeciwobrazy wzgledem wszystkich injekcji kanonicznych
O; x F — Ljer (O; x F) sa otwarte.
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W zwiazku z wiazkami (MAWF ’23/24 1.XIX, 1.XX, 1.XXI & 1.XXII [rrS])

ztozony z map lokalnych (, : V, = W, a € K na podzbiorach V, € 7 (F) modelowanych na
Wy € 7(R*™), m =dim F. To uczyniwszy, definiujemy atlas na %, jako zbiér map lokalnych

. _ = xn+m
Ri, Ao . Qi,A,a = 7"-N((Qi,A X Va) - uLA X Wa cR "

[(ZE, fa 7;)],\,9" — (gi,A(I)7 Ca(f)) )
ktore sa dobrze okreslone, jako ze — w $wietle wczedniejszych naszych ustalenn — istnieje jedyny

reprezentant (z, f) € O 4 x Vo ¢ Oy x I klasy [(z, f,i)]., o ustalonym indeksie pokrycia i € I.
Na przecieciu ich dziedzin znajdujemy transformacje wspotrzedniowe

Ki,A,aj,B,3 = Ki,A,a © H;}B,g : "fj7B,,B(Oi,Aj,B x Vag) = Ki,4,0(0ia5,8 % Vag)
(&5,8(2),¢s(f)) — (&.a(2),Ca 0 gij(2)(f))
= (&4 0&5(4.8(2)) Ca o (950§ 8)(&8(2)) 0 51 (Cs())) -

Zwazywszy, ze odwzorowania &; 4 o {;13 sa transformacjami wspoélrzedniowymi (rozdrobnionego)
atlasu na B, C*-gladkimi z zalozenia, a ponadto g;;0 J‘lB sa lokalnymi prezentacjami odwzorowari
przejscia, takze C*°-gtadkimi (w dziataniu na F, w rozumieniu opisu odwzorowani g;; podanego w
tresci dowodzonego twierdzenia) z zalozenia, i wreszcie (4 06;;(x) 0%1 sg lokalnymi prezentacjami
automorfizméw g;;(z) wiokna F, rowniez C*-gladkimi z zalozenia, stwierdzamy, ze transforma-
cje Ki A,aj,B,8 sa C*°-gladkie, zatem mapy lokalne k; 4, okreslaja na %g‘_ﬁ strukture rozmaitosci
rozniczkowalnej klasy C*°. Wzgledem tejze struktury odwzorowania [7;] sg (tautologicznie) dyfeo-
morfizmami klasy C*° (takze rzut na baze, 74, 1o, , . =prjo[7n], jest klasy C) i okreslaja na
K. . strukture wigzki wioknistej klasy C*°. ,

Na zakoriczenie wykazemy rownowazno$é struktur wiazki wtoknistej: wyjsciowej na danej wiazce
wloknistej (E, B, F,7), o lokalnych trywializacjach 7, : 75" (O;) =5 O;xF, iel, itej zrekon-
struowanej w sposéb opisany wyzej z jej odwzorowain przejscia g;;. W tym celu rozwazymy od-
wzorowania dane lokalnie w postaci

(3) ;= [Ti]_l oT; 7@1(01-) =, O; x F =, ﬂ{}jgm (0;), iel

i zauwazamy, ze te lokalne dyfeomorfizmy w dowolnym punkcie y € 7' (0;;), zadawanym przez
pewne x € O;; oraz feF w postaci y=7;"(z, f), spelniaja relacje

(N @, ) =[] erjor e, f) =[] (2, 956(2) () = [1] 7 o [mi] o [15]7 (2, 956 (2)(f))
(7] (2,935 () 0 gji(x)(f)) = [1] (@, f) = [m] T omior; (=, f) = uily),

czyli ze stanowia ograniczenia okreslonego globalnie dyfeomorfizmu

ti(y)

L K — <@q )
dane wzorem
Lrﬂ}gl(oi) =lis
o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny

Bt s,

TE TRyg...
b

ldB

ktora pozwala nam zidentyfikowaé¢ ¢ jako postulowany izomorfizm wiazek. O
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2. WIAZKI WEKTOROWE

Geometrycznie absolutnie naturalnym, a wrecz kanonicznym i — takze, cho¢ nie wytacznie z
tego powodu — modelowym przyktadem wiazki widknistej jest wiazka styczna nad rozmaitoscia
rozniczkowalna (M, «7) klasy C*°. Wiazke te mozna definiowaé na kilka wzajem réwnowaznych
sposobow, z ktorych kazdy eksponuje inng jej ceche strukturalng i z ktérych dwa oméwimy ponizej
z uwzglednieniem efektu redukcji stopnia gtadkosci w konstrukcji stycznosciowej.

Definicja 2. Wiazka styczna C**'-rozmaitosci (M, .«/) wymiaru n € N*, o atlasie &7 = {k; }ies
stowarzyszonym z pokryciem otwartym Oy = {O;}icr, to C*-rozmaitosé¢ (TM,T.e/) utworzona,
jak nastepuje:
- noénikiem struktury jest zbiér klas abstrakcji
TM := (] 0; x R*")/ ~py.
i€l
relacji
. . Yy=xc¢€ Oij
Z,v,1)~ , W, — - — ’
( )~ (Y, w.j) { w = D(Kj 0 K] 1)(/63,'(1‘))(1}) = Dtji(m(:l:))(v)
wyposazony w odwzorowanie
T 2 TM — M [(I,U,i)]NDt“ —,
zwane rzutem kanonicznym (na baze wiazki stycznej), ktorego poziomica

T = 7 ({0))
nosi miano przestrzeni stycznej w punkcie z;
- topologia zbioru TM jest topologia ilorazowa indukowang wzdtuz surjektywnego rzutu
mo o L Oix R — (L] O x R*™)/ ~pr. ¢ (w,0,0) 7 [(2,0,0)],,
iel iel
z topologii sumy roztacznej przestrzeni O; x R*™, o injekcjach kanonicznych
7i + O xR — | | O; xR & (z,v) — (x,v,1), i€l
gel
z ktoérych kazda jest no$nikiem topologii produktowej,
FT(OM):={O0cTM | Vs : ;' (77(0)) e 7(0; x R*")} ;
- strukture rozniczkowa na przestrzeni topologicznej TM definiuja (jawnie homeomorficzne)
odwzorowania
Tri : r(05) — Uy xR 2 [(2,0,4) ], — (ki(2),0), iel,

zwane mapami naturalnymi (wspolczynniki rozkladu wektora v w (dowolnej) bazie sa
wspOlrzednymi globalnymi na R*™), ktore okreslaja transformacje wspotrzedniowe

thi = T,‘ij o (Tlﬂi)_l [‘m(o”)xRxn : m((’)ij) x R*™ — mj((’)ij) x R*"

(m(aj),v) — (Iij (x), Dtji(fi,;(x))(v)) ,
w oczywisty sposob nalezace do klasy C* — mamy tu zatem do czynienia z gtadkim
dziataniem grupy strukturalnej GL(R*™;R) 3 Dt;;(x;(x)).
Klase abstrakcji
(4) Vi(z) = [(2,v,1)],. € TaM

—~

okreslamy mianem wektora stycznego do C**'-rozmaitosci (M,.o7) (zaczepionego) w punkcie
rzeM.
Odwzorowanie (rézniczkowalne klasy C*)

Ory : M—TM : z+— [(x,0",4)]

~Dt..

nosi miano ciecia zerowego wiazki stycznej TM.
9
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Struktura liniowa, ktorej oczekujemy od modelu ,przestrzeni ruchéw infinitezymalnych” albo
przestrzeni predkosci’, jest w tym ujeciu zakamuflowana pod postacia przemyslnego wyboru
lokalnego modelu wiokna R*3mM o naturalnej interpretacji w terminach lokalnych wspotrzed-
nych.

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Wybierzmy dowolny punkt = € O; ¢ M
C*-rozmaitosci (M, .o7) wymiaru n € N*, a wowczas odwzorowanie

Tor, : T,M 2 1f, x R*™

&) R*™
[(x7v7i)]~m.. — ("ii(x)fu) U,

bedace ztozeniem lokalnej mapy naturalnej na TM z kanonicznym rzutem na druga skladowa
iloczynu kartezjanskiego, jest bijekcja i jako takie w kanoniczny sposéb indukuje na T, M strukture
przestrzeni R-liniowej,

T,M = R,
R-lin.

okre$lana mianem przestrzeni stycznej do rozmaitosci M w punkcie z.
Dowdd: Strukture R-liniowa, o ktorej mowa w tezie stwierdzenia, okresla formuta
A1 > [(xavlvi)]Nm,. +A2 > [(x’v2’i)]"’Dt“ = [(ma/\l > g+ Ag D U27i):|NDt,. )

zapisana dla dowolnych Ar, A2 € R. Wobec R-liniowego charakteru relacji z Def.[2] struktura ta jest
dobrze okreslona. Istotnie, niechaj x € O;; i niech wy = Dtji(m(x))(va), a€{l1,2}, a wtedy

AL > [(‘r’wl’j)]"‘Dtu + A2 > [(wi?vj)]ﬂm“ = [($,>\1 >wp + A2 > w2)j)]’“Dt4.
[(z, M\ > Dtji(ki () (v1) + A2 > Dtji(ki(2)) (v2),5)]pe.

[(I, DtJ,(HZ(I))(Al > v+ AQ > ’Ug),j)]N = [($,A1 > v+ AQ > ’UQ,Z')]NDL

Ay b [(x7v17i):|"’Dt.. + A2 > [(xvv%i)]Nm.. :

O

Ponizej przedyskutujemy odmienne spojrzenie na te sama strukture, stanowiace udang probe uwol-
nienia opisu wewnetrznej geometrii stycznosciowej od lokalnej euklidesowej kartografii rozmaitosci.
Pierwszy krok w tym kierunku czynimy w

Stwierdzenie 3. Rozwazmy relacje rownowaznosci na zbiorze $ciezek klasy C! w C*-rozmaitosci
(M, /) wymiaru n € N* przechodzacych przez jej punkt z,

v o] -eyey[— M, e,>0, ~v(0) =z,
okreslang przez warunek (wspol)stycznosci w x,

7(0) =z =~(0)

D(x07)(0) = D(r°7)(0)
wypowiedziany w terminach dowolnej mapy k : O — R*™ okreslonej na otoczeniu otwartym

O > z. Oznaczywszy v, = D(ko+)(0) € R*" dla skrétu, na zbiorze P, klas abstrakcji Sciezek
wzgledem powyzszej relacji okre§lamy strukture grupy przemiennej z dziatlaniem

;7"'1'7 —

P, xP, — P,

([’71]%772]%) — [] - 575[9 i K_l(’i(x) +ip (v% + ’1)72)) € O] = [’71]~z + [’72]~z

~x

i elementem neutralnym danym w postaci klasy [7y,]., $ciezki stalej

z: R—M:t—uzx,
10
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a nastepnie dzialanie ciala R
RxP, —P, : (\[7].,)— [] —ce[pte kN (Kk(z)+t-A>vy) € (9] ,

przy czym w obu przypadkach € > 0 jest dobrane tak, azeby Sciezka bedaca wynikiem dzialania
lezata w calosci w O. Tak zdefiniowana przestrzen R-liniowa jest izomorficzna z przestrzenia R-
liniowa o nosniku T, M opisang w Stw.[2]

Dowdd: Zacznijmy od spostrzezenia, ze relacja wspolstycznosci nie zalezy od wyboru lokalnej
mapy — istotnie, jesli ¥ : U — R*™ jest lokalng mapa na otoczeniu otwartym U > z, to dla
Sciezek vy 1 ¥ z tresci stwierdzenia zachodzi tozsamosé

D(1po7)(0) = D(toe™")(¢o7(0))oD(po)(0) =D(1hop " )(p(x)) o D(vo7)(0)

= D(¢op™")(po(0)) o D(po7)(0) = D(¥07)(0).
Bez trudu sprawdzamy tez analogiczna wlasnos$é definicji struktury R-liniowej na zbiorze Sciezek,
a to za sprawg, tozsamosci

¢ (W(@) + > (A e D(¥o71)(0) + A2 2 D(¥071)(0))) tieo = ¥ 0 (2) =

= k' (s(@) +t>D(Yor™")(k(x)) (A1 > D(ko71)(0) + A2 > D(k071)(0))) hieo

oraz

g ot (07 (9(2) + > (A > D(¥ 071)(0) + A2 > D(¥ 071)(0))))
= M >D(®oy1)(0)+ A2 > D(1hov1)(0) =D(¢o k™) (k(x)) (A > D(r071)(0) + A2 > D(k071)(0))

= j—t rtzoﬁ(ﬁ_l(:‘i(l’) +t>D(yo n_l)(n(x))()\l > D(k071)(0) + A2 > D(k071)(0)))).
Mozemy nastepnie przystapi¢ do konstrukcji pozadanego izomorfizmu przestrzeni R-liniowych.
Oto wiec klasie wspotstycznosci $ciezek przez x € O; przyporzadkowujemy punkty we witoknie
T.M wedle formuly (w oczywisty sposob dobrze okreslonej)

(5) Vi s [’Y]~I — [(7(0)’ D(; 07)(0)77;)] ,

~Dt..
i odwrotnie — punktowi [(x,v,7)].,, W tymze widknie przypisujemy klase §ciezki (trajektorii)
ruchu jednostajnego prostoliniowego” wedle formuty

Lot [(@,0,0)] — [I-e el t o ni (mi(2) +to0) € O],
przy czym liczba ¢ > 0 w ostatnim wzorze jest dobrana tak, by warunek r;(z) +¢ > v € k;(O;)
byl spelniony dla dowolnego ¢ €] —e,¢[ (jej istnienie jest konsekwencja otwartosci «;(0;)). Za-
uwazmy, ze oba przyporzadkowania sg dobrze okreslone, oto bowiem dla x € O;; dostajemy z
jednej strony

[(7(0),D (x5 0)(0),5) ] =[(7(0),Dt;i(k; 07(0)) o D(ki©7)(0),)]__ = [(7(0),D(ki7)(0),7)]
a z drugiej, dla w := Dtji(m(x))(v),
Lo ([0, )]0, ) = [ 1 -eselt o 15 (m5(2) +tpw) € Of]
wiec tez
75 (0) = /f;-l(mj(x) +0p> w) = Iij_-l okj(x) =z =7;(0)

D(ri 09)(0)

% rtzo(tij(lij(l‘) +t> w)) = Dtij(nj(x))(w) = Dtij(lij(aj)) [} Dtji(/@'i(x))(v)

= Didy,(0,)(ki(z))(v) = idr, re(v)=v= G Me=o(ri() +t > v) = D(ki 07])(0),
co implikuje pozadang rownowaznos$é
Vi
11

b
~Dt..
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Bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowania te sa wzajem odwrotne. Istotnie, jak pokazuje powyzszy
rachunek,

Vo Fw([(xav>i)]~ot..) = VI([W?]NI) = [(’721}(0)7 D("ﬁi ° ’711})(0)’7’)]~
a ponadto

T, oVi([y]-.) = [7'?(&"7)(0) ]-eel3t e ki (ki 0v(0) + > D(k; 07)(0)) € O],

K2 ~g

[(‘/E7 'U, Z’):|'”Dt.. )

Dt..

przy czym
PO (0) = k71 o 1, 09(0) = 4(0)
oraz

D(rs 0 /2 )(0) = &by (ki 0 7(0) + £ > D5 09)(0)) = D(r; 07)(0)
wiec tez

[{PUsee©] [

~a

gl
zgodnie z wystowionym wczesniej stwierdzeniem.
Na zakoriczenie dowodzimy liniowosci obu przyporzadkowan. W tym celu w definicji kombinacji
liniowej klas Sciezek wspolstycznych w x wybierzmy lokalng mape & = k; i oznaczmy
’71;1,1)2;)\1,)\2;@'({;) = I{;l(:‘ii(l’) +t> ()\1 > v+ )\2 > ’02)) s

a wtedy
VJC()‘l > [’71]'\‘3: +A2 > [72]%0) = [(711171’2;)\17)\2;1'(0)7 D(K‘l © 71117112;)\17)\2;1')(0)31.)]

~x

[(Ii;l o /si(x),/\l > v+ )\2 > UQ’i)]N, = [(:v,)\l > v+ )\2 > Uz,i)]

~ax

A1 > [(ac, D(k; 071)(0),2')] _FAap [(m, D(k; o'yg)(O),i)]Nz = > Vo([1]-n) + Ao VZ([’yg]Nw).

Jako odwrotnos$¢ R-liniowej bijekcji odwzorowanie I', jest automatycznie R-liniowe. O

Mozemy juz teraz przedstawié¢ alternatywna w stosunku do tej z Tw.[2l metode rekonstrukeji struk-
tury globalnej wiazki wloknistej z danych lokalnych, ktéra doprowadzi nas do opisu (réwnowaznego
temu wspomnianemy uprzednio) przestrzeni totalnej wiazki (wtoknistej) stycznej TM.

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Wiazka (wldknista) styczna nad rozmaito-
Scia klasy C**1 (M, 42?) wymiaru n € N* o atlasie &/ zlozonym z map lokalnych ; : O; —>
U;, 1 €1 to wiazka wldknista o sktadowych:

baza M, o strukturze rozmaitoéci rézniczkowalnej klasy C**! zadawanej przez atlas o
przestrzeni totalna

TM:= | | P,
xeM

o strukturze rozmaitosci opisanej ponizej;

e wlokno typowe R*™ o naturalnej strukturze rozmaitosci rézniczkowalnej klasy C*° (wiec
tez w szczegolnosci klasy CF);

e rzut na baze

v 2 TM — M : ([v].,,2) — 2.

Przy tym odwzorowania
Thi + TO; =54 (0) — Uy xR+ ([7]-,,2) — (ki(2), D(k; 07)(0))

indukuja na TM mocna topologie cofnieciowa z topologii produktowej (podprzestrzeni) na zbio-
rach U; x R*™ c R*?", tj. taka, w ktorej podzbior V ¢ TM jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spetniony warunek

Vier + TRi(VNTO;) e 7 (U x R*").

12
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W tej topologii odwzorowania Tk; sa jawnie homeomorficzne, stanowia przeto mapy lokalne,
zwane mapami naturalnymi, dla ktérych transformacje wspotrzedniowe to

Ttij = Tlii o (Tlij)_l : /{j(Oij) x R*™ i> ﬁz(oz]) x R*™
(k(2),D(k; 0 7)(0)) — (ki(x), D(; ©7)(0))
= (ti; (5 (2)), D(ti; 0 5 07)(0))

= (tij (w5 (2)), Dtij (15 (2) ) (D(j ©7)(0))).-

Zaleznosé¢ punktu w obrazie od argumentu z dziedziny jest klasy C**1 w skladowej bazowej (z
zalozenia),

tij € D" (k,;(045), ki (O45))
i klasy C* w skladowej z wlokna w argumencie bazowym,
Dtij € Ok(lﬁj(oij‘),Rxn2) 5

a nadto liniowa, wiec klasy C* w argumencie z wlokna D(x;0v)(0), czyli ostatecznie klasy CF, i
jako taka zadaje na TM strukture rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C*. Zarazem odwzorowania
Tk; pelnia tez role lokalnych trywializacji, tautologicznie C*-gladkich wzgledem zdefiniowanej tu
(przy ich uzyciu) struktury rézniczkowej. Wreszcie tez rzut na baze jest surjekcja klasy CF jako
superpozycja odwzorowan tego samego typu,

T Mo, = K7 opr o Th .

Uwaga 2. Odwzorowania okreslaja rownowaznosé (izomorfizm) miedzy oboma opisami wiazki
stycznej zgodna z naturalng struktura liniowa na wiéknach TM, opisang w Stw.[3] Odwzorowanie

b+ (TM)y — R+ ([7].,,2) — D(x" 07)(0).

jest izomorfizmem (niekanonicznym) wiokna (TM), = P, nad punktem z € O; ¢ B z wioknem
typowym R*™. Bez trudu wskazujemy nad kazdym punktem B baze w wiazce przestrzeni R-
liniowych TM, a mianowicie — dla x € O; i pewnego € >0 —

T M = @ (['Yk]Nz)]R s Yk ] —eker[— M - t»—>7'i_1(ri(x) +tl>ek),
k=1

gdzie {ex},q5 jest baza standardowg R*".

Zaobserwowang w powyzszym przyktadzie strukture wiazki przestrzeni liniowych formalizujemy
w

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, ustalmy (dowolnie) n € N i rozwazmy K € {R,C}
ze standardowa topologia (euklidesowa) i struktura rézniczkowa klasy C'°. Wigzka wektorowa
rzedu r nad cialem K klasy C* to wiazka wloknista (V, B, K*" my) o wlasnosciach

o Vo : Vo=t ({z}) € ObVectégm);
e ograniczenia dyfeomorfizméw klasy C*° (lokalnych trywializacji)
prootily, + Vu —iKXT, rzeB

sg izomorfizmami przestrzeni K-liniowych,

przy czym odwzorowania definiujace strukture K-liniowa na wtéknach V sa klasy C'°°, w szczegol-
nosci wiec mamy dyfeomorfizm

(6) A:VxpV—>YV
13
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modelowany na definiujgcej operacji binarnej A" : K*" x K*" — K*” w rozumieniu diagramu
przemiennego

A

71'{/1(01) X B 7'@-1(01) 7T{/1(OZ)
(7) TiXTj T
(Oz x er) X0, ((9z x KX7-) Oz % KX

(pry,A"opr; 4)
oraz rodzine dyfeomorfizméow
(8) K* — Diff*(V) : A — Ly
o K-liniowych ograniczeniach do wldkien, uzupelniana przez odwzorowanie K-liniowe Lg,, mode-

lowanych na definiujacym dziataniu " : K x K*" — K*" w rozumieniu diagramu przemiennego

L _
71 (0) ————— 7' (O))

Oz’ « KX T.Ol « KX
by

W przypadku K = R méwimy o rzeczywistej wigzce wektorowej, gdy za§ K = C — o ze-
spolonej wigzce wektorowej.

Rzad wiazki bedziemy oznaczaé¢ symbolem rkV. Ilekroé¢ rkV = 1, wiazke okreslamy mianem
wigzki liniowej i zwyczajowo oznaczamy symbolem L,

K~~~ L
L .

B
Odwzorowanie (rozniczkowalne klasy C*)
Oy : B—V : a7 (2,0"), zec0O;,

nosi miano ciecia zerowego wiazki wektorowej V. Jest ono cieciem globalnym V w rozumieniu
Uwagi [} przy czym zaréwno zbior cieé lokalnych T'jo.(V), jak i zbior cieé¢ globalnych T'(V) niosa
naturalng (punktowa) strukture modutu nad pierscieniem C*°(B,K).

Podwiazka wektorowa rzedu s < r wiazki wektorowej (V, B,K*", 7y) to podwiazka (W, B,
K** mylw) tejze wiazki (wloknistej) o tej wlasnosci, ze nad dowolnym punktem bazy z € B jej
wiokno W, c 'V, jest podprzestrzenia K-liniowa.

Morfizm wigzek wektorowych (nad ciatem K) (V,, Bo,K*™ 1y ), 7o € N, a € {1,2} to
dwojka (@, f) zlozona z morfizmu wiazek wioknistych

((Dmf) : (V17B17KXT177TV1) - (VQaBZ7KXT277TV2)a
ktorego ograniczenie do widkna nad dowolnym punktem bazy z € By,
(10) vy, * Vie — Vo),

jest odwzorowaniem K-liniowym. Rzad morfizmu wigzek wektorowych (@, f) to odwzoro-
wanie

tk(®,f) : By — N : z+—1k(®ly,,).
14
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Wiazki wektorowe skonczonego rzedu nad cialem K o bazie B wraz z morfizmami wiazek
wektorowych miedzy nimi tworza kategorie wiazek wektorowych skoriczonego rzedu nad
cialem K nad B, ktora bedziemy oznaczaé¢ symbolem

VectBun]ggm) (B).

Ponizsze stwierdzenie ustanawia intymnga relacje pomiedzy cigciami i trywializacjami wiazki
liniowej.
Stwierdzenie 4. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy nigdzie nieznikajacymi
cieciami lokalnymi wiazki liniowej i jej trywializacjami lokalnymi. W szczegblnosci wiazka liniowa
jest globalnie trywializowalna wtedy i tylko wtedy, gdy ma nigdzie nieznikajace ciecie globalne.

Dowdd: Kazde nigdzie nieznikajace ciecie o : O — L~ {0 (B)} wiazki liniowej L nad zbiorem
O € 7(B) jest gtadko indeksowana przez punkty O rodzing baz o(x), x € O poszczegdlnych jed-
nowymiarowych witékien L,, zatem dowolnemu wektorowi v € 771 (O) z widkna L, (v) mozemy
przypisa¢ w jednoznaczny sposob skalar A(v) € K o wlasnosci

v = ]L,\(v)(o' 071',;(11)),

przy czym zaleznosé tegoz skalara od wektora v jest gladka (wszak wlasnosé te ma superpozycja
odwzorowan gladkich o onp). To pozwala nam zdefiniowaé¢ odwzorowanie

Ty - Wil((’)) — OxK : v— (WL(U),)\(U)),
jawnie K-liniowe i gtadkie. Bez trudu wskazujemy jego odwrotnosé:
7';1 : OxK— wzl((’)) s (z,\) — ]L)\(O'(Z‘)),
o tych samych cechach strukturalnych. 5
Ciecie lokalne przyporzadkowane dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : w,;é (0) — O xK to
o+ O —711(0) : z— 7N, 1g).
O jego niezerowosci przekonuje prosty argument: jesli dopuscimy réwnosé
0, =7 *(z,1k)

nad pewnym punktem x € O, to woéwczas wobec zalozonej przez nas K-liniowosci 7 dochodzimy
do sprzecznosci

(z,0x)=7(0r,)=7To (@, 1g) = (2, 1k) .

Wypisane tu przyporzadkowania sa wzajem odwrotne. Istotnie, nad dowolnym punktem x € O
wyznaczamy

or, (2) = 7, (2, 1) = Ly (0(2)) = o (),
zatem

Ponadto jesli dla dowolnego wektora v € Ly, (,) ¢ 7' (O) zdefiniowa¢ (w sposob jednoznaczny)
skalar A(v) rownaniem

v =:Ly)(orom(v) =Ly o7 (72 (v), 1k) = 77 (7 (v), A(v)) ,
to wyznaczamy
A(v) = pryo7(v),
a stad takze
To, (v) = (7L(v),Pry 0 7(v)) = (pry 0 7(v), pry 0 7(v)) = 7(v) ,
czyli
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O

Powyzsze stwierdzenie ma naturalne uogoélnienie na przypadek rkV > 1.

Twierdzenie 3. Przyjmijmy oznaczenia Def.[d] Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$é
miedzy trywializacjami lokalnymi wiazki wektorowej (V,B,K*" my) i zbiorami r nigdzie nie-
znikajacych cie¢ lokalnych definiujacymi nad kazdym punktem bazy x € B (w ich wspélnym
nosniku) r wektoréw liniowo niezaleznych o*(z), k € 1,7 w odnosnych wloknach V,. W szczegol-
nosci wiazka wektorowa jest globalnie trywialna, tj. izomorficzna z wiazka (B x K*", B,K*" pr,)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 7 jej cie¢ globalnych o tej wlasnosci.

Dowdd: Wariacja na temat dowodu poprzedniego stwierdzenia. O

Podobnie jak same wigzki wektorowe, morfizmy tych wiazek pokrywajace dyfeomorfizm iden-
tycznosciowy na bazie maja prosty opis lokalny, z ktérego przyjdzie nam skorzystaé¢ w przysztosci.

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. Dowolny morfizm (®, idg) wiazek wektorowych
(Vo, B, K 7y, ), a€{1,2} oodnosnych trywializacjach lokalnych 7* : w3 (O;) =5 Oy xK*Te
(stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym Op = {O, }4er) 1 odwzorowaniach przej-
Scia g7y : Oij — GL(74;K), opisany przez diagram przemienny

o3
Vi ———V,
™, T, ,
B——20B
ldB

zadaje rodzing {h;},c; odwzorowan macierzowych (lokalnie) klasy C'*
h; : O — Mat(ry xro,K), el
o wlasnosci
(11) Vaco, © 95(x) hy(@) = hia) - gl ().
I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.

Dowdd: Wybierzmy (dowolnie) baze {e,}
ciecia lokalne

actry W przestrzeni K*™ i na tej podstawie zdefiniujmy

(12) e 0, —Vy z— 1N (ze,).

Zauwazmy, ze odwzorowanie P jest w pelni okreslone przez warto$ci przyjmowane przezen na
b
powyzszych cieciach, oto bowiem wobec zalozonej K-liniowosci 7; oraz ® w dowolnym punkcie

v=1 (20" by eg) = L,(J},,)(egi)(x)) , zeQ;
otrzymujemy
®(v) = (LY (9 (2))) = L 0 d( ().

Wybierzmy zatem (dowolnie) baze {f,} w K*™2, o bazie dualnej {f*}

odnosne ciecia lokalne Vy jako

B 2 OV s w N a f),

i oznaczmy

rel,ro rel,ra?

po czym zdefiniujmy

hiaa = f;opr2OTi20@OTi1_l(',€a) 1 O; — Mat(ry x r9; K) |
16
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czyli poprzez formute

(13) L, (o) (08 (2)) 3= @( () -

Powyzsze dane lokalne morfizmu ® mozemy zapisa¢ w postaci macierzy (¢4 to stosowne kano-
niczne izomorfizmy V} ®x Wa = Homg(Va, Wy))

h,(l‘) = hiaa(l‘)b€1(62 QK fa), reQ;,
podobnie reprezentujemy tez odwzorowania przejscia:
9i;(2) = gijan (@) > 2(e; ®x ) 95;(2) = 93 ap (@) > e3(fa ®x f3)-
Przywolawszy definicje tych ostatnich, ustalamy relacje
T]'Zil(xa hj(x)(ea)) = 7—1,2*1(%91_23_(33) : hj(‘r)(ea)) y
a jednoczesnie, wobec K-liniowosci 7;* oraz ®, znajdujemy
sz’l(z, hj(x)(ea)) CI)(le’l(:p, ea)) = CI)(Til’l(x,gilj (:c)(ea))) = Lilj L@ ° @(Til e, eb))

= L2 (z) 0722_1(1‘,]%'(96)(617)) = Tf_l(m»hi(f) 'gilj(x)(ea))-

9ijab

Niechaj teraz (V,,B,K*" my_ ), « € {1,2} beda wigzkami wektorowymi o trywializacjach
lokalnych 7 @ 3! (O;) =5 0; x K*™ i odwzorowaniach przejécia gii + Oij — GL(14;K).
Niech tez h; : O; — Mat(ry xr9;K), i € I bedzie rodzing odwzorowan jak w tezie dowodzonego
twierdzenia, przy uzyciu ktorej okreslamy odwzorowania lokalne

®; 1y, (O00) — 1, (00) = 7 T w,w) e 7T (2, hi(2) (v))
ktore w Swietle tozsamosci, spetnionej dla dowolnych z € O;; i v e K*1,
@ (7} " (x,0)) O (7} Mz, gji(2)(v)) = 77 7w, hy (@) - gji(2) (v))

= 72 (o0 (@) (@) g (@) () = 77 ha(@) () = Bi(r) 7 (,0)

jawia sie ograniczeniami odwzorowania globalnie gtadkiego

TK'V

0] 3V1—>V2, q)r —1(@1,):(1)1'.
1

Odwzorowanie to jest w oczywisty sposob K-liniowe i zachowuje wtokna. O

3. GEOMETRYZACJE PODSTAWOWYCH KONSTRUKCJI LINIOWYCH

Definicja wiazki wektorowej nad rozmaitoscia dostarcza schematu geometryzacji czysto alge-
braicznej struktury przestrzeni wektorowej. W slad za nia mozemy — na gruncie Tw.[2] - dokona¢
geometryzacji rozmaitych naturalnych operacji na przestrzeniach wektorowych. Ponizej przedsta-
wiamy kilka z nich, ktére napotkamy w dalszej czesci kursu.

3.1. Suma prosta wigzek wektorowych.

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. Suma prosta (Whitneya) wiazek wektorowych
(Vao, B,K* @y, ), ae{1,2} nad K, o wspoélnej bazie B to wiazka wektorowa

(Vi @k, V2=V xp Vs, B K™ @ K2 = K"y, 0 pry My, x v, ) »
17
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w ktore] Vi xp Vy jest produktem wloknistym rozmaitosci Vi, « € {1,2} opisywanym przez
diagram przemienny

Vi xp Vs

pr; rViB% w\mw

Vl V2

B

i wyposazonym w strukture podrozmaitosci gtadko wlozonej w rozmaitosé produktowsa Vi x Vo,
zgodnie z teza [Sus23, Tw. 8].

Wi6kno sumy Whitneya nad dowolnym punktem bazy x € B przyjmuje postaé
(Vi ek, 5 Vz)gC =V, ®Vay,

stanowi wiec suma Whitneya naturalng adaptacje konstrukeji sumy prostej przestrzeni wektorowych
do geometrycznej kategorii przestrzeni modelowanych lokalnie na produktach (elementéw topologii)
rozmaitosci rézniczkowalnej z topologicznymi przestrzeniami wektorowymi K*", r e N.

Wiazke te mozna rowniez opisa¢ — w duchu Tw.[2] - w terminach danych lokalnych jej sktad-
nikow, tj. wspolnego pokrycia trywializujacego € = {O;}ie; wiazek V,, a € {1,2} (otrzymanego
np. poprzez wspoélne rozdrobnienie odnosnych pokry¢ trywializujacych) wraz z okreslonymi dlan
odwzorowaniami przejicia g5 : O — GLk(ra), (i,7) € <I X2) o+ Odwzorowania przejscia sumy
Whitneya obu wiazek, stowarzyszone z tym samym pokryciem trywializujacym i stanowiace pod-
stawe rekonstrukcji (klasy réwnowaznosci) wiazki Vy @k g Vo, to

922 =g, @9, + Oij — GLx(r1) ® GLk(r2) ¢ GLx(r1 +72).

Z sumg Whitneya wigzek wektorowych stowarzyszona jest para epimorfizméw wigzek wek-
torowych

pry. : Vieg pVe»V,, aec{l,2}
przyjmujacych nad (dowolnym) punktem z € B postaé

Pros - Vie®Va, » Vo, ¢ (0171}2)'_)1}(1-

3.2. Iloczyn tensorowy wiagzek wektorowych.

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def. Tloczyn tensorowy wigzek wektorowych (V,, B, K* =,
my,), a€{1,2} nad K, o wspélnej bazie B i odnosnych odwzorowaniach przejicia g5 ¢ Oy —
GLk(ra) stowarzyszonych ze wspdlnym pokryciem trywializujacym {O;}ier to dowolna wiazka
wektorowa

(V1 ®k,5 Vo, B, K" @ K*? 2 K" 7y, o pry )

izomorficzna z wiazks zrekonstruowana, w rozumieniu Tw.[2] z danych lokalnych

gilj®2 = gilj ® gfj 2 Oy — GLK(]KX”1 ®K ]KX”) = GLg(r1 - 72).

Tloczyn tensorowy wigzek wektorowych mozna w szczegolnosci utworzyé dokonujac stosownej
topologizacji sumy roztacznej wiokien nad punktami bazy B > x, wybierajac je w postaci

(Vi®ksVa) =Vi, @ Va,.

Mamy tu zatem do czynienia z naturalna adaptacja konstrukcji iloczynu tensorowego przestrzeni

wektorowych.
18
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3.3. Wiazka homomorfizméw i wiazka dualna.

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Def.dl Wigzka homomorfizméw (zwana takze wigzka Hom)
wiazek wektorowych (V,, B,K*" 7y_), a € {1,2} nad K, o wspdlnej bazie B i odnosnych odw-
zorowaniach przejscia gy : 0;; — GLx(rs) stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem trywial-
izujacym {O;}ier to dowolna wigzka wektorowa

(HomK’B (Vl’ VZ)’ B’ HomK(erl ’ me ) = Kle'Tz ) 7THom]K(V17V2))
izomorficzna z wiazks zrekonstruowana, w rozumieniu Tw.[2] z danych lokalnych
9i;"% = Homy (K*", g% (-)) o Homg (g;; ()™, K*"2)

: 0y — Endg (Homg (KX, K*™)),

zapisanych w terminach odwzorowanl K-liniowych, ktére w dowolnym punkcie x € O;; przyjmuja
postaé¢ — odpowiednio —

HOHlK(gilj(z)_l,KxTz) . HOmK(KXT17KXT2) O

X +— xog;(x)",
oraz

HomK(KX“,g?j(x)) : HomK(KX“,KX”)O

X — g5 (z) o x.
W1okno wigzki homomorfizméw nad dowolnym punktem bazy x € B jest postaci
HOHI]K(Vl, VZ)CE = HomK(Vl m»V2 x) )

mamy przeto do czynienia z naturalng adaptacja konstrukeji przestrzeni K-liniowej homomor-
fizméw miedzy (ustalonymi) przestrzeniami wektorowymi.

Definicja 8. Przyjmijmy zapis Def. Wiazka dualna (zwana takze wiazka dwoista) wigzki
wektorowej (V, B,K*", my) to wiazka Hom (o oczywistym rzucie na baze)

(V* = Homg 5(V,B xK), B,K*"* 2 K*" 7y ),
w ktorej definicji (B x K, B,K,pr,) jest trywialng wiazka wektorowa rzedu 1 nad K.
3.4. Kompleksyfikacja rzeczywistej wiazki wektorowej.
Definicja 9. Przyjmijmy zapis Def.[d] zakladajac przy tym, ze K = R. Kompleksyfikacja wigzki

wektorowej (V,B,R*", 7y) to wiazka C-liniowa (o oczywistym rzucie na baze)
(RI(C = V®R,B (B x (C)7BaCXTa7TVC) ’

w ktorej definicji (B x C,B,C = R*? pr;) jest trywialna wiazka wektorowa rzedu 1 nad C, z
naturalna struktura trywialnej wiazki wektorowej rzedu 2 nad R (indukowanej przez kanoniczne
wlozenie gg : R — C : r > (,0)). Dzialanie ciala bazowego C na V® jest przy tym
dziedziczone z naturalnego dziatania

idpgx¥f; : BxC O : (z,2) — (z,(-2)
tegoz ciala na czynniku trywialnym B x C wedle schematu

]LCEidv®(idBX€§), CE(C.
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