ACTION DIRECTE GRUPY LIEGO
(MAWF °23/24 1.XXIV [RRS])

F1G. 1. Mural szablonowy Banksy’ego z 2003 r. pt. “ The Flower Bomber” (Beit
Sahour, Zachodni Brzeg Jordanu, Palestyna). W jednoosobowym warszawskim
srodowisku wyzej-geometrycznym znany jest pod nazwa “ The Gerbe Thrower”.

SPIS TRESCI
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[Citeratural 12

1. WIELE TWARZY DZIALANIA WELASCIWEGO

Rzetelna dyskusja wiazek glownych i stowarzyszonych, ktérych potrzebujemy w konstrukeji
wigzek Clifforda i odno$nych wigzek spinorowych, wymaga wprowadzenia do teorii dzialania
grup Liego na rozmaitosciach rézniczkowalnych. W odwotaniu do pojeé podstawowycfﬂ wprowad-
zonych na Wyktadzie XXIII (ktérych wzbogacenia w kontekscie rozniczkowo-geometrycznym i
algebraicznym dostarcza szczegdtowe studium w ramach odrebnego kursu pt. , Teoria Grup II”
i z ktoérych cze$é¢ przyjdzie nam jeszcze omawiaé w okolicznosciach konstrukcji powiazania na
wigzkach gtownych) przejdziemy teraz bezposrednio do dyskusji kompleksu zagadnien zwiazanych
z geometryzacja zbioru orbit takiego dziatania.

Lw interesujacych nas zastosowaniach bedziemy mie¢ zawsze do czynienia ze struktura rézniczkowalna zaréwno
na grupie, jak i na zbiorze, na ktérym ta dziata, jednakowoz dla zachowania pelnej kontroli nad zatozeniami, ktérych
przyjecie jest niezbednym w rozmaitych rozpatrywanych przez nas okolicznosciach, warto prowadzi¢ dyskusje mozli-
wie dlugo w kategorii topologicznej, co tez czynimy ponizej.
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Action directe (MAWF ’23/24 1.XXIV [rrS])

Definicja 1. Przyjmijmy zapis Def. 23-3. Dziatanie A : Gx X — X grupy topologicznej G na
przestrzeni topologicznej (X, 7 (X)) nazywamy wlasciwym, ilekroé odwzorowanie

(1) A:=(\pry) : GxX —XxX : (g,x) — (g>x,2)

jest wlasciwe, tj. ilekroé¢ przeciwobrazy zbioréw zwartych wzgledem A sa zwarte.

Warunek wtlasciwosci dzialania mozna przeformutowaé jak ponizej.

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.[] Dzialanie A : G x X — X grupy topologicznej

G na przestrzeni Hausdorfla (X,.7 (X)) jest wlasciwe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
podzbioru zwartego K c X podzbior

G(K)={geG | NK)nK+z}

jest zwarty.

Dowod: Zaltézmy najpierw, ze dziatanie A\ jest wlasciwe, tj. przeciwobraz dowolnego podzbioru
zwartego w X x X wzgledem odwzorowania A (z Def. jest zwarty. Niechaj K c¢ X bedzie
wybranym (dowolnie) podzbiorem zwartym, a wtedy podzbior

GK) = {9geG | Fpex : grzeK }={geG | FJpex : A(g,x) e LxK }

pri (ATH(K < K))

jest zwarty jako ciagly obraz (rzut kanoniczny pr; jest odwzorowaniem cigglym) przeciwobrazu
kwadratu kartezjanskiego zbioru zwartego (czyli zbioru zwartego w topologii produktowej) wzgle-
dem odwzorowania wlasciwego A.

I odwrotnie, niechaj podzbiéor G(K) bedzie zwarty dla dowolnego podzbioru zwartego K c X.
Rozwazmy dowolny podzbior zwarty K c¢ X x X. Jego ciagle obrazy pr(K) c X, A€ {1,2} sa
zwarte, przeto wlasnosé te ma takze ich suma mnogosciowa, K1z = pr; (K)upry(K) c X. Przy tym
oczywiscie ilekro¢ (g,z) € G x X spelnia warunek A(g,z) € K, to tym bardziej para ta spehia
warunek A(g,z) € K1z x K12, oto bowiem relacja (21,z2) € K implikuje relacje @1 € pry(K) c K12
oraz T € pr2(l€) c K12, wiec tez (x1,x2) € K12 x K12, zatem ostatecznie

Ail(ﬁ) C Ail(lclz X Iclg) = { (g,x) €eGx ]C12 | gbxe ’Clg } C G(/Clz) X IC12,

co w $wietle twierdzenia o zwartosci podzbioré6w domknietych przestrzeni topologicznej przesadza
o zwartosci A7 (IE) Istotnie, podzbidr ten jest domkniety jako ciagly przeciwobraz zwartego, wiec
—na mocy twierdzenia o domknietosci podzbioréw zwartych przestrzeni Hausdorffa, a wobec haus-
dorffowskosci X, ktora jest dziedziczona przez X x X — domknietego podzbioru K, a poniewaz
— jak pokazaliSmy — jest podzbiorem (pod)przestrzeni zwarte] G(K12) x K12 (iloczynu kartez-
janiskiego zbiorow zwartych), przeto jest — znéw na mocy pierwszego z przywolywanych twierdzen
— takze zwarty. O

Nierzadko wygodniejszym okazuje sie opis dzialania wlasciwego zawarty w
Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[[] Dzialanie A : G x X — X grupy topologicznej G
na lokalnie prezwarteﬂ przestrzeni topologicznej (X,.7 (X)) jest wlasciwe wtedy i tylko wtedy,
gdy ze zbieznosci dowolnego ciggu punktow

Mg,z) : N— M : nr— g, >xy,

okreslonego dla dowolnego zbieznego ciagu punktéw x. : N — X oraz dowolnego ciagu elementéow
g. + N— G, wynika zbieznosé pewnego podciagu ciagu g..

Dowdd: Zat6zmy najpierw, ze odwzorowanie A jest wlasciwe i niechaj z. : N — X oraz
g. + N— G beda ciaggami o wtasnosciach
r:=lim z,€X, y:=lim g, >z, € X.
n—00 n—oo

2Przestrzen topologiczng nazywamy lokalnie prezwarta, jesli kazdy jej punkt zawiera sie w pewnym zbiorze
prezwartym (tj. takim, ktorego domkniecie jest zwarte) zawierajacym pewne otoczenie (otwarte) tego punktu.
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Korzystajac z zalozenia o lokalnej prezwartosci X, wybierzmy dowolne zbiory prezwarte U 3 x oraz
V 5 y zawierajace punkty x i — odpowiednio — y wraz z pewnymi ich otoczeniami (otwartymi).
Zbieznos¢ x. do = (wzgl. A(g.,z.) do y) oznacza, ze prawie wszystkie wyrazy tego ciagu sa zawarte
w U (wzgl. V), wiec tym bardziej w zwartym zbiorze U (wzgl. V), to jednak oznacza, ze prawie
wszystkie wyrazy ciagu A(g.,z.) : N— X x X : n+— (g, > z,,2,) sa zawarte w zwartym
podzbiorze U x V), a zatem prawie wszystkie wyrazy ciggu (g.,z.) : N— Gx X : n+— (g,,2,)
sa zawarte w podzbiorze A1 (U x V), ktory wobec wlasciwego charakteru A jest zwarty. Ta cecha
AY(U x V) przesadza o istnieniu podciagu zbieznego ciggu (g.,7.), co w szczegoélnosci implikuje
zbieznos$¢ odnosnego podciagu ciagu g..

I odwrotnie, zalézmy, ze spelniona jest implikacja z konca tezy dowodzonego stwierdzenia.
Ustalmy podzbior zwarty K c¢ X x X i wybierzmy dowolny ciag (g.,z.) punktow w zbiorze
ATY(K). Jego obraz w X x X wazgledem A jest zawarty w zwartym podzbiorze K, mozna zeii
przeto wybraé¢ podciag zbiezny, ktorego przeciwobraz przecina sie z ciggiem wyjsciowym (g.,z.)
definiujac (pod)ciag, o ktérym mowa we wspomnianej wezesniej implikacji. Tym sposobem otrzy-
mujemy podciag (g.,2.) w A™1(K) c Gx X zbiezny w Gx X w topologii produktowej, a poniewaz
zbior A1(K) jest domkniety jako ciagly przeciwobraz zwartego, wiec tez domknietego (j/w)
podzbioru K, przeto granica tego zbieznego podciagu lezy w A~!(K), co ostatecznie dowodzi
zwartosci A71(K) i tym samym przekonuje, ze A jest odwzorowaniem wlagciwym. O

Przyktadu bezposredniego zastosowania powyzszego rezultatu jest

Stwierdzenie 3. Dzialanie topologiczne zwartej grupy topologicznej na dowolnej rozmaitosci
rozniczkowalnej jest wlasciwe.

Dowdd: Kazdy ciag elementéw grupy ma podciag zbiezny z racji zwartosci grupy, teza wynika
zatem wprost ze Stw.[2] O

Mamy takze

Stwierdzenie 4. Dzialanie dowolnej podgrupy domknietej dowolnej grupy Liego stanowiace
ograniczenie do podgrupy dzialania regularnego prawego (wzgl. lewego) grupy na sobie jest wlas-
ciwe.

Dowdd: Zastosujemy kryterium ze Stw.2] Niechaj g. : N — G bedzie ciagiem zbieznym,
h. : N— H za$ — takim, dla ktérego ciag ¢g.-h. : N— G : n+— g, -h, jest zbiezny. Wobec
ciaglosci operacji grupowych w G zbieznym jest wowczas takze ciag (Invog.)-(g.-h)=h. O

I wreszcie kluczowe dla naszych dalszych rozwazan

Stwierdzenie 5. Dzialanie definiujace grupy strukturalnej na przestrzeni totalnej wiazki gtéwne;j
jest wlasciwe.

Dowdd: Rozwazmy ciagi p. : N— Pg i g. : N— G o wlasnosciach
lim p, =p, lim (pn < g,) =P
n—oo n—o0o

Wobec cigglosci rzutu kanonicznego na baze oraz charakteru dzialania grupy strukturalnej (we
wloknie) otrzymujemy réwnosé

TP (ﬁ) =TPg (JHEO (pn < gn)) = JHEQ TP (pn d gn) = JHEO TP (pn) = TPg (JHEO pn) = TPg (p) s
ktora w Swietle Def. 23.5 pozwala zapisaé

ﬁ:pq(bpc;(p,ﬁ)'

Niechaj mp,(p) € O;, gdzie O; jest elementem pokrycia trywializujacego Pg. Istnieje indeks
N e N o wlasnosci

VnzN  PnyPn AGgn € ngé(oi)7
3
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mozemy zatem rozpatrywaé podciagi py+. 1 pn+. < gy W obrazie trywializacji 7; : wgé(@i) =,
0; x G, w ktérym

7i(Pn) = (TnsTn) Ti(p) = (z,7),
czyli
lim (2, 9) = (2,7),
wiec tez
Ti(Pn < gn) = Ti(Pn) QGn = (T, V) <gn = (TnsYn " gn)
oraz

7:(P) = 7i(p < 9p (D)) = 7a(p) < bp (0, D) = (2,7) < Ppe (D) = (2,7 Ppe (D)) »
czyli
JHEO (7n : gn) =7 ¢Pc(paﬁ) .
Wobec ciaglosci operacji grupowych wyprowadzamy stad wniosek:

lim g, = lim (7" (v 90)) =77 (- 0pa (1,P)) = tpe (0 P)

n—o0

ktory przesadza o stusznosci dowodzone]j tezy. O

Idac tym tropem dalej w kierunku fizykalnych zastosowan, napotykamy

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (Pg, B, G, mp, ) bedzie wiazka gltowna,
M za$ — rozmaitoscig z dziataniem (lewostronnym) A : G x M — M grupy G. Rozwazmy roz-
maitos¢ produktowa Pg x M. Dzialanie grupy G dane wzorem

o) X Gx(PgxM)—PgxM : (g,(p.x)) — (r(p,g7"). A(g.m))
2

jest wolne i wlasciwe.

Dowdd: Oczywisty. O

Tytulem przygotowania gruntu pod wynik wieiiczacy nasze rozwazania wystowimy jeszcze
Lemat 1. Przyjmijmy zapis Def. 23-3. i niechaj ((X, 7 (X)), ) bedzie przestrzenia z dzialaniem
topologicznym grupy topologicznej G. Rzut kanoniczny

Txc 0 X — X/G
na przestrzen orbit
X/G={Gprz | zeX}

jest odwzorowaniem otwartynﬂ wzgledem topologii ilorazowej na X /G.

Dowdd: Rozwazmy zbiér otwarty O c X. Jego obraz 7x;q(O) jest — wprost na mocy definicji
topologii ilorazowej — otwarty w X /G, jesli przeciwobraz tego ostatniego,

Xa(mx/c(0) = { Mg.z) | (9.2)€Gx0O}=GpO
jest otwarty w X. Tak jednak jest w istocie, oto bowiem zbior ten jest suma mnogosciowa

Gr0O=[J N\(0)
geG
obrazéw zbioru otwartego O wzgledem automorfizméw A, przestrzeni X, czyli zbioréw ot-
wartych. O

30dwzorowanie otwarte miedzy przestrzeniami topologicznymi to takie, ktore przeprowadza podzbiory ot-
warte dziedziny w podzbiory otwarte przeciwdziedziny.
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I wreszcie na zakoriczenie czesci wstepnej udowodnimy jeszcze pomocnicze (dla dowodu zasad-

niczego Tw.

Twierdzenie 1 (O rzedzie odwzorowania ekwiwariantnego). Przyjmijmy zapis dotychczasowy.
Niechaj ((Ma,/4),A"), A € {1,2} beda rozmaitoéciami z odnognymi dziataniami gladkimi
(lewostronnymi) grupy Liego G, przy czym zaktadamy dodatkowo, ze A! jest przechodnie, tj.,

Voyers, Jgec Yy =N (g,7),
i niech FF' : M; — Ms bedzie odwzorowaniem gtadko (lewostronnie) G-ekwiwariantnym.

Wowczas F ma staly rzad, w szczegélnosci za$ przeciwobrazy punktow w Ms wzgledem F
sa domknietymi podrozmaito$ciami wlozonymi w Mj.

Dowdd: Wobec przechodniosci dziatania G na rozmaitosci M;, dla kazdej pary punktow zq, x5 €
M istnieje element go1 € G o wlasnosci xo = )\;21 (x1), przy czym z racji G-ekwiwariantnosci F
zachodzi tozsamosé funkcjonalna

Foll =X2 oF,

921 921

a zatem takze tozsamosé

Tml(FO)‘l )szl()‘Q oF),

g21 g21
ktora mozemy przepisa¢ w postaci

ToaFoTo A =TrunAa, o T F.

T17°g21 g21

7Z racji dyfeomorficznego charakteru odwzorowan )\_’q42 . Ae{l,2} (przesadzajacego o odwracal-

nosci odwzorowan do nich stycznych) z powyzszej tozsamosci wywodzimy wniosek o tozsamosci
rzedow:

rtk Ty, F=rkT,,, F,

ktory w konsekwencji przechodniogci A! mozemy rozciagnaé na caly dziedzine F. Koncowa czesé
tezy wynika wprost z twierdzenia o rzedzie (odwzorowania). O

2. STRUKTURA GLADKA NA PRZESTRZENI ORBIT

Ukrytym celem naszych dotychczasowych rozwazan, w ktérych poswiecilismy duzo czasu na
rozpatrzenie rozmaitych sformulowan pojecia wlasciwosci dzialania grupy na przestrzeni topolo-
gicznej, bylo przygotowanie gruntu pod topologizacje i wybodr struktury gladkiej na zbiorze orbit
takiego dzialania. Zwiericzeniem naszych wysitkow jest fundamentalne

Twierdzenie 2 (O rozmaitosci ilorazowej). Przyjmijmy notacje Def.oraz Lematu (i wezesniej-
sza). llekro¢ dziatanie grupy Liego G na rozmaitosci (M 7,@7) jest gladkie, swobodne i wtasciwe,
przestrzen orbit M /G jest rozmaitoscig topologiczna wymiaru dim M —dim G i istnieje na niej je-
dyna struktura gladka, wzgledem ktorej rzut kanoniczny mys/q jest gladka submersja. Przestrzen
orbit z owa wyrdzniong struktura rozmaitosci nosi miano rozmaito$ci ilorazowej.

Dowdd: Zaczniemy od zidentyfikowania struktury rozmaitosci topologicznej na zbiorze orbit M /G.
Topologia M /G jest topologia ilorazowa indukowang z M: zbior O c M /G jest otwarty wtedy
i tylko wtedy, gdy jego przeciwobraz ﬂ']_\/[l/G(O) jest otwarty w M. Jest to topologia Hausdorffa.
Istotnie, wykorzystajmy relacje rownowaznosci %, na M, jaka jest przynalezno$é¢ do tej samej
orbity dzialania G,

Ay =NGxM)cMxM,

gdzie A jest odwzorowaniem zdefiniowanym w Réwn.[]] Relacja ta zadaje rozklad M na wzajem

roztaczne orbity dzialania grupy G. Niechaj = i y beda punktami w M, ktorych obrazy ()

i mpyc(y) sa dwoma roznymi punktami w przestrzeni orbit, tj. myq(2) # maya(y), a wtedy
5
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(x1,22) ¢ X, poniewaz zas§ podzbior Zy ¢ M x M jest w $wietle twierdzenia o domknietosci
odwzorowania wlasciwego o prezwartej przeciwdziedzinie domkniety w topologii produktowej na
M x M jako ciagly obraz zbioru domknietego G x M wzgledem odwzorowania wtasciwego A,
przeto istnieje otoczenie otwarte Oy, 5,) 3 (21,72) o whasnodci O, »,)N%x = @. Wprost na mocy
definicji topologii produktowej otoczenie takie jest suma mnogosciowa pewnej rodziny iloczynow
kartezjariskich podzbiorow otwartych w M, wybierajac zatem dowolny z nich — powiedzmy O x
O3, 01,05 € T (M) — otrzymujemy relacje Oy 3 xo, € {1,2} oraz (O1 x O3)N%Zy = @, a zatem
takze mar/q(Oa) 2 Tarja(®a), Przy czym koniecznie 7y (O1) N marya(O2) = @, W przeciwnym
bowiem razie istnialyby punkty y, € O4, « € {1,2} nalezace do wspoélnej orbity dziatania G, a
zatem takze (y1,y2) € Zxn(O1xOs), co przeczyltoby roztacznosci O1 x Oy i Zx. W konsekwencji
Lematu (1| zbiory 757/G(O4) sa otwartymi otoczeniami punktéw 7y7/q(2a) W przestrzeni orbit.

W nastepnej kolejnosci dokonamy rozkladu rozmaitosci M na wlozone wen gltadko orbity dzia-
tania grupy G, po czym stowarzyszymy z tym rozkladem stosowne lokalne mapy, w ktorych
wspolrzedne kartografujace kierunki transwersalne do (bliskich sobie) orbit zostana ostatecznie
wykorzystane w konstrukeji atlasu przestrzeni orbit. Punktem wyjscia do tak zakreslonej taktyki
jest upewnienie sie, ze orbity dzialania grupy sa w istocie podrozmaitosciami gtadko wlozonymi
w M. W tym celu rozwazymy odwzorowanie gtadkie, okreslone dla dowolnie ustalonego punktu
reM,

Q. =A(h2) : G— M : g— A(g,2),
0 oczywistej wlasnosci
2,(G)=Gpz.
Odwzorowanie to jest jawnie G-ekwiwariantne,
Vgeq @ Qgoly=Xrg0Q,,

tj. splata ze sobg dzialania G: lewe regularne na sobie oraz A na M, a poniewaz pierwsze z tych
dzialan jest przechodnie, przeto mozemy odniesé do Q, teze Tw.[I} wnioskujac o stalosci rzedu
tego odwzorowania. Ponadto jest ono injekcja, oto bowiem réwnosé

92> =0(92)=Q(g1) =1 >z — (gg_l-gl)bx:x

oznacza — wobec zalozenia dotyczacego charakteru dziatania A — réwnosé

951'91=6 — g2 =91-

To jednak w polaczeniu z wezesniejsza konkluzja, a w odwotaniu do twierdzenia o immersywnosci
gladkiej injekcji o stalym rzedzie (wynikajacego wprost z twierdzenia o stalym rzedzie), pozwala
stwierdzi¢, ze €, jest immersja. Przy tym ilekro¢ K c M jest zwarty, wiec tez (wobec hausdorf-
fowskogci M) domkniety, jego przeciwobraz 2,'(K) jest domkniety w G wobec ciagtosci €, a
poniewaz dla dowolnego nalezacego doni elementu g zachodzi relacja g >z € IC, czyli tez

(g (Ku{z}))n(Ku{z})=(9pKu{gra})n(Ku{z})o{gra}+a,
co implikuje jego zawieranie sie
Q' (K) c G(Ku{z})

w zbiorze G(K u {z}), ktory jest zwarty na mocy Stw. przeto Q;1(K) jest zwarty. To za$
oznacza, ze (), jest odwzorowaniem wlasciwym, a zatem ostatecznie — w konsekwencji poprzed-
nich ustalen — gtadkim wtozeniem (jest nim kazda injektywna immersja bedaca odwzorowaniem
wlasciwym — patrz: [Sus23]).

Wybierzmy (dowolnie) punkt x € M, a wraz z nim — jego przeciwobraz e € G wzgledem €,
i lokalne mapy: k. : O, — R*P_ D = dimG na pewnym otoczeniu otwartym O, elementu
neutralnego e w G oraz r, : Op — R, N =dim M na pewnym otoczeniu otwartym O,
punktu z w M, w ktorych lokalna prezentacja wlozenia 2, przybiera postaé¢ kanoniczna (jako
immersja), czyli

Go{2}n0, = n;;(uz x{0,}),
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gdzie U, € 7 (R*P) jest homeomorficznym obrazem fragmentu orbity z zawartego w O,. Niechaj
Ay = 5;1({013} x ]RXN)

bedzie podrozmaitoscia O, transwersalna do (fragmentu) rzeczonej orbity G > {z}, wyznaczajaca
rozktad przestrzeni stycznej

ToM =To(Go {z}) @ T2 AL,
w ktérym wobec immersywnosci €2, identyfikujemy
(3) TeQ(TeG)=T,(Go {a}) c T, M.
Oznaczmy dalej

0z = AMaxa, + GxAy — M.

Wykazemy, ze 0, jest dyfeomorfizmem na pewnym otoczeniu punktu (e,z) € Gx A,. W tym celu
wykorzystamy gladkie wlozenie

1y 0 G—GxAy : g—(g,7)
do rozlozenia odwzorowania 2, wedle schematu
Q= 6,00,,
a zatem takze — stycznego do niego:
T = Tee)0z 0 Tets
Zwazywszy Rown. , konstatujemy prawdziwosé¢ relacji

T(e,m)éw(T(e,m)(G X ALE)) = T(e,m)(sz(TeG @ Ta:Aw) 2 T(e,m)(sw(TeG @ {OTlAI})

T(e,a:)(sz © Telz(TeG) = TeQm(TgG) = Tx(G > {z}) .
Wprowadzmy dalej gtadkie wlozenie
Ze:Az—)Gan::y'_)(evy)

podrozmaitosci transwersalnej do (lokalnego fragmentu) orbity G > {x}, aby moc roztozyé gtadkie
wlozenie ja, @ Ay — M w postaci

Ja, =0z 00
i— co za tym idzie — styczne do niego:
Tyin, = Tey)0z© Tyte -
Wobec oczywistej réwnosci
Tote(TeAy) = {01.c} @ T2 A,
otrzymujemy tym razem relacje

Te)0a(T(en) (G x AL)) Te0a({07.c} @ TuAs) = Te )0z 0 Tate(ToAr) = Taga, (T2AL)

U

= TmAm c TxMa
ostatecznie zatem stwierdzamy, ze
Tew)0u(Tea) (G x A)) 2 T (G > {z}) @ T, A, = T, M,

skoro za$ zarazem

ToM 2 Te2)62(Ten) (G x AL)),
to nieuchronnie

T(e,x)(sx(T(e,x)(G X AI)) =T, M,
co dowodzi surjektywnosci T ,)0z, a poniewaz jest tez — wobec ustalonej wezesniej immersywnosci
Q, —
dimg T, 4)(G x A,) = dimg TG + dimg T, A, = dimg T,(G > {2}) + dimg T, A, = dimg T, M,

7



Action directe (MAWF ’23/24 1.XXIV [rrS])

przeto T )0, jawi si¢ bijekcja. Na tym etapie mozemy juz odwotac¢ si¢ do twierdzenia o
lokalnej odwracalnosci odwzorowari, aby orzec istnienie pewnego otoczenia otwartego V, punktu
(e,x) € G x A, odwzorowywanego dyfeomorficznie przez (ograniczenie) d, w pewne otoczenie
otwarte O, punktu z € M. Biorac pod uwage nature topologii (produktowej) na G x A, (we-
dle schematu myslowego wylozonego na poczatku niniejszego dowodu w uzasadnieniu hausdorf-
fowskosci topologii ilorazowej na przestrzeni orbit), upewniamy sie, ze pierwsze z tych otoczen
mozna wybra¢ w postaci produktowej V, = W, x W,,, przy czym z kazdego z otoczen: W,, a €
{e,2} mozna wyjaé prezwarte przeciwobrazy pewnych kul otwartych BP(%.(e) = 0p;e.) =
%E(We), g. > 0 oraz — odpowiednio — BN P (%,(x) = On_p;e.) = %E(Wz), € > 0 wzgledem
lokalnych map %, : W, — R*P oraz — odpowiednio — %, : W, — R*N=P W dalszej czesci
naszej analizy skupimy uwage na otoczeniu produktowym V, = W, x W,.

W nastepnej kolejnosci pokazemy, ze otoczenie W, ¢ A, mozna wybra¢ na tyle matym,
azeby kazda orbita dzialania G przecinala je w co najwyzej jednym punkcie. Zalézmy prze-
ciwnie i rozwazmy przeliczalng baze otoczeri & w W, zlozona z przeciwobrazow wzgledem 7%,
rodziny kul otwartych BYN"P(0On_p;rn), 7n = m, n € N. W kazdym z przeciwobrazéw
B, =%} (BN"P(0n_p;rn)) tkwi para punktéw z,, oraz y, # r, nalezacych do tej samej orbity,
tj. spelniajacych warunek vy, = g, > x,, dla pewnego elementu g, € G. Przy tym wobec zalozonej
postaci bazy otoczen oba ciagi punktow w (prezwartym) W, zbiegaja do ,

lim xn:xzii_{go(gnbxnﬁ

n—>o00
a zatem — w $wietle Stw.[2] a z racji wlasciwego charakteru A — ciag g¢. zdefiniowany przez pare
ciagow (z.,y.) zawiera podciag g, zbiezny do pewnego elementu g € G. Ciaglos¢ dziatania A
pozwala nam zatem zapisaé cigg réwnosci

9> 2= A(Hm (gn,, 7)) = B0 Mgy, @) = lim g, =2,

a poniewaz mamy do czynienia z dzialaniem wolnym, przeto nieodzownie g = e. Jednakowoz dla
dostatecznie duzych wartosci k € N zachodzi gy, € We, przy czym g,, # e (wszak y,, # 2, ) wiec
tez

A(gnk)x’ﬂk) =Yns = )‘(67 y’ﬂk) ,

co z racji injektywnosci d, v, = Alyw. x5y, implikuje réwnosé

(gnk ’ x’ﬂzk) = (67 y’ﬂk) 9

prowadzaca do jawnej sprzecznosci. Otoczenie W, o postulowanej cesze zawsze zatem istnieje.
Rozwazmy teraz zlozenie homeomorfizmow

(b:v = (Ee XEI) o (6w Tﬁ)il : 6113 _;—) ]71 = We X Ww _;—) BD(OD;ge) X BN_D(ON—D;EI) .

Pokazemy, ze okresla ono lokalna mape zgodna z dziataniem grupy G w tym naturalnym sensie,
ze orbity tegoz dzialania sa w tej mapie hiperptaszczyznami parametryzowanymi przez pierwszych
D wspotrzednych. Zacznijmy od tego, ze wobec otwartosci zaré6wno swojej dziedziny, jak i przeci-
wdziedziny homeomorfizm ¢, dopuszcza postulowang interpretacje, pozostaje wiec jedynie upew-
nié sie co do shusznosci naszych oczekiwan dotyczacych opisu fragmentéow orbit zawartych w jego
dziedzinie. Mamy

oy BP(0p;e.) x BN "P(0n-pies) — O,
(6:¢) — 0:(F " (€), 7, (O) = M7 (€). 7, ()

bez trudu przeto stwierdzamy, ze dowolna hiperpowierzchnia ¢ = (., = const jest zawarta w poje-

dynczej orbicie, oto bowiem jej homeomorficzny przeciwobraz w M wzgledem ¢, spelnia relacje

¢ (BP(0psee) x {G}) = AOWe x {F31(G)}) € MG x {71 (C)}) = G {71 (G}

Rozumowanie to pokazuje, ze dowolna orbita G > {y}, y € M przecina O, wzdluz sumy mno-

gosciowe]j (fragmentéw) hiperpowierzchni o opisie wspolrzedniowym ¢ = ¢; = const, i € I, dla

pewnego zbioru indekséw I,. Otoczenie W, zostalo jednak wybrane tak, izby dowolna orbita
8
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przecinala je w co najwyzej jednym punkcie, wobec czego |I,| < 1. Lokalna mapa ¢, jest zatem
— w istocie — zgodna z dzialaniem G w okre$lonym wyzej znaczeniu i moze byé wykorzystana w
kartografowaniu przestrzeni orbit na otoczeniu punktu mysc(z) = [x].

Skonstruujemy teraz lokalna mape na otoczeniu TrM/G(@:U) punktu [z], pamietajac, ze ot-
warto$é¢ zbioru 7TM/G(62) > [z] w topologii ilorazowe] jest zapewniona przez otwarto$é rzutu
kanonicznego TM /G stwierdzona w Lemacie [I} Oznaczmy lokalne ciecie przez x w poprzek orbit
zawartych w O, symbolem

Zm = ¢;1({0D} X BN?D(ON—D;gz))

i zauwazmy, ze ograniczenie rzutu kanonicznego

etz © A — maya(O:)
jest bijekcja w $wietle zalozenn poczynionych w odniesieniu do charakteru przecie¢ orbit dziatania
G z O, oraz z racji potwierdzonej zgodnoéci mapy ¢, z tymze dzialaniem. Przy tym ilekroé
WcA, jest podzbiorem otwartym, jego obraz w przestrzeni orbit

majaOV) = g 0 6, ({00} x pry 0 6. (W) = marja 0 ¢, (BY (0p;ee) x pra 0 6. (W))

jest w oczywisty sposéb otwarty jako obraz wzgledem zlozenia odwzorowan otwartych zbioru
BP(0p;e.) x pryo ¢, (W) otwartego w topologii produktowej — wszak ¢, jest homeomorfizmem,
wiec tez odwzorowaniem otwartym, a rzut na druga skltadowa zadanego przezen zbioru ¢, (W)
otwartego w topologii produktowej, czyli bedacego sumg mnogosciowa iloczynéw kartezjanskich
zbioréw otwartych, jest takaz suma rzutéow tychze iloczynéw na druga sktadows, wiec takze zbiorem
otwartym w R*N~P_ Koniec koncow odwzorowanie ograniczone mTa/clx, Jest zatem homeomor-
fizmem, ktorego ciagla odwrotno$é¢ bedziemy oznaczaé¢ symbolem

o= (muyets,) ¢ maga(0:) — A,

Zdefiniujmy odwzorowanie
Y] = Pra 0 droopy] ¢+ maya(0r) — By — {0p} x BN P(0n_pse,) — BV P (0n-pic.),

ktore — jak tatwo wida¢ — jest homeomorfizmem otoczenia otwartego 7/ ( (595) na kule otwarta
BN-P(On_pie.) ¢ R°NP | czyli — innymi stowy — lokalng mapa klasy C°. Nalezy przy tym
podkresli¢, ze lokalna prezentacja rzutu kanonicznego okreslona przez lokalng mape ¢, na O,
oraz stowarzyszong z nia lokalnag mape ;] na WM/G(éz) przyjmuje prosta postaé

Yo mayc o by’ BP(0pse.) x BN P(0y_pies) » BV P (0n-pies),

o jawnie submersywnym charakterze. Odwzorowanie o[, ma zatem naturalng interpretacje ciecia
lokalnego submersji m7/q. Jesli wige zaindukujemy strukture rozmaitosci na M /G z tej na roz-
maitosci M (j/w) przy uzyciu podatlasu na M utworzonego przez wszystkie mozliwe mapy lokalne
na M zgodne z dziataniem G i wszystkie ciecia lokalne rzutu kanonicznego nad obrazami — wzgle-
dem tegoz ciecia — ich dziedzin, to dla zakonczenia dowodu twierdzenia pozostanie nam jedynie
wykazaé¢ gladkos¢ odwzorowan przejscia miedzy mapami okreslonymi na przecinajacych sie nie-
pusto otoczeniach w przestrzeni orbit, a na koniec — jedynos¢ tak otrzymanej struktury gtadkie;j.

Niechaj zatem ¥, ,7 : ﬂM/G(@VxA) = BN"P(0n_pics,), Ac{1,2} beda dwiema lokalnymi
mapami spelniajacymi warunek wM/G((”)}l) n WM/G((”)}Z) + @, a stowarzyszonymi z lokalnymi
mapami ¢, : O, = BP(0p;ee.a) x BN"P(0,;¢e,,). Przecinanie si¢ rzutow WM/G(@:,;A)
otoczen O, 4 odnosnych punktéw x4 oznacza, ze sa w tych otoczeniach punkty y4 € O, , halezace
do tej samej orbity, tj. y2 = go1 > y1 dla pewnego elementu go; € G, mozemy zatem bez straty
ogolnosci (dokonawszy — jesli trzeba — trywialnego przesuniecia w przeciwdziedzinach obu map
¢z ,) Drzyjac, ze ya = x4 1 jest spelniony warunek

T2 =021 >T1.

Zalézmy najpierw, ze go1 = e, a wtedy mozemy wprost rozpatrze¢ odwzorowanie przej$cia miedzy
mapami ¢, = (£1,(1) 1 ¢z, = (€2,(2) na zbiorze Oq := (5961 N 512. Jako ze przeciecia dowolnej

orbity z kazdym z otoczen odpowiadaja statej i jedynej wartosci (i1 oraz takiejz wartosci (o,
9



Action directe (MAWF ’23/24 1.XXIV [rrS])

przeto gladkie (wprost na mocy konstrukeji — wszak ¢,, sa mapami na gltadkiej rozmaitosci M)
odwzorowanie przejScia miedzy obiema mapami jest postaci

Gy 0 (P Fom)il G2y (O12) —> G2, (O12)
(&1(y), Q1)) — (Fro (&1,¢1), Fao 1) (y),

gdzie F; i Fy sa pewnymi odwzorowaniami gtadkimi. W szczegolnosci wiec otrzymujemy relacje
Gy) =20 (y), yeOi,

z ktorej odczytujemy jawnie gtadka postaé¢ odwzorowania przejscia miedzy mapami indukowanymi:

-1 >
¢[x2] ° (w[ﬂvl] rﬂ'M/G(Olz)) : w[xl] ° WM/G(OIZ) - w[acQ] o 7rM/G.((OIQ)

pryo e, o (majals,,) (ara(®)) = G (y) — Gy) = Fa(Gi().

W przypadku go1 # e nie mozemy wprawdzie a priori rozwazaé¢ odwzorowan przejscia miedzy
mapami ¢,, 1 ¢, na O (zbiér ten moze byé w szczegdlnosci pusty), ale mozemy zastapié
mape lokalng ¢, oraz ciecie lokalne o[,,] uzyte w definicji mapy lokalnej ¥r,,] na mar/c(Oq,)
innymi z tego samego podatlasu na M i- odpowiednio — zbioru cie¢ lokalnych rzutu kanonicznego,
indukujacych mapy lokalne na przestrzeni orbit, ktére wspolnie wyznaczaja te samg mape lokalna
Ylz,] DA Trryq(Oz,), ale jednoczednie przeprowadzaja punkt z jej dziedziny przez zbior otwarty
w nakryciu M przecinajacy si¢ z O,, w pewnym otoczeniu otwartym zi, co sprowadza nas do
poprzednio zweryfikowanego przypadku. Otéz wige uzyjmy automorfizmu Ag,,, aby zdefiniowaé
odwzorowanie

¢21 = ¢I2 ° /\gzl : /\9511 (6062) — BD(0D§€e;2) X BN_D(ON—D;ng)

Z1

na otwartym (wprost z konstrukeji) otoczeniu )\9511((512) punktu z;. Jako ze automorfizm A,
przeprowadza orbity na orbity, ii jest mapa lokalna zgodng z dzialaniem G. Definicje te uzu-

pelniamy stosowng definicjg lokalnego cigcia rzutu kanonicznego nad 7ys/q(Og, ),

21 . _
Tlzs] = Aggl © Olas] -

Ta ostatnia ma sens, gdyz
21 _ _ _
TM/G © Olay] = TM/G © Olaa) =1y (5,,)

a przy tym zgodnie z zapowiedzia odtwarza, w polaczeniu z nowg mapa lokalng, wyjsciowa mape
lokalng na 7y7/G(Og,), 0 czym przekonuje bezposredni rachunek:

1/}[2;2] =Pprpo ¢9251 ° 0—[2112] =Pry 0 ¢z 0 Agy, © )‘ggll °© 0—[2;2] =Pry 0 ¢g, © 0—[2;2] = w[:cz] :
To koriczy dowodd istnienia struktury gtadkiej, o ktérej jest mowa w tezie twierdzenia. Nalezy
jeszcze wykazaé struktury tej jedynosc.

W tym celu rozwazmy dowolne dwie takie struktury na tej samej przestrzeni orbit M/G,
oznaczajac odnosne jej kopie indeksem: (M/G)a, A€ {1,2} dla wygodnego odroznienia. Wprost
na mocy poczynionego zalozenia rzut kanoniczny myq @ M - (M/G)a, A€ {1,2} jest w obu
przypadkach gladka surjektywna submersja, mozna zatem odniesé¢ do niego teze Stw.19-20-21-22.1.
(o kwazi-uniwersalnej wlasnosci submersji), i to na dwa sposoby: mozemy oto zapisaé¢ diagram
przemienny

(M/G)2

T™M|G
/ idyra ,

M ——me> (MG
w ktorym traktujemy my,q @ M > (M/G); jako submersje, marq @ M - (M/G)2 za$ (to
samo odwzorowanie) — jako odwzorowanie referencyjne, ktorego gltadkosé przesadza o gladkosci
10
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idps/q; mozemy tez zamieni¢ miejscami (i rolami) (M/G); i (M/G)a, co prowadzi do wniosku, Ze
takze wtedy, gdy traktujemy idy;q jako odwzorowanie z (M/G)s w (M/G)1, jest ono gtadkie,
co jest rébwnoznaczne z réwnowaznoscia obu struktur rézniczkowych. O

Uwaga 1. Czesto przyjmuje sie, ze nosnik struktury rozmaitosci topologicznej powinien spetniaé
drugi aksjomat przeliczalnosci. Bez trudu przekonujemy sie, ze przestrzen orbit M/G ma te
ceche, oto bowiem obraz dowolnej skoriczonej lub przeliczalnie nieskoniczonej bazy & := {O,, }neren
topologii M wzgledem rzutu kanonicznego na przestrzen orbit, my,G(0) = {ma/q(On) Fneren, jest
— w $wietle Lematu 1| - odpowiednia baza topologii (ilorazowej) M /G. Istotnie, my;(0) jest
pokryciem otwartym M /G, a ponadto dla dowolnej pary 7ar;q(On,), Ta/c(Ony), n1,n2 € N
elementow tej rodziny o niepustym przecieciu my/q(On,) N Taryc(On,) > G >z, v € M istnieje
element 7y7/c(Onyy) € Tarya(Ony) N Tarya(Ony) o wlasnosci maryq(Ony,) 2 G > 2. W rzeczy
samej, z relacji mar/G(On,) N 7TaryG(On,) 3 G > 2 wynika istnienie punktow x4 € Oy ,, A€ {1,2}
oraz elementu grupy go1 € G spelniajacych relacje xo = ga1 > 1, wobec czego zbior Ag,, (O, ) ma
niepuste przeciecie z O,,,, a poniewaz jest otwarty (jako homeomorficzny obraz zbioru otwartego),
przeto jest suma mnogosciowa pewnej rodziny elementéw bazy €. Przynajmniej jeden element tej
rodziny — oznaczmy go O,,, — przecina si¢ niepusto z O,,, a zatem — wprost na mocy definicji
bazy topologii — istnieje element O,,,, € & spelniajacy warunek

On122 c Onlz n Onz c )‘921 (Onl) n On2 )
z ktoérego wynika juz pozadany warunek

7T]W/G((Dnlzz) c 7T'1\/[/G(/\_l}21((9n1) n Onz) c 71-]\4/G(/\£]21((Dnl)) n 7TJV[/G((an)

= 7TM/G(On1) N 7rM/G(Ong) .
Wreszcie na koniec zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru otwartego O ¢ M /G zachodzi — wprost na
mocy definicji topologii ilorazowej oraz wobec bazowego charakteru & — tozsamosé

FX/}/G(O) = U On,
iel
w ktorej I c N jest pewnym zbiorem indekséw. Wobec powyzszego otrzymujemy réwnosé
76 (716 (0)) = e (U On:) = U marya(On,)
iel iel
ktora przesadza o bazowym charakterze my;/q(0).

Na zakonczenie tej czesci wykladu wypowiemy stwierdzenie istotne z punktu widzenia zasto-
sowan teorii grup Liego w opisie nieliniowych realizacji symetrii w teorii pola (w szczegolnosci w
modelowaniu efektywnej teorii pola ,maltych” wzbudzen klasycznej jej prozni), a mianowicie

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Lematu [I] i niechaj G bedzie grupa Liego, H ¢ G za$ —
jej podgrupa domknieta. Istnieje doktadnie jedna struktura rozmaitos$ci gtadkiej na przestrzeni
ilorazowej G/H z topologia ilorazowa zaindukowana z G, wzgledem ktorej rzut kanoniczny mg g :
G — G/H jest surjektywna submersja. Naturalne lewe dziatanie

(4) [€). : Gx(G/H) > G/H : (g,gH) — (7-9)H

jest gladkie wzgledem tej struktury. Gladka rozmaitos¢ G/H z dzialaniem grupy G okreslona
tym sposobem nosi miano gladkiej przestrzeni jednorodnej G.

Dowdd: Rozwazmy dziatanie p : GxH — G : (g,h) — g-h podgrupy H c G na grupie G
otrzymane w wyniku ograniczenia do tejze podgrupy prawego dzialania regularnego G na sobie.
Jest ono jawnie swobodne, a przy tym mozemy je zapisa¢ jako superpozycje

p =mo (idc x ju)
odwzorowan gtadkich (przy czym gladkosé kanonicznego wlozenia jg : H — G wynika wprost

z Tw.23-1., zatem jest tez gladkie. W Swietle Stw.[] jest ono réwniez wlasciwe, mozemy wiec
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odnies¢ do pary (G,H) teze TW. konstatujac prawdziwosé pierwszej czesci tezy twierdzenia
dowodzonego. Pozostaje zatem wykaza¢ gladkos¢ dziatania [\]. Zauwazmy, ze dzialanie to domyka
diagram przemienny

G/H

TG/HOM

[A]

)

GxG———— > GxG/H

idexma/n

w ktorym idg xmq g jest submersja, co pozwala zastosowac Stw.19-20-21-22.1., aby wywnioskowac
gtadkos¢ [A] z gladkosci odwzorowania mq g om, wynikajacej ze stwierdzonej wezesniej gtadkosci
mg/u 1 zalozonej gladkosci m. O
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