ASOCJACJE W DZIALANIU
(MAWF °23/24 1.XXV, 1.XXVI I 1.XXVII [RRS))

FiG. 1. Platon i Arystoteles, praojcowie idei asocjacji przez sekwencje dzialan,
na fresku Raffaello Sanzio da Urbino z 1511 r. pt. “Scuola di Atene’ (Stanze di
Raffaello, Palazzo Apostolico, Vaticano).

SPIS TRESCI

2

2. Abstrakcjal 5
[Literatural 18

Konstrukcja rozmaitosci ilorazowej stanowi jeden z kluczowych elementéw procedury geome-
tryzacji rozmaitych bytow algebraicznych, w szczegolnosci zas: algebr Clifforda, modutéw spinoro-
wych i dzialania tych pierwszych na tych drugich. Jej zastosowanie w interesujacym nas kontekscie
wymaga wprowadzenia procedury zwanej stowarzyszaniem rozmaitosci wyposazonej w dziatanie
grupy Liego G z wiazka glowna o grupie strukturalnej G. Procedura ta jest naturalnym teo-
riopolowym awatarem uniwersalnej konstrukcji homotopijnej przestrzeni ilorazowej (z jez. ang.
“homotopy quotient”) odgrywajacej pierwszoplanows role w kontek$cie modelowania geometrii
rézniczkowej przestrzeni orbit dzialania grup topologicznych — w tej swojej wersji zostata ona po
raz pierwszy pomyslana przez Cartana [Carb0], a potem podchwycona i rozwineta przez Borela,
skad nazwa: model Cartana-Borela, cp. [Tu20]. A ze spektrum zastosowan fizykalnych rzeczo-
nej procedury wykracza daleko poza kontekst cliffordowski (i obejmuje tak istotne zagadnienia
jak cechowanie, czyli ulokalnianie symetrii globalnych w teoriach pola (w ktéorym to kontekscie
wprowadza w naturalny sposob obrazek defektowy), oraz modelowanie roznorodnych zjawisk w
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teoriach z symetrig wycechowana, jak cho¢by efekt Higgsa, ktorym poswiecony jest wyktad mono-
graficzny Autora pt. ,Zastosowania teorii wiazek wioknistych w fizyce"), przeto oméwimy ja ze
szczegdlami.

1. MOTYWACJA

Okazuje sie, ze wiazke wektorowa V mozna odtworzy¢ (z dokladnoscia do izomorfizmu) z
odnosnej wigzki reperéw FqrV przez pewna sprytna konstrukcje, ktorg przedstawiamy ponizej.
Jak wynika wprost z definicji FgrV, jest dobrze okreslone odwzorowanie (punktowej) ewaluacji

& ¢ FaLVx K" —V ¢ ((By,2),0) — Bu(v) € V,.
Odwzorowanie to jest stale na orbitach dziatania
& : GL(rK) x (FaLVxK*") — Far,V x K*

(% ((Bay2),0)) = ((Be o x7H,2),x(v) 4
zapisanego w terminach naturalnego (definiujacego) dziatania grupy GL(r;K) na K*",
ev : GL(r;K)x K" —K*" : (x,v) — x(v).
To oznacza, ze 6v zstepuje na rozmaitosé ilorazowa (FgrLV x K*")/GL(r;K) zdefiniowana w

odniesieniu do dzialania v, ktorej istnienie zapewnia Cor. 24.1 na gruncie Tw. 24.2. Innymi stowy,
év zadaje odwzorowanie

[ev] : (FeLVxK™)/GL(r;K) —V
(2)  [((Be2),0)] — & ((Bz,2),v) = Ba(v)
ktore domyka diagram przemienny
v
< (]
FGLV X er (FGLV X er)/GL(’I‘; K)

T(FQLVXKXT)/GL(7;K)

Zapisany na nim rzut kanoniczny (. vxk*r)/GL(rK) D przestrzen orbit jest — w Swietle Tw. 24.2 —
gladka submersja, przeto wprost na mocy Stw. 19-20-21-22.1 gtadkosé odwzorowania indukowanego
[6V] jest implikowana przez gladko$é odwzorowania év. Przy tym bez trudu przekonujemy sie,
ze w ograniczeniu do dowolnego widkna (Isox(K*",V,) x K*")/GL(r;K), = € B odwzorowanie
to jest bijekcja. Istotnie, wybierzmy dowolng baze B € Isog(K*",V,) i rozwazmy zbior S :=
{((B,x),v) | veK* }.Orbity dwoch dowolnych jego elementow, GL(r;K) > ((83,x),v1) i
GL(r;K) > ((82,2),v2), albo pokrywaja sie ze soba, albo tez sa roztaczne (jako klasy abstrakcji
relacji rownowaznosci). Pierwsza z tych ewentualnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

((6;,1’),1)2) e GL(r;K) > ((ﬂ;,z),vl)

*

— EIxeGL(r;]K) : ((ﬁ;ax)vv2) :((ﬁxox_lax)7x(vl)) — ( X:idKX“" A V2 = U1 )7
zatem nietozsame elementy zbioru S naleza do rozlacznych orbit. Wtlokno (Isox(K*",V,) x
K*")/GL(r;K) nakrywa wiec wiokno V. Pozostaje sprawdzié injektywnosé [6v]. W tym celu
rozwazmy konsekwencje rownosci

Be(v1) = [&]([((Be,2),01)]) = [SU([((B7, ), v2)]) = B (v2) -
Ta jest rownowazna réwnosci
vy =77 o By (u1),
ktora implikuje relacje

vy € GL(r;K) b vy,
2
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a dalej takze
((82,2).02) = ((Bho (827 0 B1) " 2), 827 0 B (01)) € GL(r:K) > ((BL,2),11).

Na tej podstawie wyciggamy wniosek o réwnosci argumentow,

[((B2:2),00) ] = [((82,2),02)]
ktora przesadza o injektywnosci [6v]. Mamy zatem do czynienia z gtadka bijekcja. Skonstruujemy
jej gladka odwrotnosé. W tym celu uzyjemy lokalnych trywializacji =; : w;éLV(Oi) = 0; x
GL(r;K), i€ I wiazki reperow stowarzyszonych z pokryciem {O; }icr, ktore w odwotaniu do tezy
Stw. 23.3 pozwalaja nam skonstruowaé lokalnie gtadkie ciecia

o; ¢+ O — FarLV @z 17 (z,e) = (ﬁl(ac),x) € Isog (K", V,) x {z},

przy czym pole baz §; zalezy (lokalnie) gtadko od punktu w O; c B. Latwo przekonujemy sie, ze
odwzorowanie zadane lokalnie (nad O; > x) w postaci

Sitv, + Vo — Isog (K", V) x K*")/GL(r;K) : v [((Bi(2), ), Bi(2) ™ (v))]
jest (lokalna) odwrotnoscia [éV], oto bowiem

Yio [a’]([((ﬂrvx)vv)]) =0 BI(U) = [((ﬁz(x)vx)aﬁZ(x)_l © ﬁz(v))]
= (B0 (Bi@) 0 80) ). Bi(@) " 0 Ba(0))] = [((Br).v)]

anadto —dla veV, —

[&] 0% (v) = [&]([((Bi(z), ), Bi(x) " (1))]) = Bi(z)(Bi(2) ' (v)) = v.
I wreszcie na koniec upewniamy sie, ze odwzorowania lokalne ¥; stanowia ograniczenia (do
odnosnych elementéw 75, (0;) pokrycia przestrzeni totalnej V) odwzorowania globalnie gtad-
kiego. W tym celu musimy najpierw ustali¢ regute transformacyjna dla lokalnych wyboréw bazy
B;. Niechaj g;; @ 0;; — GL(r;K) beda odwzorowaniami przejscia dla wybranych wczesniej
trywializacji lokalnych FarV, tj. — dla dowolnych z € O;; oraz x € GL(r;K) —
T; © ijl(xa X) = (‘Thglj(x) ° X) .
Obliczamy wowczas

(6_7(.%‘),1’)

Tj_l(x,ider) = Ti_l(m,gij(:c)) =7, Yz, idgxr) < gij(z) = (ﬁl(x),x) < gij(x)

(61(1:) Ogij('r)vx) ’

czyli
Bj(x) = Bi(x) © gij(x),
a stad juz latwo wyprowadzamy — dla dowolnego punktu v € V,, x € O;; — pozadang tozsamosé

2 ) = [((B@),2). 8, @) )] = [((Bule) o g5 (@),2). 915 () 0 Biw) ()]
= [((Bi(),2), B:(2) ()] = Zi(w).

Dotychczasowe nasze rozwazania pozwalaja nam wypisaé¢ wprost trywializacje lokalne

(7] ¢ (el w(0) x K*7) [GL(r K) = O; x K & [((Ba, @), 0)] — (2, Bi(2) " 0 B (v))
o odwrotnosciach
[Ti]_l : Oy x K = (WEéLV(Oi) X KXT)/GL(T;K) :(z,0) — [((52@)7@")77})]

i tym samym zidentyfikowac strukture wiazki wloknistej na rozmaitosci ilorazowej (Far, VxK*")/GL(r; K),
przy czym jest jasne, ze jest to wiazka wektorowa nad B o ciele bazowym K. Odnotujmy na
marginesie, ze odwzorowania przejscia dla wypisanych tu trywializacji przyjmuja — w dowolnym
punkcie (z,v) € O;; x K*" — postac

(][] (0) = [nJ([((ﬂj(w),x)w)]g) = (2, Bi(2) ™" 0 B;(2) (1)) = (2, 915 () (v)) ,
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identyczng jak w przypadku V. Wobec swojej oczywistej K-liniowosci odwzorowanie [6v] jawi sie
nam jako izomorfizm wiazek wektorowych

[] : (FeLV x K*)/GL(r; K) — V.

Na gruncie powyzszych i wezedniejszych rozwazan mozemy wyartykutowaé proste, acz struktu-
ralne

Stwierdzenie 1. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy cieciami lokalnymi (a za-
tem takze trywializacjami lokalnymi) wigzki reperow wiazki wektorowej i trywializacjami lokalnymi
wiazki wektorowej.

Dowdd: Dowolne ciecie lokalne o : O — WEéLV(O) c FqLV, O ¢ J(B) pozwala zdefiniowac
odwzorowanie
Ty - 7T{/1((’)) — OxK* : v+— (Wv(’U), (oo Tl'v)(?])_l(v)),
jawnie K-liniowe i gtadkie, o oczywistej odwrotnosci
b Ox KT — 1yt (0) ¢ (2,V) — o(z)(V),

takze gtadkiej (i K-liniowej). Wtasnosci te pozwalaja zidentyfikowaé 7, jako trywializacje lokalna
wiazki V stowarzyszona z cieciem lokalnym o wiazki reperéw.

Odwracajac powyzsze rozumowanie, dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : 73 (O) = OxK*"
przyporzadkowujemy ciecie (lokalne)

or : O — WEéLV(O) s N (x,).

Bez trudu przekonujemy sie, ze skonstruowane tu przyporzadkowania sa wzajem odwrotne. Istot-
nie, stwierdzamy réwnosé
¥ (@ vyeoxier + 0r, (2)(V) =7, (2, V) = a(a)(V),
a z niej wyprowadzamy tozsamosé
Or, =0.

Ponadto
Vyerioy * 7o () = (me(0), (0 0 7) (0) (1) = (m (), 7 (70(0),) " ()

To T_l(ﬂv('l))7’7'_1(7Tv(U), -)_1(7))) =7(v),

przeto

T

oraz

Stwierdzenie 2. Dowolna rodzina trywializacji lokalnych wiazki reperéw wiazki wektorowej in-
dukuje rodzine trywializacji lokalnych wiazki wektorowej (stowarzyszonych z ta sama rodzina
podzbioréw otwartych ich wspolnej bazy) o tych samych odwzorowaniach przejscia.

Dowdd: Niechaj (V,B,K*" my) bedzie wiazka wektorowa (nad ciatem K), (FqrLV, B, GL(r;K),
TFeLv) %a$ — wiazka jej reperéw i miech 7 : mgl (O;) =5 0; x GL(r;K), O; € 7(B), i ¢
{1,2} beda dwiema trywializacjami lokalnymi drugiej z nich, o niepustym przecieciu dziedzin,
01 N Oy, nad ktorym sa okreslone odwzorowania przejscia g2 : 01 N Oy — GL(7;K). Z kazda
z trywializacji stowarzyszamy ciecie lokalne wedle formuty podanej w dowodzie Stw. 23.3,

o; 1 O — mel y(0) cFaLV : y— 17 (y,1,),
4
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a nastepnie uzywamy ich do skonstruowania odnoénych gtadkich trywializacji lokalnych wiazki V
zgodnie z przepisem sformulowanym w dowodzie Stw. [T}

L1 (0) == 0 x KT 1 v (ny(v), (i 0 my) (v) " (v)), i€ {1,2}.

O tym, ze sa to trywializacje o postulowanych odwzorowaniach przejicia, przekonujemy sie¢ w
bezposrednim rachunku, przeprowadzonym dla dowolnych (y,V') € O19 x K*",

701 0721 (1, V) = 7o, (02(1) (V) = (1 (02 (1) (V) (01 0 ) (2(1) (V) (02(1)(V)))

= (v o1(y) o 02(9)(‘/)) )

ktory po uwzglednieniu ciagu réwnosci

To

i

o2(y) = 3w 1n) = (Y 9129) = T (W, 10) < g12(y) =71 (Y, 1) 0 12(y) = 01(y) © g12(y)

odtwarza pozadany wynik

Tor 0Toy (1. V) = (y,01(y) 0 01(y) 0 912(1) (V) = (9, 912(1) (V) -

2. ABSTRAKCJA

Z przedstawionego w poprzednim rozdziale studium (kanonicznego) przypadku mozemy wyab-
strahowa¢ strukturalne wlasnosci konstrukeji bedacej jego przedmiotem, kluczowe dla konstrukeji
tej powodzenia. Mamy zatem do czynienia z konstrukcja wiazki wloknistej ,stowarzyszonej” z
dana wiazka gléwna poprzez dziatanie grupy strukturalnej tej ostatniej na ustalonej rozmaitosci
rézniczkowalnej, przy czym owa rozmaito$é jest promowana do rangi wlékna typowego kon-
struowanej wiazki, a dane lokalne (trywializacje lokalne i odpowiadajace im odwzorowania przej-
Scia) wyjsciowej wiazki gtownej indukuja odnosne dane lokalne tejze. Stosownej formalizacji tych
naszych spostrzezeri dostarcza

Definicja 1. Niechaj (Pg,B,G,7p,) bedzie wiazka glowna, M za$ — rozmaitodcia z gladkim
dzialaniem (lewostronnym) A : Gx M — M grupy Liego G. Wiazka stowarzyszona z Pg
poprzez A to wiazka wloknista

(Pg xx M, B, M, 7p g, n1)
o sktadowych:

e przestrzen totalna Pg x) M = (Pg x M)/G bedaca rozmaitoscia ilorazowa okreslona —
wedlug schematu opisanego w Cor.24.1 (na gruncie Tw.24.2) i w uzytym tam zapisie —
przez dziatanie z Rown. (24.2);

e rzut na baze

ThaxaM ¢+ Paxa M — B : [(p,m)] — mpg(p)-
Przy tym trywializacje lokalne 7; : w;}}(oi) =5 0; x G, i el wiazki glownej Pg stowarzyszone
z pokryciem & ={O;};c; bazy B indukuja trywializacje lokalne
T WE};X)\NI(Oi) — Oi x M : [(p7 m)] —_ (WPG (p)7 )‘przon(p) (m)) )
o odwzorowaniach przejscia (indukowanych z tych dla Pg)
Ti O:f_;l : Oij xM O : (Ivm) — (z7)‘gu(a:)(m))
Ustaliwszy (dowolnie) punkt x € B, wybierzmy (takze dowolnie) p. € (Pg),. Dyfeomorfizmy

[p,,])\ M =, (Pg xx M)x T mo— [(p*7m)],
o odwrotnosciach

(13" ¢ (Paxa M)y = M = [(p,m)] — Ao (o) ()
5
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i oczywistej wlasnosci

(3) ngG : [P* < g]A = [p*]A © )\ga

nosza miano izomorfizméw modelujacych wiékna. Indukujg one izomorfizmy transportu
wldékna

[p2.p1la = [p2lre[m]y (P xa M)re (1) — (Pa xa M)rp (p2)

[(p,m)] — [(P2: Aoy, (p1.0) ()]

okreslone dla dowolnej pary (p1,p2) € Pa.

Dla dowolnej pary (Pg xx, Ma, B, Ma,Tpgx,, M. ) <« € {1,2} wiazek stowarzyszonych z ta
sama wiazka glowna (Pg, B, G, mp,) okreslamy takze niezmiennik wiazek stowarzyszonych
jako morfizm wiazek witdknistych

(®,idp) : Pgxx, M1 — Pg xx, Ms
o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny, wypisany dla dowolnej pary punktéw pi, ps € Pg,

(Pe x, M) e pg g, )

mpg (P1) g (P2)

q:‘r(PGX)\l]Wl) q>r(PGX>\1]V11)

Pg (p1) Pg (p2) -

(Pa xx, M2)7rpG(p1> [p2.91 15 (PG xa, M2)

TPg (p2)

Uwaga 1. Istnienie struktury rozmaitosci na przestrzeni orbit Pg x) M dzialania X jest bezpo-
$rednia konsekwencja Tw. 24.2, na ktorego przywotanie w powyzszym kontekscie pozwala Cor. 24.1.
Przy tym gladkos¢ rzutu na baze mp,«, ;s wynika tu wprost ze Stw. 19-20-21-22.1, kiedy zauwazy¢,
ze rzut ten domyka diagram przemienny

B

TP OPTy
TPgxy\ M
Y

PGXM%PGXAM

T(PGxM)/G

w ktorym mp.«ary/c jest surjektywna submersja (na mocy tegoz Tw. 24.2), a mp, opr; jest jawnie
gladkie. Jako ze to ostatnie odwzorowanie takze jest submersja, przeto wlasnosé te ma mp,x, ar,
o czym przekonuje tozsamosé uzyskana w obrazie powyzszego diagramu wzgledem funktora stycz-
nego.

Przejdziemy do zbadania trywializacji lokalnych, zaczynajac od sprawdzenia sensownosci ich
definicji. Musimy w tym celu pokazaé, ze wartos¢ przyjmowana przez odwozrowanie 7; na klasie
[(p,m)] nie zalezy od wyboru reprezentanta tej ostatniej. Obliczamy przeto

(7pe (P <9), A(praeTi(pag),A(g7"m))) = (7pe (p), AM(pry 0 7(p) - 9, A(g ™" m)))
= (o6 () A(pra 0 7i(p) -9+ 97", m)) = (e (p), M(pra 0 Ta(p), m))
Ponadto poniewaz odwzorowania

T; ¢ ng(l;(OZ) x M — O;x M : (p,m)— (WPG(p)7)‘pr20n(p)(m))7 ie{l,2}
6



Asocjacje w dziataniu (MAWF ’23/24 1.XXV, 1.XXVI i 1.XXVII [rrS])

sa jawnie gtadkie, a przy tym pozostaja z 7; w relacji opisywanej przez diagram przemienny

OiXM

Tl (0;) x M Toaxanr (Oi)

T(PGxM)/G

w ktorym rzut kanoniczny mpxar)/q jest — wprost na mocy Tw.24.2 i Cor. 24.1 — gladki, przeto
w Swietle Stw.19-20-21-22.1 takze odwzorowania 7; sa gladkie. Gladkos¢ (takze lokalna) ich
odwrotnosci

T 0 M — k(00 5 (@m) — (77 (@,e),m)]

nie budzi watpliwosci. We wszystkich dotychczasowych rozwazaniach zaktadamy implicite sen-
sownosé definicji odwzorowait 7; i 7; !, ktéra wymaga odrebnej weryfikacji — ta usprawiedliwia a
posteriori dokonang przez nas identyfikacje wtokna typowego

775(1;><>\M({WPGXAM([(pvm)])}) =M, [(pa m)] ePgxx M

rekonstruowanej tu wigzki wtdknistej. Bez trudu dowodzimy pozadanych tozsamosci: oto wiec dla
(z,m) € O; x M zachodzi

707 Ha,m) = ﬁ([(T{l(z, e),m)]) = (7TPG OTi_l(x,e),)\(prQ oT; 0 Ti_l(x,e),m))
= (z,Me;m)) = (z,m),
adla [(p,m)] €Pgxx M, p=7;'(z,9) otrzymujemy
7 Lo ([(p,m)]) =7 (mee (), Mpra 0 mi(p),m)) = [(77 (7pa (), €), A(pra 0 Ti(p), m)) ]
= [(77H (@, e), Ag,m))] = [(77 (2, e) ag,m)] = [(77 (2, 9),m)] = [(p,m)].
Wreszcie tez na koniec obliczamy
T O?j_l (z,m) = 7 o%'j_l (7TPG o Tj_l (x,e),)\(prz o Tj(Tfl(:E,e)),m)) = ﬁ([Tj_l(%e),m])
(x, /\(pr2 oT; 0 Tj_l(l‘, e),m)) = (a:,/\(prQ(a:,gij(a:)),m)) = (x, /\(gij(m),m)) )

Konstrukcja wiazki stowarzyszonej jest zatem dobrze okreslona.
Rozwazmy nastepnie odwzorowanie

[p*];\l : (Pgxa M)y — M : [(p,m)] — )‘¢pG(p*,p)(m)7 P+ € (Pa)s.

Jest ono dobrze okreslone, gdyz dla dowolnego reprezentanta (p,) € [(p,m)] obliczamy

>‘<¢>PG (p*,if)(m) = )‘¢>PG (p+p) ° /\¢PG (p@')(m) = >\¢7PG (p+,p) (m).

Ponadto jest ono bijekcja, albowiem prawdziwg, jest implikacja

[p*]g\l([(anmZ)]) = [p*];\l([(plvml)]) — mo = )‘¢PG(:D2,P1)(m1)

= [(anmQ)] = [(p27)‘¢PG (pz,m)(ml))] = [(pQ d ¢PG (P2»p1)7m1)] = [(plaml)] ’

dowodzaca injektywnosci [p.]3', a do tego dowolny punkt m € M mozemy zapisa¢ w postaci

m= [p*]il([(pmm)]) )

co za$wiadcza o surjektywnosci tego odwzorowania, wskazujac w jawny sposéb jego odwrotnosé
[p«lx = M — (P xx M)y = m— [(ps,m)].

Istotnie, odwzorowanie [p]x spelnia tozsamosci
[p*];\lo[p*])\(m) = >\¢Pg(p*ap*)(m):>\e(m) :m’

7
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[p*]/\ o [p*]g\l([(p>m):|) = [(p*a)‘¢pc(p*,p)(m))] = [(p* d ¢PG(p*ap)am):| = [(pam)] .
Jest ono jawnie gladkie jako superpozycja wlozenia (p,,idy) : M — {p.}xM c (PG),rPG (pa) XM

i surjektywnej submersji m(pxary/c @ PaxM — (PaxM)/G. Gladkosé [p«]3! wynika natomiast
z tezy Stw.19-20-21-22.1 odniesionej do diagramu przemiennego

)‘(¢PG (p+,pr1),Pra)

(PG)z x M (Pa xa M),

T(PaxG)/GI (PG axM

o submersywnej surjekcji na krawedzi poziomej. Konstrukcja dyfeomorfizmu [p*];\1 stanowi za-
tem niezalezny (od wczesniejszej konstrukeji trywializacji lokalnych) dowdd stusznosci przedtozone;j
przez nas identyfikacji wlokna typowego wiazki stowarzyszonej. Warto przy tym zwroci¢ uwage
na naturalnosé tego dyfeomorfizmu, maskowana przez jego definicje, bedaca artefaktem swobody
wyboru reprezentanta orbity-argumentu [(p,m)]. Istotnie, jesli — korzystajac z wykazanej nieza-
leznosci wyniku od tegoz wyboru — dokonaé¢ go w spos6b roztropny, tj. w postaci (p., ) € [(p,m)],
to otrzymujemy oczywista postaé¢ przyporzadkowania:

13 ([ m)]) = I3 ([(Pes T)]) = Mg, (peop) (72) = 0.

Przyklady 1.
(1) Wiazka wektorowa V (rzedu n) jest wiazks stowarzyszona z wiazka (gtowna) reperow
FoLV poprzez dziatanie definiujace (ewaluacje),

V2FarV xee K.
(2) Wiazka dolaczona
(AdPg =Pg xad G, B, G, Tpgx,4G) -
(3) Wiazka glowna P moze by¢ zrealizowana jako wiazka stowarzyszona
(Pa x¢ G, B, G, pgx,a) -
Stosowny izomorfizm wigzek wldknistych to
7T: PagxeG—Pg : [(pg)]—pay,

przy czym jego gltadkosé wynika z tego, ze domyka on diagram przemienny

TPaxpG
)

PGXG—>PGX4G

T(PGgxG)/G

w ktérym mp,xq)/q jest surjektywna submersja, r zas — odwzorowaniem gladkim. Odwrot-
no$¢ 7 jest dana w (jawnie gladkiej) postaci

7't P —Pgx G : p—[(p.e)].

Na wiazce stowarzyszonej Pg x¢ G jest okreslone dzialanie prawostronne grupy G w
postaci

T (PG X G) xG— PG XEG : (l:(pag)]ah) — [(p7gh):| )
wzgledem ktorego kazde z wlokien jest torsorem. Izomorfizm 7 jest G-ekwiwariantny,
Tom([(p.9)].h) =U[(p,g-h)]) =p < (g-h) = (pag) <h=roT[(p,9)].h),

mamy zatem do czynienia z izomorfizmem wigzek gtéwnych.
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W poszukiwaniu automorfizméw wiazki stowarzyszonej Pg x¢ G zauwazamy, ze ze
wzgledu na przemienno$é dziatania regularnego lewostronnego £. z dzialaniem regularnym
prawostronnym gp. : GxG — G : (g,h) —> g-h to ostatnie indukuje — na mocy Stw.[3]
a dla dowolnego g € G — niezmiennik wiazek

®[ry] : PaxeG O [(p,h)]— @[rg]™e P ([(p,1)]),

przy czym

Dry]™c P ([(0,h)]) = [Plpaxc o7g o [Plotx,c([(2s1)]) = [PlPax.c 0 Tg © Cope, (pp) (R)

= [Plraxic o7g(h) = [Plrax.c(h-9) = [(p.h-9)] =74 ([(p, )]),
czyli
®[ry] =7,
a poniewaz

[(p,h)]=[(p<h,e)]=T " (pah)

oraz

[(p.h-9)]=[(p<h-ge)]=[((pah)<g.e)]=[(rg(pah)e)] =T org(pah),
zatem
To®[r,]oT ' =r,.

W tym wiec sensie automorfizmy ®[r,] sa indukowane przez r., a o tym ostatnim mozemy
my$leé jako o modelowym niezmienniku wiazek.

Celem praktycznym (np. fizykalnym) konstrukeji wiazek stowarzyszonych jest uzyskanie gtad-
kich dystrybucji rozmaitosci okreslonego (izo)typu M nad zadana baza B (np. czasoprzestrzenia)
bedacych nosnikiem wyréznionego dziatania ustalonej grupy Liego G (np. symetrii teorii fizykalnej),
ktore ma charakter lokalny nad baza. Innymi stowy, jest nim stworzenie rozmaitosci lokalnie mode-
lowanej na Ox M, O c B z dzialaniem G lokalnie modelowanym na A. O tym, ze tak zdefiniowa-
ny cel zostal skutecznie zrealizowany zaswiadczaja dwa ponizsze stwierdzenia, z ktérych pierwsze
dostarcza zarazem ,usprawiedliwienia” ex post dokonanego przez nas nieoczywistego wyboru (pod-
klasy) morfizméw wiazek stowarzyszonych.

Stwierdzenie 3. Wiazki stowarzyszone z dana wiazka gtowna (Pg, B, G, mp,) wraz z odnosnymi
niezmiennikami wiazek stowarzyszonych tworza kategorie wiazek stowarzyszonych z wigzka
gléwna Pg , ktora bedziemy oznaczaé symbolem

AssBun(Pg).

Kategoria ta jest kanonicznie rownowazna kategorii Mang rozmaitosci z (lewostronnym) dziata-
niem gtadkim o morfizmach danych przez odwzorowania G-ekwiwariantne.

Dowdd: Pierwsza cze$¢ tezy stanowi ledwie wskazanie klasy morfizméw przez nas rozpatrywanych i
jako taka nie wymaga odrebnego dowodu (niezmienniki wiazek mozna w oczywisty sposob sktadac,
a ponadto morfizm identycznosciowy jest — rzecz jasna — niezmiennikiem wiazek). Takze wzajem
jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy obiektami kategorii AssBun(Pg) i G-rozmaitoSciami jest
oczywista. Jedynym zatem, co wymaga sprawdzenia, jest stosowna bijektywna odpowiedniosé
miedzy niezmiennikami wiazek stowarzyszonych i odwzorowaniami G-ekwiwariantnymi.

Niechaj (®,idg) : Pg xx, M1 — Pg x5, My bedzie niezmiennikiem wiazek, a wtedy mozemy
zdefiniowa¢ — dla pewnego (dowolnego) punktu p € Pg — odwzorowanie (jawnie gladkie)

X[@]:=[p]5, o ®olply, = Mi— (Pe xa Mi)me ) — (P Xa, M2)mp (p) —> Mo,
ktore wobec definiujacej wtasnosci @,

Do [pa]y o [pilat = [p2)ne o [P1]5k 0 @,
9
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nie zalezy od wyboru punktu p uzytego w jego definicji. G-ekwiwariantno$é¢ tak okreslonych
odwzorowan,

x[®] € Homg (M7, M>) ,

wynika wprost z bezposredniego rachunku, odwolujacego sie do Rown. i przeprowadzonego
ponizej dla dowolnych (p,g) € Pg x G,

X®loA, = [plile®o([pla o Aiy)=[plalo@opagly, = ([paglnohogr) oPolpagly,

= dygo[paglhno®o[pagly, =Aage[plhs o ®o[pl, = Aagox[P].

I odwrotnie, z kazdym odwzorowaniem x € Homg (M7, Ms) mozemy stowarzyszy¢ odwzorowanie
(gtadkie)

(I)[X]TFPG(I)) = [p])\g oxoe [p];\} : (PG X1 Ml)ﬂ'PG (p) — (PG A1 M2)7rpG (p)

[(p,m)] — [(p,x(m))],
zalezne jedynie od rzutu p € Pg na baze wiazki B,
O[x]™er = [pagly,oxepagly =Pl o (Aegoxorigt)o ]y

= [plsoxo(AgoAigr)e[plat = [pla, o xo [Pl = [x] @,

i z tej racji okreslajace niezmiennik wiazek dany wzorem

®[x] : Pgxa, My —> Pgxx, Mo = [(p,m)] — @[x]™e® ([(p,m)]).

Istotnie, obliczamy

®[x] o [p2,p1]x, ([p2]x; o x o [p2]y) o ([p2]n, o [m1]37) = [p2]as o x o [p1]5)

(lp2lx o [p1]3,) o ([p1]xe 0 x 0 [p1]3)) = [p2.pa]as 0 @[X] -
Skonstruowane tu przyporzadkowania
HomassBun(Pe) (Pa xa, M1, Pa xx, M2) — Homg (M, M) @ (®,idg) — x[P]
oraz
Homg (Mi, Ms) — HomassBun(Pe) (P X, M1,Pa xx, Ma) = x — (®[x],idg)

sa wzajem odwrotne, a kazde z nich jest funktorialne. Istotnie, w przypadku rozmaitosci M z
dziataniem A : G x M — M otrzymujemy, w dowolnym punkcie p € Pg, réwnosé

®[idp )™ = [ply, oidp o [plx; = [P]x, © [PIA] = d(pasxs )y ry -
czyli tez tozsamosé
®lidar] = idpgxynr 5
a nadto dla dowolnej pary odwzorowan G-ekwiwariantnych x, : M, — My, « € {1,2}
pomiedzy G-rozmaitosciami Mg, (8 € {1,2,3} z odnosnymi dziataniami Ag : G x Mz — Mg
otrzymujemy oczekiwang tozsamosé (wypisang dla dowolnego p € Pg)
O[x20x1] = [p]as o (x2 0 x1) o [P]5; = [P]as o X2 0 [P]%, © [P]xs o X1 0 [P]5) = @[x2] 0 @[x1].

Analogiczny argument przekonuje nas o funktorialnosci odwzorowania odwrotnego. O

Uwaga 2. Termin ,wiazka dotaczona” bywa uzywany w literaturze w odniesieniu do wiazki sto-
Wwarzyszonej

(ad Pac =Pa x1,44 8, B, 9, 7"'F’G><TEA<;1EI) >

o wléknie typowym tozsamym z algebrg Liego g grupy Liego G.
10
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Uwaga 3. Zanim postapimy dalej w naszej dyskusji stowarzyszenia, zatrzymamy sie¢ na chwile
nad waznym zagadnieniem, jakim jest anatomia cie¢ wiazki stowarzyszonej. Jako ze dyskusja cie¢
lokalnych w swym aspekcie technicznym nie rézni sie od dyskusji cie¢ globalnych, skupimy sie na
tych ostatnich, majac na wzgledzie reszte wyktadu (oraz zastosowania fizykalne). Niechaj zatem
¢ € I'(Pg x\ M) bedzie takim cieciem. W ograniczeniu do dziedziny O; (i € I) lokalnego ciecia
o; + O — Pg wiazki glownej, wiec na bazie odnosnej trywializacji 7; = T, : ﬂEéXAM(Oi) —
O; x M, ciecie ¢ staje sie cigciem wigzki Pg xy M o, , przeto w obrazie 7; przyjmuje postaé¢

Tiodlo, = (ido,, ui)
dla pewnego odwzorowania (lokalnie) gtadkiego u; : O; — M. Przywolawszy postaé odwrotnosci
trywializacji 7;, odnajdujemy lokalng prezentacje rozpatrywanego ciecia globalnego:

¢rOi = ’7\—;1 ° (id(’)m IU'Z) = [(Tgl('v 6), ﬂl())] 5

czyli

oto, = [(0:(), ()],

gdzie o; = o,, jest lokalnym unitalnym cieciem ptaskim Pg (stowarzyszonym z 7;). Mozemy
zatem (i bedziemy odtad nieodmiennie) reprezentowaé lokalnie dowolne ciecie globalne w postaci

¢ =toc. [(o,11)]
jako G-orbite pary zlozonej z lokalnego ciecia 0 : O — Pg wiazki glownej Pg (nad pewnym
zbiorem otwartym O e J(B)) i lokalnie gtadkiego odwzorowania u : O — M. Tak wyposazeni,
wracamy do rozwazan nad strukturg wiazek stowarzyszonych.

Mamy zasadnicze

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def.oraz Przykl. (2). Istnieje kanoniczna struktura wiazki
grup na AdPg, lokalnie modelowana na strukturze grupy na wtoknie typowym G, tj. sa okreslone:
taczna operacja binarna

[M] : AdPg xp AdPg — AdPg
posiadajaca element neutralny, operacja unarna
[Inv] : AdPg O
oraz ciecie neutralne
[e]. : B—> Map({e},AdPq),

spelniajace (wlokno po wiloknie) aksjomaty grupy. Struktura ta indukuje kanonicznie struk-
ture grupy (Frécheta—Liego) na przestrzeni cie¢ I'(AdPg) tej wiazki, majaca swa realizacje na
przestrzeni cie¢ T'(Pg x\ M) wiazki stowarzyszonej Pg x\ M. Rzeczona realizacja jest indukowana
przez odwzorowanie

[A]l. : AdPg xp (Pg xx M) — Pgxx M

wypelniajace (wiokno po wldknie) aksjomatyke dzialania grupy Liego na rozmaitosci z Def. 23.3 i
modelowane lokalnie na .

Dowdd: Rozwazmy na wstepnie operacje binarna

[M] : AdP¢ xp AdPg — AdPc : ([(p1,91)] [(P2,92)]) — [(p1, o1 'Ad¢pG(p1,pz)(92))]7
Wraz 7 Ooperacjg unarng,
[Inv] = AdPc O : [(p,9)] — [(p.g7")]
oraz przyporzadkowaniem — wlékno po wldknie —
[e]mo ) ¢ {®} — AdPg : e—[(p,e)], pePe.

Zaczniemy od sprawdzenia, ze wszystkie trzy odwzorowania sa dobrze okreslone. Niech zatem

(p3,93) € [(p1,91)], ti- (p3,93) = (1 < g13,Adg-1(g1)), oraz (pa,ga) € [(p2,92)]. ti- (Pa,ga) =
11
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(2 < g21, Ady1 (92)), gdzie dla skrotu omaczylismy g,; = dee(pipy), (i) € {(1,3), (2.4}, a
wowczas — na mocy Stw. 23.1 — otrzymujemy

[(p3793 - Adg, (94))] = [(pl,Ad913 (93 - Ady,, (94)))] = [(p1, Ady,, (Adgfé (91)- Adgs4-g§i (92)))]

= [(pl’gl 'Adg13-934'942 (92))] = [(p1,g1 : Adg12 (92))]

oraz

[(p3,95")] = [(P1,Adgys (95"))] = [(p1, Adygiy (93) )] = [(p1,91")],

a nadto stwierdzamy, ze warto$¢ odwzorowania [E]WPG (py nie zalezy od wyboru punktu we wiéknie
nad 7pg (p), oto bowiem dla dowolnego p=p < ¢p, (p,p) dostajemy

[(ﬁv 6)] = [(p < ¢PG (paﬁ)ae)] = [(pa Ad(ﬁPG(p,}“f)(e))] = [(pae)] .

Dowdd stwierdzenia, ze powyzsza struktura jest w istocie lokalnie modelowana na strukturze alge-
braicznej G, sprowadza sie do wykazania, ze izomorfizmy modelujace widkna wiazki dolaczone;j,

[p*]Ad : (AdPG)z—’G : [(p7g):|'_)Ad¢PG(p*,p)(g)v J?EB,

sa homomorfizmami grup, co czynimy ponizej (dla dowolnej pary punktéow (pi1,g1),(p2,92) €
Pc x G o wlasnosci p1,p2 € (Pg)z), w odwolaniu do Stw. 23.1,

[p]ada o [MI([(p1,91)]: [(92,92)]) = [PxJaa([(P1, 91 - Adgy (p1.p2) (92))])

Ad¢PG (px,p1) (91 'Ad¢PG (p1,p2) (92)) = Ad¢PG(P*7P1) (91)- Ad¢PG (p+,p1)-dpg (P1,P2) (92)

Ad¢PG (pep) (91) - AdquG(pmjm) (92) = M([?*]Ad([pl,gl])7 [p*]Ad([p% 92])) .

Niezaleznosé definicji odwzorowania [M] od wyboru reprezentantéw klas-argumentéw pozwala
takze wydatnie uproscié¢ jego definicje, eksponujac zarazem jego naturalno$¢, zamaskowang przez
nieoczywistosé jego definicji, ktora jest jedynie artefaktem przyjetego wczesniej schematu opisu
(punktéow) rozmaitosci ilorazowych AdPg i Pg x) M. Istotnie, gdy np. wykorzysta¢ definicje
orbity [(p2,g2)] drugiego argumentu w definicji operacji binarnej [M] i sprowadzi¢ ja do postaci

[(P2:92)1 = [(Tong o102y (1):.92) ] = [ (21, Adp, (p1.2) (92) = T2)]

(wszak (p1,p2) € Pa xp Pg), otrzymamy oczekiwana postaé geometrycznego mnozenia:

[M]([(p1,90)], [(P1,52)]) = [(P1: 91 - Adgp, (pr.p1) (@2))] = [(P1, 91 - Ade(@2))] = [(p1, 91 -F2) ]

z ktorej bedziemy korzysta¢ w dalszych rozwazaniach w odwolaniu do rzeczonej niezaleznosci.

Pierwszym krokiem na drodze do zrekonstruowania dziatania wtokno po wiéknie grupy I'(Ad Pg)
na przestrzeni I'(Pg x M) jest identyfikacja nastepujacego lewego (sic!) dzialania wiazki dota-
czonej na Pq:

[r]. :+ AdPg xgPg — Pg : ([(p.9)].D) — TAd¢PG(5,p)(g)(m~

Jest ono w pelni jednoznacznie okreslone, gdyz dla dowolnego reprezentanta (ps,g2) € [(p1,91)]
otrzymujemy

TAde(a.pz)(gz)(m - TAde(@mpr<p1,p2>(92)(m - TAde(a.m)(Ad(»pG<m,p2>(92))(m - rAd¢pG(5»P1)(91)(m .

I tak jak w przypadku [M], jego definicja jest naturalna, a uczyniona nieoczywista z przyczyn
wezesniej nazwanych, oto bowiem dla [(p,g)] = [(§,§)] mamy

[Jte@1(P) = rads, @) (P) = 75(P) -

O gtadkosci dziatania [r]. przesadza Stw.19-20-21-22.1 — istotnie, [r]. jest (jedynym) gltadkim
odwzorowaniem indukowanym przez stale na poziomicach rzutu kanonicznego m(p,xqy/q odwzo-
rowanie (jawnie gtadkie)

7 : (PaxG)xgPc—Pq : ((p,9),p) — 7“Add,PG(i;,,,)(g)(]"ﬂ-
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Bez trudu przekonujemy sie, ze [r]. ma wlasnosci analogiczne do wtasnosci definiujacych (lewego)
dzialania grupy: oto element neutralny dziata trywialnie,

[T][(p’e)] (ff) = rAdd)PG <I7>p)(€)(m =Te (m = ﬁv

a odwzorowanie [r]. jest multyplikatywne w pierwszym argumencie, tj. dla dowolnej pary [(p1,91)] =
[(7:91)], [(p2,92)] = [(P.F2)] € (PG) e, (3 zachodzi tozsamosé

()01 001 [@2.90) (P) = [P @1 1)) ) = [P)iea 201 (P) = 7509 (P)

r’g’z‘Ad@1 (1) (m = TAd§51 (T1) ° T2 (15) = [T] [(rgy T)'),Ad§51 (@1))] (r?fz (ﬁ)) = [T] [(7:91)] (rﬁz (ﬁ))

[ tor.001 (Pl 2.9:1 (P)) -

Nalezy przy tym podkresli¢, ze zdefiniowane tu dziatanie wigzki dotaczonej jest przemienne z dzi-
alaniem prawostronnym definiujacym r. — w rzeczy samej, dla dowolnych e (Pg)ﬂPG(p), [(p,g)] =
[(D,9)] € AdPg i he G stwierdzamy, ze

[Nt © () = Tadg, 0.0 @ (T0(P)) = a2 @ (10 (P)) = 750 (B) = 7n 0 75(D) = 7 0 [P (P) -

Dzialanie to mozemy nastepnie podnies¢, z zachowaniem wszystkich sprawdzonych powyzej jego
pozadanych wlasnodci, z przestrzeni totalnej wiazki dotaczonej do przestrzeni cie¢ (globalnych)
tejze wiazki, wedle schematu

T[] : T(AdPG) x PG — Pa : (1,0) — []yomn, () (D) -

Przestrzenn I'(AdP¢g) (wyposazona w naturalng strukture rozmaitosci Frécheta) objawia sie w
roli nosnika struktury grupy (Frécheta—Liego) o operacjach grupowych (o jest dowolnym cieciem
lokalnym Pg na otoczeniu danego punktu w bazie)

[M] : T(AdPg)xT'(AdPg) —T(AdPg) : (71,72) — [M]o (71,72),
F[IDV] . F(Ad Pg) O N Ao [IHV] oy,
Ile] @ {o} —T(AdPG) : e [(a(),e)],

indukowanych w oczywisty sposob (punktowo) z odnosnych operacji na AdPg, i zarazem — w roli
podgrupy grupy automorfizméw wiazki gtéwnej P (nad identycznoscia na bazie), przy czym od-
wzorowanie I'[r], utozsamiamy z automorfizmem (I'[7],,idq,idp) w zapisie Def. 23.4. Uzywajac
tak rozumianego dziatania grupy cie¢ wiazki dotaczonej na Pg, mozemy nastepnie w oczywisty
sposob rozszerzy¢ dziatanie tejze grupy cie¢ do wiagzki Pg x M nad wyjsciowa baza B kladac

[[7]. :=T[r]. xidps : T(AdPg) x (Pgx M) — Pg x M : (’y, (p,m)) — ([r]woﬂPG(p)(p),m).

Wrtasnoscia tego dzialania o kluczowym znaczeniu dla naszych dalszych rozwazai jest jego prze-
miennos¢ z dziataniem X. zdefiniowanym w Rown. (24.2), stanowiacym podstawe konstrukeji
wiazki stowarzyszonej Pg x) M. Istotnie, dla dowolnych v = [(o,u)] € T'(AdPg), g € G oraz
(p,m) € Pg x M, otrzymujemy — przywolawszy sprawdzona uprzednio przemiennosé dziatan: [r].
ir —x

F[?]’Y o 3‘Jg (pa m) = ([T]’YOTFPG (rg(p))(Tg (p))v /\g‘l (m)) = ([T]"/oﬂ'pc (p)°Tg (p)’ /\9'1 (m))

(Tg ° [r]’YOTFPG (p) (p)a )‘g*1 (m)) = Xg o F[”F]’y(pa m) .

W konsekwencji tego faktu dziatanie indukowane I'[7]. zstepuje na rozmaitos¢ orbit (PgxM)/G =
Pa x\ M, tj. kanonicznie indukuje dziatanie lewostronne grupy I'(Paq.G) na rozmaitosci Pgx) M
dane wzorem

[C[F]} = T(AdPG) x Pgxx M — Pa sy M = (7, [(p,m)]) — [([r]yomee, () (P)m)] -

Dotychczasowa nasza analiza przekonuje, ze odwzorowanie to jest dobrze okreslone i ma wszyst-
kie wlasnosci dziatania (lewostronnego) grupy. W ostatnim kroku indukujemy przy jego uzyciu
13
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postulowane w tresci dowodzonego stwierdzenia dziatanie grupy I'(AdPg) na przestrzeni cieé
(globalnych) wiazki stowarzyszonej,

T[]} @ T(AdPg) xT'(Pg xa M) — I'(Pg x\ M)

(4) © (1 [om)]) = [([r)yeme ooy 0 () ()] = [([7]h 0 o), ()] -
To ostatnie w oczywisty sposoéb stanowi podniesienie do przestrzeni cie¢ odwzorowania
[)\] : Adpng(ng/\M)—>PGX)\M

([p1, ), [(p2sm)]) = [(P2: Anas, gy (00 ()]

ktorego okreslonosé i multyplikatywnosé w pierwszym argumencie jest bezposredniag konsekwencja

zweryfikowanych przez nas odnosnych wtasnosci dziatania T'[['[7]].. To, Zze — zgodnie z tezg stwier-

dzenia — dziatanie [\]. jest lokalnie modelowane na ., stwierdzamy, uzywajac wskazanych wczesniej
izomorfizméw [p,]aaq oraz [p.]r. Wykonujemy zatem prosty rachunek:

AtpIaa((r0D (PN ([@2)])) = Aaay, gy (@) © s (perpa) (1)

)\¢PG (p*va)'AdWG (pa.p1)(9) (m) = /\¢PG (P+,p2) ()\AdWG (pa.p1)(9) (m))

[P« 15 ([ (P2, Aady, warny @ M)]) =[x 0 [N r.0)1 ([(2,m)]) -

Innym sposobem ustanowienia tej samej konstatacji jest przemyslne wybranie reprezentanta klasy
[(p2,m)] = [(p1,7)] w powysszym rachunku,

({2 9] (2, m)]) = N[22 9] (02, )]) = [(1: My gy 0y (0 ()] = [(92, 20(70))]

O

Ostatnie stwierdzenie wraz z jego konstruktywnym dowodem pokazuja dowodnie, ze cel, o ktérym
byla mowa wczesniej, zostal osiagniety. Eksponuja przy tym role zbioru gtadkich cie¢ wiazki sto-
warzyszonej, co kaze nam przyjrzeé si¢ uwazniej temu ostatniemu. Czynimy to w
Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def.i Przykl. (2). Istnieje bijekcja

F(PG X\ M) = HOHI(;(P(;,M) s

w ktorej zapisie Homg(Pg, M) jest zbiorem odwzorowan G-ekwiwariantnych z Def. 23.3.

Dowdd: Niechaj ¢ = [(o,1)] € T'(Pg x) M) bedzie cieciem globalnym okreslonym przez ciecia
(lokalnie gtadkie) o € T'oc(Pg) 1 p € Tioe(B x M) (to ostatnie to lokalnie gtadkie odwzorowanie
1 B— M), zgodnie z Uwaga |3| Korzystajac z odwzorowania ilorazowego i rzutu kanonicznego
na baze wiazki Pg, mozemy zdefiniowaé¢ odwzorowanie

p[p] + Pa— M 1 pr— Dy (poom, () (10 TP (D))

Bez trudu upewniamy sie, ze powyzsza definicja ma sens, oto bowiem dla dowolnej pary (o', p') =
(0 «Invo~y,y > u) wyznaczonej w oczywisty sposob przez v € Iioc(B x G) otrzymujemy — w
odwotaniu do aksjomatyki dzialania grupy na zbiorze — pozadang réwnosé

Aeg (no7ome (0)) (10 T (P)) = Ao (p.oomeg () oo (1)) (Avomeg () (1 © o6 (P)))
>\¢PG (p,oomp (P))yomp (P) ™ yompy (P) (“ ©TpPg (p)) = ’\¢PG (p,oompg (P)) ('“ e (p)) :
Jego G-ekwiwariantnosé wynika wprost z rachunku:
Pa[@lorg(p) = Apeg (pagoomeg (pag)) (nompe(p<g)) = Ag1-gp (p.oompg (p)) (nomee(p))
)\971 ° (bA» |:¢] (p) 9

przeprowadzonego dla dowolnych (p,g) € Pg x G, a uzywajacego Stw.23.1 oraz wspomnianej
wczesniej aksjomatyki.

14
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Azeby skonstruowaé odwrotnosé powyzszego przyporzadkowania, ustalmy (dowolnie) pokrycie
trywializujace {O;}ier wiazki Pg, a nastepnie dowolnemu odwzorowaniu G-ekwiwariantnemu f :
Pg — M przyporzadkujmy rodzine cieé lokalnych

Sxalfli O¢—>PG><>\M:x|—>[(Ti_l(;v,e),fon_l(x,e))], i1el.
-1

Kazde z nich jest (lokalnie) gladkie jako superpozycja odnosnych odwzorowan gtadkich (Tl (-,e), fo
1, e)) : Oj — Pgx M isurjektywnej submersji m(pgx,ar)/c- Z fatwoscia przekonujemy sie, ze
ciecia te sa ograniczeniami (do odnos$nych zbioréw ;) ciecia globalnego, stwierdzajac, ze z racji
G-ekwiwariantnosci odwzorowan 7; i f w dowolnym punkcie z € O;; zachodzi réwnosé

Sx[fli(x) = [(Tj_l(xae)afOTj_l(xve))] = [(Ti_l(%gij(ﬂ?))J OTi_l(SU,gij(ﬂC)))]
[(7i ' (=€) 9 gij(@), f(7 ' (2,€) 9.gi5(2))] = [(77 (2, €) < gij(2), 955 ()" > for,  (z,€)]
[(7 ' (z,e), for H(z,e))] = Salfli(x).

Bezposredni rachunek obu superpozycji:
OA[SA[f]] : Pa — M : p— s o) (F () = A(F(0)) = F ()

T

oraz

Sx[@\[[(e:m)]]] : B—PaxaM
B s [(Ti_l(x:e)v)‘qpr(7—;1(:c,e),UOﬂ-pGOTi’l(x,e))(ru’ O Tpg © Ti_l(xve)))]

= [(Ti_l(xa 6)7 A<;5|>G (T{l(z,e),a(z))(u(x)))] = [(Ua ,u)](x)
pokazuje dowodnie, ze prawdziwe sg tozsamosci

® ) 0 S\ = idHomg (P, M) » Sxo®y =idp(pgx, M) -
O

Specjalizacja powyzszego wyniku do przypadku wiazki dotaczonej okazuje sie mieé¢ charakter struk-
turalny, o czym orzeka

Stwierdzenie 6. Bijekcja
F(Ad P(;) I~ HOIIl(;(PG,7 G) s

o ktorej mowi Stw.[5] jest izomorfizmem miedzy grupa cie¢ wiazki dotaczonej, o strukturze opisanej
w dowodzie Stw.[d] i grupa odwzorowan Pg w G ekwiwariantnych wzgledem odnosnych dziatar
(lewostronnych) ri,,(.y i Ad., o naturalnej strukturze punktowej (obecnej na zbiorze odwzorowar,
ktorych przeciwdziedzing jest grupa).

Dowdd: W notacji dowodéw obu stwierdzen z tezy stwierdzenia dowodzonego sprawdzamy — dla
dowolnej pary cie¢ Vo = [(0a, tta)] € T(AdPg), a€{1,2} oraz punktu pePg —

@Ad[F[M](’Yl,’YQ)](p)
= Ad¢PG (p,o10mpg (P))(:“l ompg (P) Ad¢PG(01°”PG (p),o20mpg (p))(,uz °TPg (p)))
= Adge (posomeg () (110 7P (P)) * Adn, (or0mag, () b (a10mng ().r20mes (0)) (112 © TP (P)
_ Ad¢PG A (p))(,ul o Tpg (p)) -Ad¢PG (p,o20mpe (D)) (Mz o Tpg (P))

= Mo (<I>Ad(71)7‘I)Ad('Y2))(p) .
O

Relatywnie strukturalny charakter bijekcji, o ktérej mowa w Stw. if5| (tj. taki, ktory oprocz
15
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struktury na zbiorach przezeinn w siebie przeprowadzanych zachowuje réwniez strukturalna relacje
pomiedzy tymi zbiorami (realizacje jednego w terminach permutacji drugiego)), najpelniej ilus-
truje

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Stw.[4]i[f]oraz ich dowodéw. Para (®aq,®») definiuje (uogol-
niona) bijekcje ekwiwariantna pomie¢dzy zbiorami: I'(AdPg) O I'(Pg xx M) i Homg(Pg,G) O
Homg(Pg, M) z dziataniami (odnosnych) grup, z ktorych drugie jest indukowane punktowo z A,
tj. dane w postaci

®pqX. : Homg(Pg,G) x Homg (Pg, M) — Homg (P, M) = (7(), n(-)) — Ayy (1)),

mamy zatem diagram przemienny

r[rFE>
F(Adp(})XF(PG X)\M) F(PG X)\M)
DPpagxPy D
Homg(Pg, G) x Homg (Pg, M) PV Homg (Pg, M)

Innymi stowy, bijekcja @ jest (lewostronnie) ekwiwariantna wzgledem dziatan grupy I'(AdPg):
dziatania I'[T[7]]} na przestrzeni I'(Pg x M), zdefiniowanego w Réwn. (), oraz naturalnego
dziatania

[PadgA] = PagA o (Paq % idHomg (Pe,M))
na przestrzeni odwzorowan G-ekwiwariantnych Homg (Pg, M).
Dowdd: Przede wszystkim upewnimy sie, ze odwzorowanie ®Paq\. jest dobrze okreslone. W
tym celu wybieramy dowolna pare (v,u) € Homg(Pg,G) x Homg(Pg, M) i rozwazamy wynik

ewaluacji ®aqA,(p) — musimy udowodnié, ze ten jest G-ekwiwariantny, co czynimy w rachunku
bezposrednim, wykonanym dla dowolnych (p,g) € Pg x G,

Daady(p)org(p) = Avorg(p)(“ ory(p)) = And, 1 (4(p)) © Mgt (1(P)) = Ag-1 (M) (D))

Ag-1 0 Paary (1) (p) -

To, ze odwzorowanie ®agqA. spelnia aksjomatyke dzialania, jest oczywiste. Pozostaje zatem
zweryfikowaé (uogoélniona) ekwiwariantnosé (®aq,Py). Dla dowolnych ~ = [(7,9)] = [(0,9)] €
T'(AdPg) i ¢=[(o,p)] €eT(Pg xx M) oraz pe (Pg), obliczamy wiec

@,\[T[T[F15(0) ] (p) = Ao, (00 (o)) (1(2))

Moo 0y, (oo o aion @) (1))
Aoy (0o (@) (1)) = Ao, .0 @))a) (1(2)) = Mady 009y (0@)) b0, (o) (1))
Mm@ Naeg .02 (1)) 2 And s, a2 (PA[6](P))

= (I)Ad)\Add)PG(,YUMPG(.))(gOTrpG(~))(©A[¢])(p) = ®para, a1 (2A[0]) (),

co jest rezultatem pozadanym. O

Dotychczasowe nasze rozwazania ukazaly T'(AdPg) w roli grupy dzialajacej naturalnie na
wiazce Pg x)x M G-rozmaitosci M. Ponizsze stwierdzenie istotnie wzbogaca te obserwacje, odsta-
niajac istotnie nowy (i, jak sie okazuje w rozwazaniach fizykalnych, przydatny) punkt widzenia na
role tej grupy.
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Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Stw.[d]i jego dowodu. Istnieje kanoniczny izomorfizm grup

F(Ad PG) { ((I)aldGaf) € AUtGrpBunG(B)(PG) | f =idp }

112

=t AutgrpBung(B)(Pa|B)-
Dowdd: Zaczniemy od wskazania bijekcji migdzy zbiorami Homg (Pg, G) i AutgrpBung(B)(Pa|B)-
Wybierzmy (dowolnie) v € Homg(Pg, G) i zdefiniujmy odwzorowanie

\II[V] : PG O : p'_>r'y(p)(p)'

Jest ono jawnie G-ekwiwariantne,

Vip.g)epaxc + ¥[y]org(p) Tvorg(p)(rg(p)) = TAdgflov(p)(Tg(p)) =TgAd (@) (P)

Ty(p)g(P) =790 ¥[7](p)
i zachowuje wlokna, a zatem definiuje automorfizm
(\II[’Y]’ idg, ldG) € AUtGrpBunG(B)(PG | B)

w rozumieniu Def. 23-4. Jest przy tym homomorfizmem grup, o czym przekonuje bezposredni
rachunek

U[MO1,92)](0) = e (P) = Tamyad,, o)1 () (B) = Tad )1 (3 () © Ta() (D)

v2(p

Ty (p<r2(p)) © Tra(p) (P) = [ 11] 0 U[12](p)

przeprowadzony dla dowolnych ~;,v2 € Homg(Pg, G). Na tym etapie wystarczy przywolaé Stw.@,
aby uzyska¢ homomorfizm grup

(V[].idp,idg) o ®aa : T(AdPG) — AutgrpBung(5)(Pa|B).

Idac w kierunku odwrotnym, przyporzadkujmy dowolnemu automorfizmowi (®,idg,idg) €
AutgrpBung(B)(Pc | B) odwzorowanie

X[(@,ldBﬂdG)] : PG_>G : p'_>¢Pg(p7®(p))a

ktorego G-ekwiwariantnosci dowodzimy w odwotaniu do Stw. 23.1, a dla dowolnych (p,g) € PaxG,
x[(®,idp,idg)] e Tg(p) Ppg (Tg(p)a Do Tg(p)) = Ppg (Tg(P)a Tgo© fl)(p)) = Adg-1 (¢PG (p, fI)(p)))

Adg-1 o x[(®,idp,idc)](p) -

Fatwo zauwazy¢, ze otrzymane tym sposobem odwzorowanie

X ¢ AutGrpBunG(B)(PG |B) - HomG(PGa G)

jest homomorfizmem grup — w rzeczy samej, dla dowolnej pary automorfizmow (®,,idg,idg) €
AutGrpBunG(B)(PG |B)7 Q€ {1, 2} Obliczamy

X[((I)laidB’idG) °© (¢)271d37idG)](p) = ¢PG (pvq)l ° ‘1)2(27)) = ¢PG (pa (I)l(p)) ) ¢PG(¢)1(p)7¢1 ° @2(17)) )

ale tez

Ppe (P1(p), P10 P2(p)) = P (P1(p), P1(p < dpe (p, P2(D))))

= ¢pe (P1(p), 21(p) < Ppg (P, P2(D))) = P (P, P2(p)) .

przeto

x[(®1,idp,idc) o (P2,idp,ida) [(p) = dps (0, @1(D)) - dp (0 P2(p))

= M(x[(®1.idp,idc)], x[(®2,id5,idc)]) (),

zgodnie z oczekiwaniami. Ostatecznie otrzymujemy homomorfizm grup

SAd. °oX AUtGrpBunG(B)(PG | B) - F(Ad PG) .
17
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Azeby stwierdzi¢, ze jest to odwrotnos¢ wskazanego wezesniej homomorfizmu Wo @44, wystarczy
sprawdzié, ze x jest odwrotnoscia automorfizmu (\I/[-],id B,id(;)7 co czynimy wprost liczac — dla
dowolnych (p,z,9) e P x Bx G —

(110 X[(@,idpide))P) = Toms (o) () = (D)

oraz

x o (U[],idp,ide)[V](P) = ¢pe (P, 74 (P)) = (D) -
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