MAKING ,WYJATKOWOSC” RIGOROUS AGAIN,
CZYLI JUS’ A LI'L BIT O’ ALGEBRAICZNEJ ESCHATOLOGII
(MAWF °23/24 1.III, 1.IV & 1.V [RRS])

F1G. 1. Litografia Edvarda Muncha z 1909 r. pt. “ Alfa og Omega” (Munchmuseet,
Oslo, Norwegia).
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1. PIERWSZY 1 OSTATNI, POCZATEK 1 KONIEC

Dotychczasowa nasza zabawa z podstawowymi pojeciami teorii kategorii uwypuklita role po-
rzadkujaca idiolektu ,abstrakcyjnego nonsensu” w odniesieniu do wiedzy wczesniej przez nas oswo-
jonej. To, rzecz jasna, rola nieblaha, lecz trudno bytoby usprawiedliwi¢ wprowadzenie do gry
tak ciezkiej artylerii, gdyby nie gwarantowata innych znaczacych przewag na polu walki o Scisty
sens, zwlaszcza — w kontekscie fizykalnie interesujacym. Pierwsza zapowiedzia takiej gwarancji
(i zarazem znacznikiem glebszej zawartosci ,filozoficznej” teorii kategorii) jest Lemat Yonedy,
wieniczacy poprzedni cykl wykladow, na jego konkretne zastosowanie przyjdzie nam wszakze
poczekaé do korica nastepnego semestru, na ktérym czekaja na nas supergeometryczne ,smaczki”,
pozwalajace nadaé sens teoriopolowym modelom pél fermionowych. Tymczasem chcialoby si¢ méc
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uzy¢ metod teoriokategorialnych juz na obecnym etapie, w konstrukceji interesujacych nas struktur
algebraicznych. Mozliwos¢ taka otwiera $cista konceptualizacja (i formalizacja) ,wyjatkowosci” w
formie definicji ,wtasnosci uniwersalnej”, ktorej poswiecimy najblizsze wyklady. Jak sie wkrotce
okaze, wlasno$c ta, gdy zastosowaé ja roztropnie, wyposaza nas w niebagatelng moc wnioskowania
(i dowodzenia) w odniesieniu do struktur zadeklarowanych jako uniwersalne” wlasnie. Ponizej
przekonamy sie o tym na kilku prostych przyktadach zakotwiczonych jeszcze w sylabusie elemen-
tarnego kursu algebry liniowej i wieloliniowej z 1. roku studiéw, co pozwoli nam uwolnié¢ nasze
rozwazania od trudnosci pojeciowej i tym sposobem — wyeksponowaé role nowo wprowadzonego
narzedzia logicznego, ktorego pelnoformatowa implementacje przyniesie dyskusja algebr Clifforda.

Do precyzyjnego sformulowania pojecia uniwersalnosci bedziemy jeszcze potrzebowaé

Definicja 1. Przyjmijmy zapis Def.1.1. Obiekt T' kategorii C nazywamy konicowym (albo
terminalnym), jezeli dla kazdego X € ObC istnieje doktadnie jeden morfizm ¢ € C(X,T), co
bedziemy oznaczaé strzalka przerywana,

X—-->T,

pozbawiong domyslnej (jedynej) etykiety . Analogicznie, obiekt I kategorii C nazywamy po-
czatkowym (albo inicjalnym), jezeli dla kazdego X € Ob(C istnieje doktadnie jeden morfizm
peC(I,X), co zapiszemy jako

I-—->=X.
Obiekt kategorii bedacy zarazem koricowym i poczatkowym nosi miano zerowego.

Przyktady 1. (Obiekty koricowe i poczatkowe)

(1) W kategorii Set z Przyk?. 1 (1) obiektem konicowym jest (dowolny) singleton, poczatkowym
za$ (jedynym) — zbior pusty. Nie ma w niej obiektoéw zerowych.

(2) W kategoriach Grp, AbGrp i pochodnych Modg, Vectg z Przykl.1(2) obiektem ze-
rowym jest (dowolna) struktura trywialna.

(3) W kategorii AbRing z Przykt. 1 (2) obiektem koncowym jest pierscien trywialny, poczat-
kowym za$§ — piersciern Z.

(4) Kategoria Field nie zawiera obiektow konicowych ani poczatkowych.

O wyjatkowosci obiektow terminalnych i inicjalnych przesadza

Twierdzenie 1 (O jednoznacznosci obiektow terminalnych i inicjalnych). Przyjmijmy notacje
Def. Niechaj Ty, o €{1,2} beda dwoma obiektami terminalnymi w kategorii C i niech Ig, (€
{1,2} beda dwoma obiektami inicjalnymi w tejze kategorii. Istnieja jednoznacznie okreslone
izomorfizmy (w kategorii C)

T2 ¢ Th — T3, t12 + Iy —Is.

Dowdd: Rozwazmy pare T, a € {1,2} obiektéw terminalnych w C. Terminalnosé 77 implikuje
istnienie doktadnie jednego morfizmu 75 ; : To — T, a terminalno§¢ T, — doktadnie jednego
morfizmu 715 : 17 — T5. Ich zlozenie 791 0 71 2 jest endomorfizmem T3, ale endomorfizmem
takim jest tez idr,, co wobec terminalnosci T oznacza, ze koniecznie

T271 07'172 = idT1 .
Podobnie dowodzimy réwnosci
Ti,2072, =idp, ,

ktéra w polaczeniu z poprzednia przesadza o izomorficznym charakterze 1, 2. W przypadku obiek-
tow inicjalnych Ig, 8 €{1,2} rozumowanie przebiega w pelni analogicznie. O
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2. UNIWERSALNOSC JAKO SCISEA MIARA WYJATKOWOSCI

Pojecia wprowdzone w poprzednim rozdziale pozwalaja poddaé stosownej formalizacji koncepcje
swyjatkowosci”, co czynimy w ponizszej
Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def.[I] Niechaj Cy,O i D beda kategoriami i niech Fy : Co — D
oraz F' : O — D beda funktorami kowariantnymi, Xy zas$ — obiektem kategorii Cy. Wreszcie tez
niech Px,.r, (Y, ¢) bedzie zdaniem logicznym okreslajacym wlasnosé pary (Y, ) € Ob OxMor D
w odwolaniu do struktury (Xo;Fp, F'), przy czym umawiamy sie, ze posiadanie przez (Y, )
wlasnosci Px,.r, r jest reprezentowane przez wartosé 1 zdania Px,.p, r(Y, ). Niechaj Op|r, Xo
bedzie kategori{l o klasie obiektow

ObOp|pXo={ (Y,¢) eObOxMorD | ¢eD(F(Y),Fo(X0)) A Pxyr,r(Y,9) }
i klasach morfizmow
Orlr Xo((Y1,01), (Ya,92)) = { x e O(Y1,Y2) | @20 F(x)=¢1},
ze zlozeniem dziedziczonym z O, lub kategoria Xop,|rO o klasie obiektow
ObXop|pO:={ (Y,0) eObOxMorD | ¢eD(Fy(X),F(Y)) A Pxyr.r(Y.p) }
i klasach morfizmoéow
Xom|rO((Y1,01), (Ya,02)) ={ x € O(Y1,Y2) | F(x)op1=¢2},

ze ztozeniem dziedziczonym z O.

Struktura koncowa (lub terminalna) dla Px,.r r to obiekt koricowy (T,7) w kategorii
Or|r, Xo. Definiujaca wlasnosé tego obiektu, zwana wlasnoscia koricowa (lub terminalng),
opisuje diagram przemienny

Fopr

F(Y) — (Y, )
\
\

(1) ’ F(w) o,

\
v

Xo > Fo(Xo) =——— F(T) ~ o (T,7)

Co D Or|r,Xo ,

w ktorym (Y, ¢) jest dowolnym obiektem w kategorii Op|r, X0, a przerywana linia strzaltki sym-
bolizuje — zgodnie z przyjeta umowsg — ,jistnienie i jedyno$¢” odnosnego morfizmu.

Struktura poczatkowa (lub inicjalna) dla Px,.r, r to obiekt poczatkowy (I,:) w kategorii
Xor,|FO. Definiujaca wlasnosé tego obiektu, zwana wlasnoscia poczatkowa (lub inicjalna),
opisuje diagram przemienny

F(Y) <" (Y. )
A
|
(2) y F(®) E
|
|
F(I) T{ (I, L)

Xo 'T> Fo(Xo)

Cl Cg X0F0|FO

w ktorym (Y, @) jest dowolnym obiektem w kategorii Xop,|rO.
Struktury (wzgl. wlasnosci) terminalne i inicjalne nosza wspolne miano struktur (wzgl. wlas-
nosci) uniwersalnych.

1VVybraLny przez nas zapis nie bez kozery przypomina zapis stosowany w odniesieniu do tzw. kategorii slice i
coslice stowarzyszonych z obiektem Xo, cp. |[Leild] str.59-60|.
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Sens uniwersalnosci tatwo wyslowi¢ w jezyku potocznym: oto dowolne odwzorowanie transpor-
tujace strukture rodzaju D z Fy(Xo) (wzgl. do Fy(Xp)), a przy tym spelniajace warunek
Px,.r,. 7 (Y, ), jest przeprowadzane, za posrednictwem F-obrazu jedynego homomorfizmu in-
dukowanego, przez F-obraz (obiektowej sktadowej) struktury inicjalnej (wzgl. terminalnej). Na
pytanie o istnienie struktur uniwersalnych nie ma uniwersalnej odpowiedzi — tej trzeba kaz-
dorazowo poszukiwa¢ w interesujacym nas kontekécie (np. algebraicznym). Mozna natomiast
bardzo konkretnie skwantyfikowa¢ swobode ich wyboru (bedaca miara ich jednoznacznosci, wiec
wyjatkowosci wlasnie), co czyni ponizsze

Twierdzenie 2 (O jednoznacznosci struktur uniwersalnych). Przyjmijmy notacje Def. Niechaj
(Ta,Ta), @€ {1,2} beda dwiema strukturami terminalnymi dla Px,.p, » i niech (Ig,tg), B €
{1,2} beda dwiema strukturami inicjalnymi dla Px, ., r. Istnieja jednoznacznie okreslone izomor-
fizmy (w kategorii Cz)

T1,2 ¢ T1i>T2, t1,2 ¢ L= 1.
Dowdd: Natychmiastowa konsekwencja Def.[2]1 Tw.[I] O

Praktyczny sens udowodnionego twierdzenia jest oczywisty: kazde dwie struktury uniwersalne
mozemy utozsamié, i to w jednoznaczny sposob, za posrednictwem stosownego izomorfizmu 7 o
(WZgl LLQ).

3. ELEMENTARNE PRZYKLADY STRUKTUR UNIWERSALNYCH

Azeby oswoi¢ Czytelnika z pozornie do$é ezoteryczna konstrukejg z Def.[2] rozwazymy obecnie
kilka konkretnych jej instancjacji, z ktorymi miat On najpewniej okazje zetknaé sie w dotychcza-
sowych swoich matematycznych i fizykalnych peregrynacjach.

3.1. Produkt i koprodukt w kategorii Set. Zaczniemy od

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def. 1.1 i oraz Przykl.1(5) i ustalmy zbior A oraz kategorie
C, z ktorymi stowarzyszamy kategorie C* ciagow uogélnionych w C indeksowanych przez A,
zawierajaca funktorialny obraz C w postaci ciggoéw statych.

Produkt rodziny X. € Ob ¢} to struktura terminalna

(H XA,{M}M)

AeA

dla warunku tautologicznego PX.;idcx,Ac; » =1 na ObC x Mor CX. Morfizm my okreslamy przy
tym mianem rzutu kanonicznego na (skladowa) X,. Kategorie, w ktorej istnieja produkty,
okreslamy mianem kategorii z produktami. Przy tym ilekro¢ |A| < oo, bedziemy wymiennie
uzywaé symboli [T i x.

Koprodukt rodziny X. ¢ Ob cX to struktura inicjalna

(LI XA,{gA}M)

AeA

dla tautologicznego warunku PX-5ichvAC:A =1 na ObCxMorC*. Morfizm jy okreslamy przy tym
mianem wlozenia kanonicznego (skladowej) X,. Kategorie, w ktorej istnieja koprodukty,
okreslamy mianem kategorii z koproduktami.

Koprodukt w kategoriach C € {AbGrp, AbRing, Modg, Vectx} i Algy (dla pierscienia R i
ciala K) jest najczesciej okreslany mianem sumy prostej i oznaczany symbolem [] = 6.

Wprost z definicji wynika naturalne rozszerzenie konstrukeji produktu i koproduktu na klasy mor-
fizméw kategorii C — obserwacje te precyzujemy ponizej.
4
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Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.[3| i niecha]

(H Xiév{ﬂ-g\x}AeA) , ae{l,2}

AeA

beda dwoma produktami odnosnych rodzin X . Dla dowolnej rodziny morfizméw x. € CX(X L X?)
istnieje dokladnie jeden morfizm

[Txaec(IT X [T X7).

AeA peA veA

ktory czyni ponizszy diagram przemiennym

™
1 ° 1
HueA Xu Xp
ITaea xa Xp
2 2
[Toen X, 4>7T2 Xp

Morfizm ten okreslamy mianem produktu rodziny morfizméw y. € Mor ch.
Jesli ponadto dany jest trzeci produkt

(H Xi,{wi}m)

AeA

oraz rodzina morfizmoéw Y. € C’K(X?,X,?’), to dla zdefiniowanego przez nia produktu morfizméw
[Trea X oraz dla [Tyea Xa zachodzi tozsamosé

(TT %) o (T x) = TT Rao )
AeA peA AeA

Ostatnie stwierdzenie naturalnie uzupetnia

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[3] i niechaj

(LI Xﬁx{ﬂ}m), well2)

AeA

bedg dwoma koproduktami odno$nych rodzin X®. Dla dowolnej rodziny morfizmoéow x. € cA (X1, X2)
istnieje doktadnie jeden morfizm

LI xxec(1T X, [T X7),
AeA peA veA
ktory czyni ponizszy diagram przemiennym

]1

1 P 1
I_[[LEA Xu, Xp

xea X Xp

2 2
I_[yeA Xz/ 2 Xp
P

Morfizm ten okreslamy mianem koproduktu rodziny morfizméw y. € MorCA.
Jesli ponadto dany jest trzeci koprodukt

(U Xi,{f;}m)

AeA
)
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oraz rodzina morfizméw Y. € CK(X,Q, X3), to dla zdefiniowanego przez nia koproduktu morfizméw
L xea Xa oraz dla [Iycp xa zachodzi tozsamosé

(LI x0) o (L xu) = LT (Raoxa)-

AeA pelA AeA

Tlustracji wprowadzonych dotychczas pojeé i konstrukeji abstrakcyjnych dostarcza ponizszy przy-
ktad, ktérego doktadne zrozumienie w czesci poczatkowej dotyczacej produktu stanowi podstawe
szczegdtowych rozwazan pos§wieconych obiektom uniwersalnym w kategorii modutéw nad pierscie-
niem.

Przyklady 2. Rozwazmy strukture algebraiczng rodzaju trywialnego (tj. ,pustego”), ktorej nos-
nikiem sg zbiory bez jakichkolwiek wyréznionych operacji wieloargumentowych i dla ktérej homo-
morfizmami sg dowolne odwzorowania miedzy zbiorami. W tym szczegélnym przypadku produk-

tem zbioréw z rodziny indeksowanej S. € ObSet™ jest produkt kartezjanski [KM76, Rozdz. IV § 6]

[Sx={f:A—US\ | Yaa : f(N) €S}
AeA AeA

wraz z rodzing {w) = pry }rea rzutéw kanonicznych na sktadowe S,

pr, t [ S — S+ fr— f(n).

AeA
Nalezy zwrocié¢ uwage, ze w przypadku skoriczonego zbioru indekséw A = 1,n produkt kartezjanski
sprowadza sie do standardowego iloczynu kartezjaﬁskiegcﬂi zapisuje w postaci
xpo1 Sk ={ (1,22, ., @0) | Vg t vk €Sk},
przy czym
pry ¢ Xpo Sk —S) ¢ (21,29, .,Xp) — 2.
Dla dowolnej rodziny odwzorowan

{fn + X — Salaer

znajdujemy jedyne odwzorowanie

(3) @ZX—)HS)\
AeA

o wlasnosci , a mianowicie
x— d(x), D(z)(N) == falz).
Koproduktem jest tutaj natomiast suma rozlqcznzﬂ

L] Sx={(x,\) | zeS\ A deA}
AeA

wraz z injekcjami (wlaczeniami) kanonicznymi
Ju SM—> |_| Sy x»—>(.¢c,,u).
AeA

7 dowolng rodzing odwzorowan

{gx + Sx — Y
stowarzyszamy jedyne odwzorowanie
v |_| S)\ —Y
AeA
o wlasnosci (2), a mianowicie

(2, \) — W(z, ) :=ga(x).
2Por. uwagi pod definicja w traktacie Kuratowskiego i Mostowskiego.

3N.B. llekroé z € SxnSu, A#pu, wowczas (x,A) # (z, ).
6
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3.2. Produkt i suma prosta w kategorii liniowej. Zwieniczeniem obecnej dyskusji jest szcze-
gélowe wyprowadzenie postaci produktu i koproduktu w kategorii modutéw nad pierscieniem
przemiennym R.

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def. oraz Przykl. Niechaj G. € Ob Modg bedzie rodzing
modutéw nad pierscieniem R. Produkt moduléw z rodziny G. to para

(‘%H7 {pr)\}AGA) 3 %ﬂ = ((}l\_/l\ GA)¢;7¢T7¢8) aén) 5

w ktorej ¢, n € {0,1,2} to kanonicznie indukowane operacje grupowe, £ za$ to kanonicznie
indukowane dzialanie R na produkcie kartezjariskim [Tyepa G, ktore czynia z (Z"7, {pry }aren)
produkt rodziny G. w rozumieniu Def.[3]

Poswiecimy obecnie troche czasu na bezposrednie uzasadnienie i wyjasnienie powyzszej definicji w
odwotaniu do wczesniejszej definicji produktu jako morfizmu terminalnego. Oto wiec rozwazamy
zbior G :=[Nyean G 7 rzutami kanonicznymi pry, : G" — G). Dodawania grupow
+)\ = d)é)\) : G)\ XG}\ — GA
zadajg — dla dowolnego indeksu A € A — odwzorowania
Mo (pryxpry) : GTxGT— Gy,

co wobec terminalnosci pary (G", {pry}rea), w ktorej G™ traktowane jest jako struktura trywialna
(czyli obiekt Set), oznacza istnienie jedynego odwzorowania (a priori bez dodatkowych wlasnosci
wzgledem operacji grupowych i dzialan okreslonych dla poszczegolnych sktadowych rodziny)

¢+ G"x G — G"
o wlasnosci
A
(4) pry 063 = 65" o (pry x pry).

Zauwazmy, ze jesli tylko @5 jest poprawnie okreslonym dodawaniem na G" a rzuty pr, sa ho-
momorfizmami grup transportujacymi owo dodawanie w dodawanie w poszczegdlnych sktadowych
G, czego nie gwarantuje ich wyjsciowy status (morfizméow w kategorii Set) i czego zatem mozol-
nie dowodzimy ponizej, to tozsamosé identyfikuje operacje ¢ jako ,dodawanie po wspolrzed-
nych”. Fatwo przy tym stwierdzamy, ze homomorficzno$¢ rzutéw, czyli ich promocja do rangi
morfizmow w kategorii AbGrp, wynika bezposrednio z zalozenia, ze ¢ = +5 jest pozadana
operacja grupowsa, oto bowiem implikuje rownosé

pry(g+nh) =pry(g) +xpry(h),

stuszna dla dowolnych dwoch elementow g,h € G™ a oznaczajaca wlasnie, ze pry sa homomorfiz-
mami grup. Wystarcza zatem sprawdzi¢ definiujace wtasnosci dodawania grupowego w odniesieniu
do odwzorowania ¢. W pierwszej kolejnosci zbadamy jego tacznosé. Biorac dowolne g, h,k e G,

obliczamy — wykorzystujac po drodze (przy przejsciu z linii 2. do linii 3.) tacznosé operacji qbé)‘) -
pry 063 (65(g,h), k) = 65V o (pry x pry) (63(g.h),k) = 65 (pry o 85 (g, h), pry(k))

D (65 0 (ora < pra) (g, 1), pra(k)) = 687 (65 (pra(9), pra(h)) ,pra (k)
& (pra(9), 68 (pra(h),pra(k)) ) = 68 (pra(9), 68V o (pry x pry) (b, F))
™ (pra(9), pry 0 #5(h. k) = 65V o (pry x pry) (9,63 (h, k)

= pryo ¢y (g,05(h,k)) .

4Opisywana konstrukcja produktu po opuszczeniu dziatan sktadowych o stosuje sie takze do grup nieprze-
miennych.

7
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Tym sposobem otrzymujemy dwa odwzorowania

qﬁgo(qﬁgxidcm) pry,
- - T 5

G"xG"x G" G"

G)\v

¢ho(idgnx¢3)

ktorych obrazy pokrywaja sie, dajac odwzorowanie (bg)‘) o (idg, x qﬁg/\)) o (pry x pry x pry). Raz
jeszeze przywolujac terminalnosé pary (G™,{pr,}rea), wnioskujemy, ze istnieje doktadnie jedno
odwzorowanie

o s G"x G x G — G"
przez nie indukowane, ktoére spetnia tozsamosé
pryoa” = ¢V o (idg, x 6$) o (pry x pry xpry),
a poniewaz zar6wno ¢5o(¢5 xidgn), jaki ¢fo(idgnx¢Y) spelniaja ten warunek, przeto koniecznie
@5 0 (¢ xidgn) = ' = ¢ o (idgn x ¢5),
co dowodzi tacznosci ¢f.

Analogicznie wykazujemy przemiennosé ¢, korzystajac z przemiennosci gf);/\). Oto bowiem, dla
dowolnych g,h e G",

& o (pry x pra)(h.g) = 68 (pra(h), pra(9))
) (pra(g), pra(h)) = 65N o (pry x pry) (g, h)

= pryody(g,h),

pry © (¢3 ©7an (g, h))

skad réwnosé¢ odwzorowan

n m $3076n n P
G'xG@'—=G"'—G,
¢5

. A . . L. L . . 3
tozsamych z ¢g ) o (pry x pry), czyli wobec jednoznacznosci okreslenia indukowanego przezen
odwzorowania

BN G x G — G"
o wlasnosci

pryo " = ¢9) o (pry xpry)
mamy pozadang identycznosé

@5 07an = B = ¢5.
Nastepnie rozwazamy elementy neutralne w kazdej z grup sktadowych,

O e} — G e—en,
i zapominajac jak uprzednio o strukturze algebraicznej na rozwazanych zbiorach, stowarzyszamy
z nimi jedyne odwzorowanie

6 (o) G e
o wlasnosci

pry o df = o).

W ten sposéb wyrozniamy element e zbioru G, o sugestywnej postaci uogodlnionego ciagu (o
indeksach z A) elementow neutralnych z grup sktadowych. Jego wlasnosci wzgledem dodawania
@5 sprawdzamy w bezposrednim rachunku. Biorac dowolny element g € G", otrzymujemy

o (pry x pry) (e, g) = 65 (pry o ¢h(e), pra(9))

= 687 (667 (0),pra(9)) = 85 (ex.pra(9)) = pra(9)
8
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= pI‘)\OpI‘Q(enhg)’

stad zas rownosé odwzorowan

¢o(phxidgn)
{o} xG" e € 2 Gy >
pro
pokrywajacych sie z ¢§/\) o (gb(()’\) x pry). Znowu wiec znajdujemy jedyne odwzorowanie

& ol x G — "
spelniajace warunek
pryoe = 9) ° (¢(())\) X PIy),
a zatem
@5 o (¢ xidgn) =€" = pr,.
Podobnie dowodzimy tozsamosci
¢5 0 (idgn x ¢p) = pry ,
co w sumie pokazuje dowodnie, ze e" jest elementem neutralnym dodawania ¢5.

Bez trudu rekonstruujemy tez operacje brania przeciwnosci w G, biorgc za punkt wyjscia
odnosne operacje w sktadowych

N en o
Rozumujac jak wczesniej, tworzymy rodzine odwzorowan
Mopry : G"— Gy,
z ktérymi mozemy zwiazaé jedyne odwzorowanie
¢y G"O
o wtlasnosci
pry o @y = E/\) °Pry,
ktora identyfikuje ¢} jako ,branie przeciwnosci po wspotrzednych”. Trzeba jeszcze tylko upewnié
si¢, ze odwzorowanie to nadaje monoidowi przemiennemu (G", 5, ¢)) strukture grupy przemi-
ennej. Z rachunku

pry o ¢y (67(9),9)

oM o (pry x pry) (67(9), 9) = 65 (pry 0 ¢7(9), pra(9))

A A A
6 (6 0 pry(9).pra(9)) = € = 6§ (o) = pry 0 67(o).
wykonanego dla dowolnego g € G" a wskazujacego na réwnosé odwzorowan
¢§°(¢Tvidcm)oprz pry

{.}XGH%GH

dpopry

G/\a

identycznych z (b(())‘) o pry, wywodzimy wniosek o istnieniu jedynego odwzorowania
,un : {o}xGn—>Gm
o wlasnosci
A
pryou” = ¢ o pry .
Ostatecznie wiec stwierdzamy shusznosé tozsamosci
@5 0 (¢1,idgn) o pry =y = ¢y o pry .
Analogiczne wnioskowanie prowadzi do jej symetrycznego odpowiednika
¢S o (idG”7 ¢T) O PIry = IU/H = ¢8 opry,
co potwierdza identyfikacje ¢ jako operacji brania przeciwnosci.
9
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Na koniec wreszcie indukujemy na zrekonstruowanej powyzej grupie przemiennej strukture mod-
utu nad pierscieniem R ze struktur sktadowych. W tym celu z kazdego z dziatan

(X Rx Gy — Gy
budujemy odwzorowanie
(Mo (idp xpry) : RxG"— G,
co daje nam jedyne odwzorowanie
N RxG"— G"
o wlasnosci
pry o fM =M o (idg x pry ).

7 tej ostatniej odczytujemy definicje (" jako ,dzialania po wspolrzednych”. W zmudnym, lecz
poza tym absolutnie trywialnym rachunku przekonujemy sie, ze tak zdefiniowane odwzorowanie
spelnia aksjomaty dzialania, i tym samym zamykamy kanoniczna konstrukcje modutu na produkcie
kartezjanskim G".

Na zakonczenie dyskusji struktury produktu moduléw nalezy podkresli¢, ze odwzorowanie @
wskazane w Rown. 7 ktorego istnienie zapewnia, dla zadanej rodziny f. € HomMod%, ter-
minalny charakter produktu nosnikow G, € ObSet struktury (lewego) R-modulu w kategorii

Set(x)7 jest automatycznie R-liniowe, czyli podnosi sie do kategorii Mod%&). Istotnie, wprost na
mocy jego definicji i z racji R-liniowosci sktadowych fy otrzymujemy tozsamosé

‘I’(Tl Dx 1 +x 1o Dx 1‘2)()\) Pry 0(I>(7"1 Dx 1 +x 1o Dx xg) = f>\(r1 Dx r1+x 1o bx xg)

= r1ox fa(wr) +ar2 A fa(2)
= 11D DPry o P(xq) + 72 >y pry 0 P(x2)

= (7’1 > @(:cl) +A T2 D) (I)(Ig))()\),
prawdziwg dla dowolnych z1,z5 € X (¢ ObModg) i 71,72 € R oraz X € A, zatem takze za-

powiedziang konstatacje R-liniowosci

O(ripx w1 +x T2 Px T2) =71 Dy D(21) +a 72 >y P(22) .

O ile konstrukcja produktu modutéw postepuje automatycznie po dokonaniu narzucajacego
sie wyboru nosnika G", o tyle konstrukcja koproduktu, ktéry bedziemy w dalszej czesci kursu
nazywaé sumg prosta modulow, wymaga pewnej dozy inwencji oraz rozlicznych sprawdzen (jed-
noznaczno$ci konstrukeji). Zaznaczamy zawczasu, ze ponizsza konstrukcja stosuje sie wylacznie
do grup przemiennych, co bedziemy podkreslaé¢ piszac ey w notacji addytywnej jako 0.

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def.[J|i[] Suma prosta moduléw z rodziny G. to para
(%u7{])\})\EA) ) %GB = ((@ G)\7¢57¢T7¢8)5€n) )
AeA

w ktorej #® jest podmodutem produktu modutéw .#" z rodziny G. o nosniku

() @Gx=={g€G” | {AeA | pry(g)#0x }<oo}

(czyli pry(g) jest elementem neutralnym dla prawie wszystkich indeksow) i w ktorej g : Gy —
G" sg injekcjami kanonicznymi spelniajacymi warunki

: ) 9 dlad=p
(6) v)\vlLEA VQ;LGGM ¢ Pry Oj#(gu) '={ 0/:\ dla )\ m

10
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Pokazemy najpierw, ze odwzorowania 7 sa homomorfizmami oraz ze maja ceche uniwersalnosci.
Na poczatku ustalmy (dowolnie) indeks € A i obliczmy — dla dowolnych g,,,h, € G, —

N
2

pryo (bg © (Ju x ]u)(g/n hu) o (pI')\ X pr)\) ° (Ju x ]u)(g/n hu)

) o ((pry 0 2) x (ry © 7)) (Gus )
69 (gurhy)  dlad=p
g)\)(O)\,O)\)IO)\ dla)\iu

= pr)\ojuo¢§#)(gu7h,u)7

dowodzac tym samym réwnosci dwoch rodzin odwzorowan

#50(3x3)
G# % G# . r2MenIRs Gm pry

j“’0¢;ll)

G

0, dla A # p
(G™,{prytrea) rownosé ta implikuje istnienie jedynej rodziny odwzorowan

a, : GuxG,— G", pel

(1) _
identycznych z ¢\ : (gu, hy) — { @3 (s ) dla A =p . W konsekwencji terminalno$ci pary

o wlasnosci

Ve t Pryooy =1y.

Na tej podstawie wnioskujemy o réwnosci

¢g° (]u X],u) =Ju °¢§“),

ktéra wyraza homomorficzny charakter j,. Dowdd uniwersalnosci 7) wymaga, izby$my z dowolng
rodzing homomorfizméw grup (przemiennych)

xXx 2 Gy —Y, AeA
okreslong dla dowolnej grupy przemiennej Y potrafili stowarzyszyé¢ odwzorowanie
H: G —Y
AeA
spelniajace relacje
(7) Vaer © Hogx=xx,
dowodzac przy tym, ze odwzorowanie o tej wlasnosci jest dane jednoznacznie. Postulujemy, dla

dowolnego g€ @xcp G,

H(g) =), xaopra(g)-
AeA

Zauwazmy, ze suma w powyzszej definicji jest skoiiczona, por. , zatem definicja ma sens i
mozemy ja zapisa¢ w postaci

H=73 xaoptile,., G,

AeA

a nadto — ze tak zdefiniowane odwzrorowanie jest homomorfizmem grup przemiennych, bo status
ten maja wszystkie odwzorowania pry i x,. Sprawdzamy tez bez trudu relacje , wybrawszy
dowolnie gy € G,

Hogx(gn) = D xuopryom(gn) =xaepryom(on) vy Do Xuopr,oialga)
peA peAN{A}
= xalg)+y ). xu(04) = xal(gn)-
peAN{A}

11
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Dowodzimy nastepnie jedynosci H. Niechaj H: o reA Gr — Y bedzie dowolnym innym takim
odwzorowaniem, a wtedy roéznica odwzorowan
H-H: @ Gy—Y : g H(g) +y Py o H(yg),
AeA

bedaca homomorfizmem grup przemiennych (przypomnijmy, ze rzuty kanoniczne sa homomorfiz-
mami grup przemiennych), spelnia tozsamosci

(H-H)o3x(g9x) = Hogn(gx) +v Py (H 0 3:(91)) = xa(9r) +v Py (xa(91)) = 0y .
Mozemy stad wyciagnaé prosty wniosek:

U 22 (Gy) cKer (H - H).
AeA

Jednakowoz Ker (H - ﬁ) jest podgrupa @xcp G, tj. podzbiorem domknietym ze wzgledu na
operacje brania skoriczonych sum jego elementow, kazdy zas element g € @y cp G jest taka wlasdnie
sumga skoriczong elementow z roznych 75 (G ). Azeby si¢ o tym przekonaé, rozwazmy odwzorowanie
P GNO:g— ) mopra(g),
AeA AeA
ktore jest dobrze okreslone z tych samych powodéw co H i ktére wobec homomorficznosci rzutow
kanonicznych spelnia tozsamosci
pryo®(g) =prye Y Juopr,(g) = Y (bry o) (pru(9)) =pra(g) =pry oide,., ¢, (9) -
peA peA

Te ostatnie — jak w poprzednio dyskutowanych przypadkach (tj. w konsekwencji terminalnosci
produktu kartezjariskiego) — prowadza do rownosci

(8) %= id@AeA Gx>

zadajacej rzeczony rozktad g na skoriczong sume

(9) 9=, meoprx(g)-
AeA

Wracajac do zasadniczego wywodu, stwierdzamy, ze jedynym podzbiorem @,.x G zawierajacym
Uxea 2 (Gy) 1 domknietym wzgledem operacji brania sum skoniczonych jest caly zbior @y Ga,

Ker (H - H) = @ Gy,
AeA

czyli tez ostatecznie
H=H.

Nalezy podkresli¢, ze nigdzie w dotychczasowej dyskusji koproduktu nie braliémy pod uwage
dodatkowej struktury R-modulu na nosniku grupy przemiennej, mozemy przeto podsumowaé te
jej czesé stwierdzeniem, ze oto czworka

(@ enen.on.a0)
AeA

stanowi spojng, definicje sumy prostej grup przemiennych. Jako ze dzialanie pierécienia R w jawny
sposob zachowuje podgrupe @ycp Ga ¢ G, dla naszych celéow wystarczy jeszcze tylko upewnié
sie, ze zaréwno injekcje kanoniczne 7y, jak tez jedyny homomorfizm grup H sa odwzorowaniami
R-liniowymi. W tym drugim przypadku wtasnosé¢ ta jest bezposrednim nastepstwem R-liniowosci
rzutow kanonicznych pr, oraz odwzorowan x . W przypadku pierwszym R-liniowo$ci stwierdzamy
na gruncie terminalnosci produktu kartezjanskiego oraz dowiedzionych wlasnosci odwzorowan ¢
AN stosujac sprawdzong strategie rozwazain wcze$niejszych. Punktem wyjscia jest obserwacja
(wystowiona dla dowolnych A, pe€ A oraz (r,g,) € RxG),)

pry o Mo (ldR X ],u)(ra g/L) = E(A) ° (ldR X pI')\) © (ldR X j/t)(r7 g#)

(™ o (idg x pry 0 3,) (7, gu) = (pry 0 3u) 0 £ (7, g,.)
12
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wskazujaca na réwnosé dwoch rodzin odwzorowarn

é'_'o(idegH) pry
R x Gy, —————=®,. G
]“og(u)

G

(W (r.g,) dlad=p
0y dla A # p
przesadza w tej sytuacji o istnieniu jedynej rodziny odwzorowan

pp * RxG,— @ G, cG"
veA

identycznych z r) : (1"7 g#) — . Terminalnosé¢ pary (G”,{prA}AEA)

o wlasnosci
VaeA @ Pryopu=ra.
Stad ostatecznie wyprowadzamy pozadang réwnosé
In ol = Mo (idg x 70)
wyrazajaca R-liniowosé injekcji kanonicznych.
3.3. Iloczyn tensorowy. Narzedzia formalne pozyskane dotychczas pozwalaja nam wprowadzié
nowa, wieloliniowa strukture algebraiczng, o fundamentalnym znaczeniu dla konstrukcji algebr

Clifforda i ich modutow, wiec obiektow, ktorych dyskusji jest poswiecony niniejszy cykl wyktadow.
Strukture te definiujemy i badamy ponizej.

Zaczynamy od wprowadzajacej

Definicja 6. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i ustalmy R € ObRing. Niechaj G; € ObMod gop,
Go € Modp oraz H € Ob AbGrp i niech ¢ : Gy x Gy — H bedzie dwu-Z-liniowe (czyli dwu-
addytywne), tj.

Vg1,92¢G1 Vgseay + ©(91+192,93) = ©(91,93) +1 ©(92,93) »

VihieGy VhohseGy + @(h1,ha +2 h3) = o(hi,ha) +1 @(h1, hs).
Odwzorowanie ¢ nazywamy S$rod-R-liniowym, jesli spelnia dodatkowy warunek $rod-R-jed-
norodnosci
v(ﬁgl,gz)ERXGlXGz : @(gl ar, 92) = 90(9177" > 92) .
Odwzorowania §rod- R-liniowe dla ustalonej pary (G, G2) tworza kategorie ©1L%2, ktorej obiek-
tami sg pary (H,p) zlozone z H € Ob AbGrp i odwzorowania $rod-R-liniowego ¢ € Set(Gy x
Go, H), morfizmami za$ — dla ustalonych obiektow (Hg, @), « € {1,2}, utworzonych przez
H, € Ob AbGrp i odwzorowania éréd—R—linioweﬂ Yo : G1 xGy — H, — odwzorowania
Home, o, ((H1, ¢1), (H2,92)) = { x ¢ Homapaep(H1, H2) | ¢2=x0¢1 }.

Przyklady 3. Fundamentalnym przyktadem odwzorowania $roéd-R-liniowego jest mnozenie w
pierscieniu R, przy czym R traktujemy tutaj jako kanoniczny lewy (rR) i prawy (Rr) R-modul.

Mozemy juz teraz wprowadzié¢ obiekt podstawowy naszych rozwazan:

Definicja 7. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Iloczyn tensorowy nad R prawego R-modulu
G4 ilewego R-modutu G to struktura inicjalna

(G1®r G2,®R)
dla warunku

PGy ,ca)imo,p (H @) =0 0 Fo(G1,Ge) = F(G1) x F(G2) — F(H) jest odwzorowaniem $r6d-R-liniowym”,

5Godzi sie podkresli¢, ze w obecnym zapisie, jak i wszedzie ponizej, konsekwentnie powstrzymujemy sie od uzy-
wania funktora zapominania, ktory implicite bywa przykladany do rozmaitych struktur algebraicznych, co pozwala
nadaé¢ sens napisom — jak G1 x Go — H, — utworzonym z bytow z réznych kategorii.

13
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w ktorego zapisie Fy = FxF : Modger xModgr — Set jest funktorem zbudowanym z funktorow
zapominania F i przyporzadkowujacym parze modulow (wzgl. odwzorowan R-liniowych) iloczyn
kartezjanski ich nosnikow (wzgl. tychze odwzorowan), a F : AbGrp — Set jest funktorem
zapominania przyporzadkowujacym grupie przemiennej (wzgl. homomorfizmowi miedzy takimi
grupami) jej nosnik (wzgl. to samo odwzorowanie traktowane jako odwzorowanie miedzy zbiorami).

Uwaga 1. Dokonajmy elementarnej egzegezy powyzsze]j definicji, zapominajac po drodze funktor
zapominania we wszystkich (niemal) jego objawieniach: Oto wiec iloczyn tensorowy R-modutéw
G1 1 Gy to— w istocie — para (G; ®g G2,®Rr) zlozona z grupy przemiennej Gy ® g G oraz odw-
zorowania $rod- R-liniowego ®p : G1xGos — G1Q g G2, zwanego kanonicznym odwzorowaniem
$§rod-R-liniowym, o tej wlasnosci, ze dla kazdej grupy przemiennej H i kazdego odwzorowania
§rod-R-liniowego ¢ : G1 x Go —> H istnieje dokladnie jeden homomorfizm grup przemiennych
p:G1 ®r Go — H, ktoéry czyni przemiennym diagram

Fopr
H o (H,)
A

(10) . e,
|
|

(G1,G2) > G1 x Gy — e G1®r Ga <Tprl{ (G1®r G2,®R)
czyli — méwiac po ludzku — spelnia tozsamosé
(11) Y (g1,g2)eCaxGs 1+ P(91 ®r 92) = ©(91,92) ,
gdzie wprowadziliSmy standardowe oznaczenie
(12) ®r(91,92) =91 ®R g2 -
Mamy wielce uspokajajace

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def.[7] Dla dowolnego pierscienia R i dowolnych G; € ObMod ger,
G2 € Modp, iloczyn tensorowy (G ®r Ga2,®p) istnieje i jest okreslony jednoznacznie z doktad-
noscia do jedynego izomorfizmu grup przemiennych.

Dowdd: Wprost z definicji iloczynu tensorowego jako morfizmu uniwersalnego wynika — w $wietle
Tw. 2.2 — druga czes¢ dowodzonego twierdzenia. Pozostaje zatem wykazaé jego istnienie, co czyni-
my w sposob bezposredni (konstruktywny). Utworzmy wolny Z-modul (czyli grupe przemienna)

(Gl X GQ)Z = { n(v) : Gl X G2 — 7 | |{ n(glm) € ZX | (gl,gg) € Gl X G2 }| < o0 }

nad zbiorenﬂ G1 x G. Modut ten posiada naturalna baze {0(g, g.)}(g1,92)eG1xG, 210Z0Na z odw-
zorowan

1 dla (h1,h2) = (91,92)
0 dla (hi,h2) # (91,92)

ktora mozemy wykorzystaé¢ do zapisania wyréznionego Z-podmodutu

5(91,92) P GixGy— 1L (hlah2)'—’{

T = <{5(91+1gz793) - 5(91793) - 6(92,93)}91@26(}1,936(}2
U{0(hy hatahs) = O(ha ha) = O(hy,hs) Y hieGr, ha,hseGa

U{é(k1<1r,k}2) - 5(}<¢1,’l"[>2k72)}k)lECv'l7 kgGGg,TGR)Z .

Wobec przemiennosci grupy (G1 x G2), ten ostatni okresla Z-modut ilorazowy (czyli (przemienna)
grupe ilorazowa). Postulujemy

(13) Gl ®RG2 = (G1><C;’2>Z/’I'7

6F’odkreélmy: nie chodzi tutaj o strukture grupy przemiennej G1 x Ga, lecz o ,,gola” strukture zbioru.
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a poniewaz zbior G x G zanurza si¢ kanonicznie w (G1 x G2), (jako zbior) wedle schematu

(14) 7G1XG2 : Gl x G2 > <G1 X GQ)Z : (gla92) — 5(g1,g2) )
wykorzystujacego przeto mozemy tez zdefiniowaé

®R = T(GyxGa)y /T °JCixGy, = G1x Gy — G1 @R G2
(15) ¢ (91,92) — 0(g1.90) * T =91 ®R G2,

uzywajac rzutu kanonicznego modulo T
Zaczniemy od sprawdzenia $rod- R-liniowosci zdefiniowanego powyzej odwzorowania ®pg, liczac
dla dowolnych g1,92 € G1, 93,94 € G2 i r € R, co nastepuje:

(91+192) ®r 93 = O(giergnan) + T = (g1.05) + 0g2.95) + (g1 +102.95) ~ Og1.95) = O(gg)) + T

6(91793) + 6(927513) +T = (6(91,93) + T) + (5(572793) + T)

g1 ®r g3+ g2 ®R g3,

91 ®r (g3 +2 g4) O(g1,95+294) T T = 0(g1,95) + 0(g1,90) + (5(g1793+zg4) = 0(g1,95) ~ 5(917514)) +T

S(gr.95) + 0g1.90) T = (8(gr.95) + T) + (O(g1.90) + T)

91 ®Rr g3+ 91 ®R G4,

g1 <17 ®R g2 6(91<1T,g2) +T = 6(911”292) + (6(9141?@92) - 6(911”292)) +T

O(gr,roags) T T =91 ®RT D2 ga .

W nastepnej kolejnosci wykazemy istnienie i jednoznaczno$é odwzorowania @, o ktérym mowa
w Uwadze |1l W tym celu wykorzystamy bazowos¢ uktadu {0(g, g,)}(g1,92)eGixGs W (G1 % Ga)y,
jak tez i to, ze odwzorowanie T(g,x@a,),/r Jest epimorfizmem, zatem definiujaca tozsamosé (11))
ustala obraz wzgledem odwzorowania @ ukladu generujacego dziedziny tego odwzorowania. Jest
zatem jasne, ze istnieje co najwyzej jedno Z-liniowe rozszerzenie tak zadanego (na ukladzie
generujacym) odwzorowania. Rozszerzenie to przyjmuje nastepujaca postac: wobec surjekty-
wnos$ci rzutu kanonicznego modulo T kazdy element 7 € Gy ® g Go mozemy przedstawi¢ w formie
7 =v+T dla pewnej funkcji v € Z€*%2 o ograniczonym nosniku (wiec przyjmujacej wartosci
rozne od 0z dla skoriczonej liczby argumentéw — zbior takich funkcji bedziemy oznaczaé¢ sym-
bolem %o(Z; G x Gz)), skoro za$ uktad {0(g, g,)} (g1,9)eG1xG. €St baza (G x G2),, to mozemy

10z107y¢ ¥ = Y41 02)eGrxGa M(g1,92) > O(g1,g2)» PIZY czym — jak latwo widaé — n(g, 4,) = v(g1,92),
ostatecznie wiec najbardziej ogélna postaé elementu modutu G; ® g G2 to

(16) T = > v(91,92) > O(gr,g0) + T = > v(g1,92) > (91 ®r g2) ,
(91,92)eG1xG2 (91,92)eG1xG2

gdzie w ostatnim kroku wykorzystaliSmy oczywista tozsamos$é ([>] to dziatanie pierScienia Z na
zbiorze T-warstw)

0[>]T =0[>][0] mod 7 = [0> 0] mod 7 = [0] moa 7 =T,

a poniewaz @ z zalozenia ma by¢ homomorfizmem grup przemiennych, przeto

&(r) = > 7(g1,92) > (91 ®r 92),
(91,92)eG1xG2

co daje antycypowany jednoznaczny wynik ostateczny
()= > P(91.92) b ¢(91,92)-

(91,92)eG1xG2
15
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Innymi stowy, okreslenie postaci przyjmowanej przez @ na ukladzie generujacym G ®pr Go
zlozonym z tensoréw prostych, w sposéb zdeterminowany przez sama definicje obiektu inicjal-
nego, jednoznacznie podpowiada posta¢ (jedynego) rozszerzenia Z-liniowego tego odwzorowania
do calego modutu tensorowego. O

Majac na wzgledzie przyszta wygode dowodzenia, podamy obecnie rownowazng definicje iloczynu
tensorowego modutéow uwzgledniajaca powyzsze rozumowanie, a to w formie

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. Niechaj (T, 7) € Ob1L§. Ponizsze zdania logiczne sa
rownowazne.

(i) (T,7) jest iloczynem tensorowym modutéw G; i Gy nad R.
(ii) Grupa T jest generowana (nad Z) przez elementy postaci 7(g1,92), (g1,92) € G1 x Ga, tj.

(17) T=(r(G1xGa))y

aponadto dla kazdej pary (H, ) € Ob 1L jest okreslone odwzorowanie &€ “1L°2((T, 1), (H, gp)),
tj. takie, ktore czyni przemiennym diagram

H

(18)

«

G1><G2 T

T

Dowod:
(i)=(ii) Prawdziwos$¢ zdania (i) implikuje istnienie (jedynego) odwzorowania @ wprost na mocy
uniwersalnosci iloczynu tensorowego. Niechaj

T: = (1(G1 x G2))y

bedzie podgrupa generowana przez elementy 7(g1,92), (g91,92) € G1 x G2. Wobec zawiera-
nia 7(Gy xG2) ¢ T (w Set) i domknietosci T wzgledem brania kombinacji Z-liniowych
elementow mamy kanoniczny monomorfizm grup przemiennych (zanurzenie) jr. : T = T,
a wobec tego 7 kanonmicznie okresla obiekt (7,7) € Ob%1L% o whasnosci

JT, 0T =T.
Istotnie, powyzsze zachodzi (trywialnie) w Set, a przy tym zanurzenie jr, tworzy ledwie
wierny obraz swej dziedziny w przeciwdziedzinie, wiec §rod- R-liniowos¢é 7 jest dziedziczona

przez 7. W tych okolicznosciach inicjalno$é 7 gwarantuje istnienie homomorfizmu grup
przemiennych 7:7T — T, o wlasnosci

=

oT=1,

a zatem zachodzi tozsamogsé

Jr.oToT=gp, or=7=idroT,
ktora wobec tejze inicjalnosci 7 daje nam rownosé
Jr, °oT =idr,
implikujaca postulowana surjektywnosé zanurzenia kanonicznego,
Imjr, =T.

(ii)=(i) Niechaj @1 :T — H i $3: T — H beda dwoma homomorfizmami grup przemiennych

domykajacymi Diag. ,

ProT=p=pr0T,

skad wniosek:

D11r(G1xG2) = P27 (GixGo) -
16
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Rownosé przesadza o pozadanej rownosci obu homomorfizméw (wobec ich Z-liniowoscei),
P1=P2.
O

W nastepnej kolejnosci zajmiemy sie omoéwieniem operacji tensorowania odwzorowan liniowych.
Nasza dyskusja bedzie zarazem stanowi¢ pierwsza demonstracje sity pojecia morfizmu uniwersal-
nego. Zacznijmy, jak (niemal) zawsze od

Definicja 8. Przyjmijmy zapis Def.[7] i niechaj G1,H; € ObModger i Go2,Hs € ObModg.
Tloczyn tensorowy nad R odwzorowan R-liniowych y; € Hompgor (G1,H1) i x2 € Homg(Ga, Hs)
to (jedyny) homomorfizm grup przemiennych

X1®Xx2 : G1®r Gy — Hi ®r H»
o wlasnosci
Y (g1,g2)eGaxGs + (X1 ®Xx2)(91 ®Rr 92) = x1(91) ®Rr X2(92) -

Stwierdzenie 4. Dla dowolnego pierécienia R i dowolnych Gi,H; € ObModge, Go, Hs €
Modg oraz (x1,x2) € Hompger (G1, H1) x Homg (G5, Hy) homomorfizm grup przemiennych y; ®
X2 jest dobrze okreslony.

Dowdd: Rozwazmy odwzorowanie

0+ GixGy— Hi®r Hy : (g91,92) — x1(91) ®r X2(g2) -

Jest ono jawnie $rod-R-liniowe, zatem w Swietle uniwersalnosci iloczynu tensorowego nad R
okresla ono jednoznacznie odwzorowanie xi1 ® X2 := @, o ktorym mowa w dowodzonym stwierdze-
niu. O

Uwaga 2. Przyjety zapis iloczynu odwzorowail liniowych moze by¢ mylacy, sugeruje bowiem,
jakoby x1 ® x2 byto iloczynem tensorowym odwzorowan y; i x2 traktowanych jako elementy
Z-modutéw (tj. grup przemiennych) Homy(G1, H1) 1 Hompg(Ga, Hs), odpowiednio, tymczasem
skonstruowane ponizej odwzorowanie Homz(G1, Hy)®zHompg(Ge, Hy) — Homz(G1®rG2, H1)®R
Hs) nie jest w ogblnosci ani surjektywne, ani injektywne.
Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def.[8] Istnieje kanoniczny homomorfizm Z-moduléw

1 : Hompg(G1, H1) ®z Hompg(Ga, Hy) — Homy (G ® g Go, Hy ®r H»)

o wlasnosci

1(X1®zX2) = X1 ®X2-

Dowdd: Odwzorowanie
© : HomR(G1,H1)XHomR(GQ,HQ)—>H0mz;(G1 ®r Gg,Hl ®RH2)

(X1,Xx2) — X1 ® X2

jest jawnie Z-dwuliniowe, wiec tez automatycznie $rod-Z-liniowe, a zatem okresla jednoznacznie
odwzorowanie ¢ := @, o ktérym mowa w dowodzonym stwierdzeniu. O

Mamy przydatne

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def.[§l Dla dowolnych Gy, Hy, K1 € ObModger i Go, Ha, K> €
ObMOdR oraz X1 € HomRop(G1, Hl), X2 € HOIDR(GQ,HQ) i wl € HomR(Hl,Kl)ﬂbg € HOIHR(H27K2)

zachodzi tozsamo$é

(19) (Y1 ®12) o (x1®x2) = (Y1 0ox1) ® (Y20 x2).
17
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W szczegolnosci ilekroé x; i x2 sa odwracalne, otrzymujemy
ex) ' =xi'ex; -
Podobnie, surjektywnosé y; i x2 implikuje surjektywnosé y; ® x2 wobec tozsamosci
Im (x1 ® x2) =Imx1 ®p Imx2.
Dowdd: Wobec Rown. oraz Z-liniowosci ®p (a takze po uwzglednieniu Z-liniowosci super-
pozycji odwzorowan Z-liniowych, jakimi sa — na mocy Stw. — odwzorowania ¥; ® ¥y 1 X1 ® X2)

wystarczy sprawdzi¢ dowodzong tozsamosé na generatorach g1 ®rgs, (g1,92) € G1 xG2 grupy
przemiennej G ® g G2, co jest rzecza prosta. O

W podsumowaniu dotychczasowej dyskusji mozemy wypowiedzie¢ zwiezte

Twierdzenie 4. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Iloczyn tensorowy okresla funktor kowariantny
®r : Modge x Modr — AbGrp o skladowej obiektowej (G1,G2) — G1 ®r G2 1 sktadowej
morfizmowej (x1,X2) = X1 ® X2-

Dowdd: Wynika wprost z Def.[§ oraz Stw.[0] O

Uniwersalna natura iloczynu tensorowego dostarcza nam poteznego narzedzia analizy jego wlas-
nosci strukturalnych, z ktorych kilka opiszemy w dalszej czesci. Nim to uczynimy, potrzebujemy
przypomnieé¢ prosta obserwacje z dziedziny algebry liniowej: Kazdy prawy (wzgl. lewy) modul G
nad pierScieniem R z dzialaniem GxR — G : (g,r) — g <r (wzgl. RxG — G : (r,g) —> 11>
¢) niesie kanoniczng strukture lewego (wzgl. prawego) modutu nad pierscieniem przeciwnym R°P
(o nosniku R, wyposazonego w mnozenie R*? > (r1,79) —> ro-RT1 =71 RopT2 € R) okreélonaﬂ przez
dzialanie RPxG — G : (1,g) —> g <1 =7 Dgp g (Wzgl. GXR® — G : (g,7) —> 1> g=g<op T)
i oznaczang w dalszej czesci wykladu symbolem G(OP).

Studium podstawowych wlasnosci iloczynu tensorowego zaczynamy od
Twierdzenie 5 (O przemiennosci iloczynu tensorowego). Przyjmijmy zapis Def.i niechaj GEOP)
(wzgl. GgOP)) oznacza lewy (wzgl. prawy) R°P-modul o nosniku G; (wzgl. Gs) i strukturze in-

dukowanej w naturalny sposob ze struktury prawego (wzgl. lewego) R-modutu na G; (wzgl. Gs).
Istnieje kanoniczny izomorfizm grup przemiennych

0G1,Go * G1®r Gy = GgOp) ® Rop GEOP)
o wlasnosci

v(91792)€G1><Gz F0Gy,Ge (gl ®R 92) = g2 ®Ror g1 -

Dowdd: Wprost na mocy definicji G&Op), a€{1,2} odwzorowanie
¢ Gy xGy— Géo‘” ® Rop Gi"p) : (91,92) — g2 ®Rrer g1

jest §rod- R-liniowe, istnieje zatem jedyne odwzorowanie Z-liniowe

0G1,Gy * G1®r Gy — Ggop) ® Rop G§0p)

o wlasnosci wskazanej w tezie dowodzonego twierdzenia. Analogicznie dowodzimy istnienia je-
dynego odwzorowania Z-liniowego

TG1,Gy * GgOP) ® Rop GiOp) — G1®r Go
o wlasnosci

V(91~,92)€G1><G2 Y TG1,G2 (92 ®Rop gl) =91 ®R g2 -

7Istotnie7 mamy np. (71 0p72) Pop §=g < (r1opm2) =g (ra-71) =(g<r2) 471 =71 bop (72 Pop g)-
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Otrzymujemy wiec rownosci, trywialnie spetnione na generatorach, a wiec i ogdlnie,
0G,,G2 °TG1,G2 = lngor))®RopGgop) P
TG1,G2 °0G,,Gy = e, eras -

O

Celem zbadania zagadnienia tacznosci operacji tensorowania modutéw uogélnimy najpierw nasze
dotychczasowe rozwazania w sposob opisany w

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def. oraz |8 1 niechaj G1,H; € Ob Mod g, rov), Gy, Hs €
ObModg,, Gs, Hz € ObModger, G4, Hy € ObMod g, gory. Wowczas

(i) G1®g, G2 jest lewym Ro-modutem z dzialaniem okreslonym na generatorach:
V(Taglvg2)5R2XG1®R1G2 DT bg (91 ®R, g2) = (r >(1) g1) ®R; 92 -

(1) ¥ (x1,x2)eHomn, 1,y (Gr,Hi)xHomp, (G2, Hz) * X1 ® X2 € Homp, (G1 ®g, G2, H1 ®R, H>).
(iii) G3®pr, G4 jest prawym Ro-modutem z dzialaniem okreslonym na generatorach:

V (93,04.7)eGs@n, GaxRy © (93 ®R, ga) g 7= g3 ®r, (92 (4) 7).
(1V) v(wl,wg)eHole (G3,Hz)xHom (g, r,)(Ga,Ha) : ¢1 ® /(/)2 € HOI’HRQ(G;} ®R, G47 Hj ®R; H4)

Dowdd: Przedstawimy jedynie dowdd punktow (i) i (ii) tezy, dowod pozostatych punktow przebiega
w pelni analogicznie.

Ad (i) Okreslmy dla dowolnego r € Ry odwzorowanie
¢r + G1x Gy —> Gy ®Rg, G2 & (g1,92) — (T>1) 91) ®R, 92-

Jest ono jawnie $rod-R;-liniowe (wobec przemiennodci dziatan: lewego (pierscienia Rj) i
prawego (pierécienia Ry)), wiec tez indukuje jedyne odwzorowanie Z-liniowe

(S? 12’@7 : Gy R, Gy — G4 R, Go
o pozadanej wlasnosci
K?(Ql ®r, 92) = (r >(1) 91) ®R, g2

Bez trudu sprawdzamy, ze to ostatnie zadaje strukture lewego Rs-modulu na swej dziedzinie,
wedlug schematu

5? : Ry x G4 R, G2—>G1®R1 Go

(r, > v(g1,92) > (91 ®r, 92))
(91,92)eG1xG2

— Z v(g1,92) > €7 (91 ®r, 92) -
(91,92)€G1xGa

Ad (ii) Trywialne sprawdzenie na generatorach.

Mozemy juz teraz wystowic¢
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Twierdzenie 6 (O lacznosei iloczynu tensorowego). Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj
G1 € Ob 1\/[0dRc1>p7 G5 € Ob MOd(RlyR;’P% G3 € ObModg,. Istnieje kanoniczny izomorfizm natu-
ralny

®R, 0(®R1 XIdModR2 )

/_\

MOdRcl)p X MOd(Rl,R;’p) X 1\/[0(31]:;2 Qe AbGrp

S

®R, °(®R1 XIdModRz )
miedzy funktorami kowariantnymi

®p, © (®r, xIdMody,) : Modper x Mod g, pory x Modg, — AbGrp

(G1,G2,G3) — (G1 ®R, G2) ®R, G3
oraz

®p, © (IdMods, X ®r,) : Modger x Mod g, gory x Modg, — AbGrp

(G1,G2,G3) — G ®, (G2 ®R, Gs),

o wlasnosci

v(glygz,gs)EGMGzXG’g : O‘Gth,Ga((gl ®R, 92) ®R, 93) =01 9®R, (92 ®R, 93) .

Dowdd: Ustalenie postaci postulowanego izomorfizmu na generatorach gwarantuje — jak uprzednio
— jego jednoznaczno$é. Pozostaje dowie$é jego istnienia, co uczynimy w sposéb konstruktywny.
Zdefiniujmy, dla dowolnego g3 € G3, odwzorowanie

hg, + Go —> G2®R, G3 : g2 > g2 ®R, g3,
jawnie R;-liniowe,
71> hg,(g2) =71 > (92 ®R, 93) = (r1 > g2) ®R, 93 = hg, (11> g2),
po czym rozwazmy indukowane przezen odwzorowanie Z-liniowe
hgy =idg, ® by, : G1®R, Go —> G ®R, (G2 ®r, G3).
To ostatnie zadaje odwzorowanie
h. : G1®g, Gox Gz —> G1 ®g, (G2 ®R, G3),
ktore na generatorach okreslamy jako
75-(91 ®R, 92,93) = 77‘\93 (91 ®R, g2) -

Odwzorowanie to jest Z-liniowe w pierwszym argumencie wprost na mocy Z-liniowosci ﬁg3, a nadto
— Z-liniowe w drugim argumencie wobec tozsamosci (zapisanej dla dowolnych g1 ®g, g2 € G1®g, G2
i g3,hseG3)

—_

h93+(3)h3 (91 ®R, 92) 91 ®R, hg3+(3)h3(g2) =91 ®R, (92 ®r, (93 +(3) h3))
= 919R, (92 ®R, 93 +o g2 ®R, h3)

= g1®R, (92 ®R, 93) *o 91 ®R, (92 ®R, h3)

hgs (91 ® R, 92) +& hny (91 ®R, 92) -

Takze na generatorach sprawdzamy jego $rod- Rs-jednorodnosé, z ktorej wynika istnienie jedynego
odwzorowania Z-liniowego « o pozadanej wlasno$ci. Dowod istnienia odwrotnosci a przebiega
w pelni analogicznie (sprawdzenie na generatorach). I wreszcie naturalno$é opisanej tu rodziny

izomorfizmoéw jest oczywista konsekwencja ich definicji. O
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Uwaga 3. Zagadnienie uniwersalne dla odwzorowan $roéd- R-liniowych ma swoje naturalne uogdél-
nienie na przypadek n-liniowy dla n > 2, ktére w przypadku n = 3 prowadzi do definicji grupy
przemiennej G1®pg, Ga®g,G3, zwanej potrojnym iloczynem tensorowym. Latwo wykazaé istnienie
kanonicznego izomorfizmu grup przemiennych

(G1 R, Gz) ®OR, G332 Gy ®OR, Gso R, Gs.

Uogoblnienie tej obserwacji formalizujemy w ponizszej definicji, pozostawiajac Czytelnikowi dowod
jej sensownosci (tj. istnienia przedmiotu tejze) jako proste, a pozyteczne ¢wiczenie.

Definicja 9. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i dla ustalonego n € N\ {0,1} niechaj G ¢
ObModger, Gy, € ObModg,,_, oraz Gi, € ObMod g, _, r,),k € 2,n — 1. Niech tez “1L2LC...COn1[n
bedzie kategoria, ktorej obiektami sa pary (H,y) zlozone z H € ObAbGrp i odwzorowa-
nia ¢ : Gi xGg x-x G, — H n-addytywnego i éroéd-R;-jednorodnego dla kazdej pary
(G1,Gi41), lel,n—-1 iktorej morfizmami — dla ustalonych obiektow (Hy, @), a€{1,2}, utwo-
rzonych przez H, € Ob AbGrp iodwzorowania ¢, : Gy xGex--xG, — H, —sa odwzorowania

Home, ¢21,Gs...Gno1 .6 (Hi,01), (H2,902)) = { x € AbGrp(H1,Hz) | @2=x0¢1 }.

n-krotny iloczyn tensorowy nad (Ri, Rz,...,R,-1) rodziny moduléw {G;}, - to struktura
inicjalna

(G1®R, G2 ®R, G3 ®R, = ®r,_, Gn,®%)
dla warunku

P(Gl,Gz,...,Gn);Fl,Fg(H7QD) E Gl X G2 Xoeee X Gn — H jeSt

odwzorowaniem $rod-R;-liniowym dla [e1,n-1",

w ktorego zapisie £y : Modpger xMod (g, g,) xMod(g, ry) x---xMod(g,_, r,)*Modg, — Set
jest funktorem przyporzadkowujacym n-tce (bi)modutéw (wzgl. stosownych odwzorowan linio-
wych) iloczyn kartezjanski ich nosnikow (wzgl. tychze odwzorowan), a Fy : AbGrp — Set jest
funktorem zapominania jak w Def.[7}

Istnienie kanonicznej struktury (R, R)-bimodutu na R, okreslonej przez lewo- i prawostronne
mnozenie (laczne!) przez elementy R, pozwala nam w przypadku dowolnego G; € ObMod ger
traktowaé¢ G1 ®r R jako R-modul prawostronny, a w przypadku dowolnego Gs € ObModg —
R ®pr G5 jako R-modul lewostronny. Obserwacja ta nadaje sens

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def. oraz Rown. . Odwzorowanie
a6+ Gt —G1®rR : g—g®g1lp

jest izomorfizmem R-moduléw prawostronnych, o odwrotnosci zadanej przez odwzorowanie

G,k G1®r R— G4
>, vlgr)e(gerr)— > wvigr)e(gar).
(g,7)eG1xR (g,7)eG1xR

Podobnie odwzorowanie
g, + Ga— R®RrGy : g—1Rr®Ryg

jest izomorfizmem R-modutéw lewostronnych, o odwrotnosci zadanej przez odwzorowanie

KG, : R®r Gy — G
Z v(r,g) > (regg) — Z v(r,g) > (rveg).
(r,9)eRxGo (r,9)eRxGa
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Dowdd: Dowodzimy pierwszej czesci tezy, dowdd drugiej czesci jest w pelni analogiczny. Fatwo
sparwdzamy, ze jawnie Z-dwuliniowe (wprost z definicji dzialania) odwzorowanie

p: GixR— Gy : (g,1)—gar
jest $rod- R-jednorodne,

Vigrsecixrxr @ ©((g<r),s)=(gar)as=ga(r-gs)=ga(res)=p(g,res),

to za$ implikuje istnienie (jedynego) odwzorowania Z-liniowego ¢,k =% jak w tezie dowodzonego
stwierdzenia. Tozsamosci ¢, k0 ¢,§ =idg, oraz g,{o g,k =idg,exr Sprawdzamy bezposrednio na
generatorach (tensorach prostych). O

Budowanie relacji iloczynu tensorowego z produktem i sumg prosta moduléw zaczynamy od
elementarnego

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy dotychczasowy zapis, ustalmy zbiory (indekséw) A, A i niechaj
G1.€¢0b Mod/}\z})p oraz Ga.€ Ob Modﬁz. Odwzorowanie

T [1 Gix,x [] G2x, — [ Gix, ®r G2y,
)\16[\1 )\261\2 ()\1,)\2)€A1XA2

(g,(l),g?)) — (g.(l) o prl) ®R (g‘(z) ° Pr2)a

w ktorego zapisie pr,, : A;xAy — A, a€{1,2} sarzutami kanonicznymi, indukuje kanoniczny
homomorfizm grup przemiennych

7: [] Gin,®r [| Gar, — [] Gix, ®r G2y,
AreA, AzeAs (A1, h2)eArxAs

o wlasnosci
V(o o ecncs. - T @R D) = (¢ opry) @r (9 0 pry).

Dowdd: Odwzorowanie 7 jest jawnie Z-dwuliniowe i §r6d- R-jednorodne, zatem teza dowodzonego
stwierdzenia wynika wprost z Tw.[3] O

W ogélnosci nie mozemy orzekaé o wlasnosciach 7 bez poczynienia dodatkowych zatozenn odnosnie
do struktury rodzin moduléow pojawiajacych sie w jego definicji (znane sa przyklady odwzorowarn
nieinjektywnych i niesurjektywnych). Na wigksza precyzje wypowiedzi pozwala ograniczenie roz-
wazan do podmodutéw modutéw produktowych danych przez sumy proste. Oto wiec znajdujemy
wazne

Twierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Stw.[) Kanoniczny homomorfizm grup przemiennych 7
ogranicza si¢ do iloczynu podmodutow @,_ca, Gar, M en, Gar., @ €{1,2}, tj. zadaje kano-
niczny homomorfizm grup przemiennych

T: @D Gin®r B Gor, — P Gix, ®rG2x, s
Ared, Azehs (A1 A2)eAr XAz
przy czym sumy proste tensorowane w dziedzinie 7 to sumy proste R-moduléw, gdy tymcza-
sem przeciwdziedzina jest suma prosta Z-moduléw. Homomorfizm ten jest izomorfizmem grup
przemiennych.

Dowdd: Wobec zerowosci iloczynu tensorowego dowolnego elementu jednego modutu z elementem
zerowym drugiego modulu 7-obraz iloczynu tensorowego skonczonych kombinacji R-liniowych ele-
mentow @y, cp, G1a, 1 — odpowiednio — @y,en, G2, jest skoniczong kombinacjg Z-liniows ten-
soréw prostych z Gix, ®r Ga,, Wiec — w istocie —

(B Girnor B Gz,\z)c &P Gix, ®r G2y, -
AeAq AoeAo (A1,A2)eA1xAs
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W $wietle Stw.[0] pozostaje zatem znalezé odwzorowanie Z-liniowe

ho: ) Gix ®rGox, — D Gix, ®r D Gan,

(A1,A2)eAr x Ay A€, A€y

speliajace tozsamosci

ho7 = ldGB,\leAl G133 ®R®ryen, G2rg Tohs= 1d@(A1,A2)eA1xA2 G1x3®rG22x, -

Przywotujac definicje sumy prostej jako struktury inicjalnej, stwierdzamy przy tym, ze istnienie i
jednoznacznosé¢ poszukiwanego odwzorowania bedzie wynika¢ wprost z istnienia stosownej rodziny
homomorfizméw grup przemiennych

X.. + Ay xAy — Mor AbGrp

(A1, A2) — Xagn, € Homz (Gia, ®r Gonyy @ Gipy ®r D Gap),
1Ay H2€A2

ktorej elementy wybieramy w postaci

(20) X1 Az = I ® Jxg s
gdzie zastosowali$émy notacje Def. 2.9 oraz[§] Homomorfizmy te indukuja odwzorowanie spetniajace
relacje

hogxin =Xains
wyrazona w terminach wlozeni kanonicznych

e @ Gia, ®rGoy, — P Gipu ®r Goyp, -
(n1,p2)eA1xA2

Oznaczmy symbolicznie

j)\a : Ga)\a - @ Gaﬂa : g)\a — 6%,,,' [>g>\a7 ac {172}
Ha€la

oraz

Ixi, A2 Gy M ®OR G A2 T @ G1 p1 R G2M2
(p1,p2)eA1x A2

Z v(91,92) > (91 ®R g2)
(91,92)€G1 A xG2x,

— > 5(ZA1,>\2),(-,-) v(91,92) > (91 ®R g2)
(91,92)€G1x; xG2 x,
i przywolajmy Rown. (2.10). Mozemy juz teraz wprost sprawdzi¢ — z wykorzystaniem definiujacej
wlasnosci 7 jak rowniez Z-liniowosci iloczynu tensorowego — pozadane tozsamosci (na tensorach
prostych z @, en, G1py ®R Bpuper, G2pus, dla dowolnych r. € Zo(R; A1) i s. € Zo(R;A2))

h O'f(g. (1) T- ®R . P(2) g.) = h(g. (1) 7. 0pr; ®R 8. >(9) g. © prQ)

= Z hOJ)\hAZOpr/\h)\Q(g. d(1) 7. o Pr; ®R 8. >(2) g. © Proy
(A1, A2)€A1x Ay

= > (2 ® 200 (97, <9(1) AL ®R S, P(2) I
()\1,)\2)EA1XA2

)
)
= 2 20 nal9n ) ™) ®R e (53 P(2) 90.)
)
)

A1€A1 XoeAo

Z ]Al(g)\l <(1) 7‘)\1) ®R Z ])\2(5>\2 >(2) 9x,
A1eAq Az€eA2

= 2 mopra (990 ) ®r Y anopry,(s b ¢
A1eAq AzeAo
=9-49(1) - ®RS. D>(2) G-
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Podobnie pokazujemy — dla dowolnej rodziny N(..) € Zo(Z; A1 x Aa) —
Foh(Ne.y-v(g™M opry,g® opry) & (¢ opr, @5 g® opr,))

= Z ’i”oho‘])\l’)qOpr)\l’)\2(N(,7.)-l/(g.(l)oprljg.(Q)

(A] ,>\2)€A1 XA2

o pry)

opr; ®r g,(2)

1 2
=Y Tom @) Vo #0682 > (08 ©r Y

(A1,A2)eA1xAs

> (g(l)

= > F(Nag o) - I/(QA1 79,\2)) > (]AI(QE\I)) ®R Irs (9&2))

)
)
)
(A1,A2)eA1xAo
= Y F(Nowaw v6 .06 e (0%, 2 oY @r ok, 0 oY)
()\1,/\2)EA1><A2
=7 Y Nowaw @V gD (6%, v gl )
()\1,/\2)€A1XA2
)

2
®R 5A2 5 P 9,(\2)

=F(N¢, oy (g, 92 > (98D @R ¢

(2)

= N(prppfz) : V(g(l) ° pr17g- )

opry) > (g! @

°opr; ®r g.

(2)

= Ny - v(9 opryg @

opry) > (¢ o pry ®p ¢ o pry).

Prosta konsekwencja powyzszego twierdzenia jest

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis Def.lji niechaj ((Va,+a,Pa,o — Oa),ﬁa), a € {1,2}
beda dwiema przestrzeniami wektorowymi nad cialem K. Ich iloczyn tensorowy V; ®x Va2 spelnia
warunek

dimg (‘/1 RK ‘/2) =dimg V7 - dimg V5 .

Dowdd: Pochodna Tw.i stwierdzenia o rozkladzie przestrzeni wektorowej na (wewnetrzna) sume
prosta powlok liniowych elementow bazy. O

Istotnie pogtebiony wglad w relacje miedzy iloczynem tensorowym i suma prosta, tudziez pro-
duktem modutéw uzyskujemy w przypadku modutéw wolnych, do ktérych teraz przechodzimy.
Tytutem wprowadzenia sformutujemy

Stwierdzenie 11. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Niechaj G ¢ ObModpg bedzie R-modulem
wolnym o bazie {gx}xea, indeksowanej przez pewien zbior A, i niech H € ObMod ger. Wowczas

VreHore Mheso(min) @ T= 2, hx®rga
AeA
i istnieje (niekanoniczny) izomorfizm grup przemiennych
HerGz @ H.
AeA

Dowdd: Wyboér bazy w R-module G jest rownoznaczny ze wskazaniem izomorfizmu R-modultow

Gg @ <gX>R 9
AeA

co w $wietle Tw.lj (a przy domyslnym zastosowaniu Stw.@ pozwala zapisaé

H®RG§H®R§%(9A>R§ @D (Hor(gr)r)-

AeA
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Liniowa niezaleznosé (nad R) kazdego z elementéw bazy {gx}iea 0znacza dalej, ze odwzorowanie
it R—(g\)p : r—r>gy

jest izomorfizmem R-modulow, ktorego istnienie daje nam, po uwzglednieniu tezy Stw.[8] pozadany
izomorfizm grup przemiennych

H®RGE@(H®R<9A)R)§@(H®RR)§@ H.
AeA AeA AeA

Powyzsze rozumowanie pozwala nam bez trudu przeprowadzi¢ dowod pierwszej czesci stwierdzenia.
Istotnie, rozwazmy dowolny tensor

>, v(h,g)> (h®rg) e HOrG,
(h,9)eHxG
okreslony przez rodzine v € %o(Z; H x G). Uwzgledniwszy skoriczonos$¢ tej ostatniej, jak rowniez
skoniczono$¢ rodziny 1.(g9) € Zo(R;A) wyznaczajacej jednoznaczny rozklad elementu g € G w
bazie {gx}en, Wreszcie tez wykorzystawszy §rod-R-liniowosé ® g, stwierdzamy

>, v(h,g)> (h®rg) > v(hg) > (her Y. a(9) e gn)
(h,g)eHxG (h,9)eHxG AeA

= > 2 vlhg) > (herra(g) b gr)

AeA (h,g)eHxG

= Z Z v(h,g) > (h g A(9) ®r QA)

AeA (h,g)eHxG

i z( 5 u(h,g»(hqmg)))@m,

AeA \ (h,9)eHxG

co jest poszukiwanym rozktadem,
hy = Z Z/(h7g)l>(h A r,\(g))eH.
(h,g)eHxG

Jego jednoznaczno$é¢ wynika wprost z rownowaznosci

Y ha®rgr=Onera — Vea @ ha=0m,
AeA

ktorej nietrywialng skladowa = otrzymujemy ewaluujac odwzorowanie Z-liniowe gk o (idy ®
L;l o pru) (patrz: Stvv. na obu stronach roéwnosci z lewej strony dla kazdego indeksu p e A z
osobna. (]

Rozumowanie jak to przedstawione powyzej prowadzi nas wprost do

Stwierdzenie 12. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Jesli oba moduty G i G2 sa wolne, przy
czym odnosne bazy to {gg\ll)},\le/\l i {gf\zz)bqe/xz, to w zapisie dowolnego elementu

(1) (2) - (1) (2)
> 9y ®rhy)= > hy)®Rrgy,
A1€Aq Azels

w terminach elementow h(fl) eGy i hg\lz) € G1, o rozkladach
(2) _ (2) (2) (1) _ (1) (1)
hy, = > by @) 9, hy, = > In, @) Py s
XoeAs A€l
o ktorym orzeka Stw.[I1] sa spelnione tozsamosci

2 1
v(>\17)\2)€1\2><1\2 : hg\l),)\z = hgxz))q :

Dowdd: Wystarczy wykorzystaé jednoznaczno$é rozktadu, o ktérym mowi Stw. (w wersji stosownie
zsymetryzowanej). O
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Uwaga 4. Nalezy podkredlié, ze mimo swe strukturalne powinowactwo do stwierdzen orzekajacych
o jednoznacznosci rozktadu elementu modulu w bazie, powyzsze stwierdzenie nie pozwala nam
traktowaé¢ uktadu {gg\ll) ®r gf\i)}( A1, h2)edaxA, jako bazy, oto bowiem grupa przemienna G ®r G
nie jest w ogélnosci R-modutem.

Znaczenie zalozenia o istnieniu (skoriczonej) bazy eksponuje

Stwierdzenie 13. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj H. € Ob Mod%w. Jesli G € ObModpg
jest R-modutem wolnym, to woéwczas kanoniczny homomorfizm grup przemiennych
F: [ HerG— [](H\®rG),
AeA AeA
o ktérym moéwi Stw.[9] jest monomorfizmem. Jezeli ponadto modul G jest skonczenie generowany,
to homomorfizm ten jest izomorfizmem.

Dowdd: Niechaj {g,}.en bedzie baza G, a wtedy dowolny element t =[ycp H) ®g G mozna — w
$wietle Stw.[I1] - zapisa¢ jednoznacznie jako

t:ZhH®Rgua h.uel_lHk7
peA AeA

zatem jego obrazem wzgledem odwzorowania kanonicznego 7 jest element grupy [lxea (H A®RG )

postaci

F(t) : A— |J (Hx®rG) : A\— > Wi ®rg,c H\®rG.
AeA peA

Ten ostatni jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy

Vaer ¢ Y, P ®rgu=0n0n6
JIN

to zas — wobec jednoznacznosci rozkladu orzeczonej w Stw.[LT] - jest rownowazne stwierdzeniu
Vaea Vuea = Ay =0q, ,

co pokazuje injektywnos$é odwzorowania 7 w rozpatrywanym przypadku.
Jesli ponadto N := |A| < oo, to na podstawie TW. oraz Stw. (i wczesniejszych naszych
rozwazan, w tym Stw.@ otrzymujemy z jednej strony

l1 ¢ |_|H/\®RG = |_|Hk@Ré(Qn)R;é\é(ﬂH>\®R<gn>R)

12

AeA AeA n=1 n=1 XeA
N N N
 D([1HyerR)=@ [1 Hx=[] [] Ha
n=1 XeA n=1 \eA n=1 \eA
= |_| H,,
(n,\)el,NxA

z drugiej zas

P=

Lo |_|(H)\®RG) I_l(H)\®RéV9<gn>R)E

(H)\ Or <gn)R)

AeA AeA n=1 AeA n=1
N N N
= ﬂ@(H,\@RR)EH@H)\EH |_|H)\
AeA n=1 AeA n=1 AeA n=1
= I_l Hy .
(n,\)el,NxA

W powyzszych rozwazaniach wykorzystaliémy oczywiste izomorfizmy
[T 1 Gz [] Gaie s
AreA; AgeAsg (A1,A2)eA XAz
ktore dowolnemu odwzorowaniu
v A — U Map(Az7 U GM,,\Q)

AeAy Azel2
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o wilasnosci

VAleAl YA Ay — U G/\l,)\z : )‘2'_)’}9\1()‘2)6(;)\17)\2
Ao€No

przyporzadkowuja odwzorowanie

gl Ay x Ay — U Gaxe 0 (A, A2) — 7 (N2),
(A1,A2)eA1xA2

i odwrotnie — z kazdym odwzorowaniem

Ay x Ay — U G)q,/\z : ()‘17)‘2) > 0,0 € GA17>\2
()\1,)\2)EA1XA2
stowarzyszaja odwzorowanie
v A— | Map(As, U Gan)
A1€Aq A€o
o wartosciach danych przez odwzorowania

g . )
Yot A — J Gran t A= g
Ao€Ao

Endomorfizm ztozony ¢ 0 7o (7! grupy przemiennej I—I(n AT NxA H) jest injektywny wprost z
konstrukcji, ale tez bez trudu stwierdzamy, ze jest to endomorfizm identycznos$ciowy, co przesadza

o bijektywnym charakterze 7.

Ilekro¢ pierscienn bazowy jest przemienny, w naturalny sposéb pojawia sie dodatkowa struktura
algebraiczna na grupie przemiennej G ® g G2 z Def.[l] Azeby uwypukli¢ znaczenie przemiennosci
R, przesledZzmy nastepujace rozumowanie, ktorego celem jest wyindukowanie na rzeczonej grupie
struktury R-modutu przy uzyciu istniejacych dzialan R na czynnikach iloczynu tensorowego.

Oczywisty kandydat do roli R-dziatania (lewostronnego) to odwzorowanie

€® : RX(Gl ®RG2)—>G1 ®RG2

(r, )y v(91,92) > (91 ®r g2))

(91,92)eG1xG2

— Z v(91,92) > (1 ®r T >(2) g2) -
(91,92)eG1xG2
(21)

Na pierwszy rzut oka odwzorowanie to ma pozadana wlasnosé (wypisana dla dowolnych ri,75 € R)

GRLAA > v(g1,92) > (91 ®R 92))
(91,92)€G1xGa

= ff?l( Z v(91,92) > (91 ®Rr 2 >(2) 92)
(91,92)eG1xG2

)
= z v(g1,92) > (91 ®RT1 >(2) (ro >(2) 92))
(91,92)eG1xG2

)

= Z v(g1,92) > (91 ®r (r1-rRT2) >(2) 92
(91,92)eG1xG2

_£§1 RTz( Z V(91792)l>(g1 ®Rg2))'
(91,92)eG1xG2

Jesli jednak wezmiemy pod uwage $rod-R-jednorodno$é¢ ®pg, to natrafimy na klopot, oto bowiem

otrzymujemy tozsamo$é

GRLAA > v(g1,92) > (91 ®R g2))
(91,92)eG1xG2

= 33?1( Z v(91,92) > (91 ®Rr T2 >(2) 92))
(91,92)eG1xG2
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= 53?1( Z v(91,92) > (91 <(1) 72 ®R g2)
(91,92)eG1xG2

= Z v(g1,92) > ( 91 41) T2 ®r T1 > (2) g2
(91,92)eG1xGa

)
)
= Z v(g1,92) > ((91 Qa1) T2) 4(1) 1 ®R 92)
(91,92)eG1xG2
)
)

= Z v(g1,92) > (91 1) (r2°r71) ®R G2
(91,92)eG1xG2

= > v(91,92) > (91 ®r (r2'rR7T1) >(2) g2
(91,92)€G1xG2

=l (2 v(91,92) > (91 ®r g2)) ,
(91,92)eG1xG2
ktora jest naturalnie (tj. w sposéb jawnie pozwalajacy na unikniecie sprzecznosci w okolicznosciach
generycznych) spelniona w polaczeniu z poprzednia, gdy
ViireeR P T1'RT2=T2'RT1,
tj., gdy R jest przemienny. Przyjmujac to za punkt wyjscia do dalszych rozwazan, wprowadzamy
Definicja 10. Przyjmijmy zapis Def.[7] przy czym niechaj R bedzie pierScieniem przemiennym.
Struktura R-modulu na G; ®g G2 jest zadawana przez odwzorowanie (dzialanie) . Ana-

logicznie definiujemy strukture R-modutu na n-krotnym iloczynie tensorowym rodziny modutéw
{Ga}acm 2 Det[dpray Ri=R, leTn—1.

Jako natychmiastowe corollarium do Stw.[I2] otrzymujemy

Stwierdzenie 14. Przyjmijmy zapis Def.[I0]i Stw.[I2] Jesli oba moduty G; i G sa wolne, przy
czym odnosne bazy to {gg\ll)}he/\l i {gg\z)},\zmz, to takze R-modul G1®g G5 jest wolny, a rodzina

{gi ®r g,\z)}(xl,,\z)eAle2 jest jego baza.

Dowdd: Oczywisty. O
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ZADANIA DOMOWE
Zadanie domowe 1. Udowodnij Stw.[T]i[2]

Zadanie domowe 2. Niechaj C bedzie kategoria lokalnie mata. Dla dowolnej pary A, B € ObC
udowodnij implikacje: C(-, A) 2C(-,B) (w PreSh(C)) = A=z B (w ().

Zadanie domowe 3. Wprowadzamy pojecie funktoréw dolaczonych. Niechaj C i D beda
kategoriami, F' : C— D 1 G : D — C za$ — funktorami (kowariantnymi). Méwimy, ze F' jest
lewostronnie dolaczony do G, a G jest prawostronnie dolaczony do F' i piszemy

FAaG,
ilekro¢ dla dowolnych (A, X) e ObC x ObD istnieje bijekcja
D(F(A),X) —C(A,G(X)) : fr— [,

C(A.G(X)) — D(F(A),X) : g—g",

frh=f 9" =y
zwana adiunkcja, ktora jest naturalna w A i X w nastepujacym sensie: Dla dowolnych & €
D(X,X) oraz a€C(A, A) zachodzg tozsamosci
\% A
(of) =G(of" A (goa) =g"oF(a).
Wiecej o funktorach dotaczonych (w tym liczne przyklady) mozna znalezé w [Leild].

Zwiazek z bytami wprowadzonymi na wykladzie pojawia sie juz w elementarnych:

Stwierdzenie 15. Niechaj F' -+ G bedzie opisana powyzej para funktoréw wzajem doltaczonych.
Wowczas F-obraz obiektu poczatkowego w C jest obiektem poczatkowym w D, a G-obraz obiektu
konicowego w D jest obiektem koricowym w C.

oraz

Stwierdzenie 16. Niechaj F' -+ G bedzie opisana powyzej para funktoréw wzajem dolgczonych.
Wowezas rodziny morfizmow {n4 := Idlvc‘(A}AeObC i{ex:= IdAG(X)}Xe()bD okreslaja transformacje
naturalne 7. : ide = GoF' i e. : FoG = idp, odpowiednio, spelniajace tozsamosci trojkata:

F(A) ) poGoF(A) G(X) —2N o FoG(X)
k\ J{am‘) ; M‘ lc(e;{) :
F(A) G(X)

stuszne dla dowolnych (A, X) € ObCxObD. Pierwsza z tych transformacji, 7., okreslamy mianem
jednosci (adiunkeji), druga zas, n. — mianem kojednosci (adiunkcji).

ktore nalezy udowodnié (bez zagladania do [Leild]). Dowodzi sie, ze adiunkcje pomiedzy funk-
torami F' 1 G jak wyzej sa w jedno-jednoznacznej odpowiedniosci z parami transformacji na-
turalnych o wtasnosciach jednosci i kojednosci wyrazanych przez tozsamosei trojkata, cp. [Leild,
Tw.2.2.5]. Mamy takze

Stwierdzenie 17. Niechaj F' 4 G bedzie adiunkcja o jednosci 7 i kojednosci e. Oznaczmy
przez Fix(G o F') pelng podkategorie kategorii C o obiektach A okreslonych przez warunek
odwracalnosci 14, a przez Fix(F oG) pelna podkategorie kategorii D o obiektach X okreslonych
przez warunek odwracalnosci €x. Adiunkcja F' 4 G ogranicza sie do rownowaznosci Fix(Go F') =
Fix(F o G).

ktorego prawdziwosé nalezy wykazaé (mozna zagladaé, aby nazbiera¢ intuicji!). To samo tyczy sie

Stwierdzenie 18. Niechaj F' 4 G bedzie adiunkcjg o kojednosci €. Funktor G jest w pelni
wierny wtedy i tylko wtedy, gdy e jest izomorfizmem (naturalnym).
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Nietrywialnzﬁ relacje pomiedzy adiunkcjami i réwnowaznosciami ustala

Stwierdzenie 19. Niechaj C i D beda kategoriami, F' : C =D za$ — rownowazno$cia pomiedzy
nimi (albo §cislej: jej sktadows w rozumieniu Def. 1-2.4.). Dla dowolnego funktora G : D — C,
dla ktorego istnieje izomorfizm naturalny n : ide = G o F, istnieje doktadnie jeden izomorfizm
naturalny ¢ : F oG = idp taki, ze czworka (F,G,n,e) jest adiunkcja. Rownowaznos¢ F
okreslamy wowczas mianem dolaczonej.

ktorego dowdd pozostawiamy Czytelnikom. Pomocny w jego przeprowadzeniu moze sie okazaé

Lemat 1. Niechaj C i D beda kategoriami, para (F,G) € Ob[C1,C2] x Ob[Cq,C1] za$ — réw-
nowaznoscia pomiedzy nimi, dla ktérej 7. i 7. sa izomorfizmami naturalnymi opisanymi w tresci
Def. 1-2.4. Wéweczas para (1.,¢.) := (771,7.) spelia dowolng z pary tozsamodci trojkata wtedy i
tylko wtedy, gdy spelnia tez druga z nich.

ktorego dowodzimy niezaleznie.

Zadanie domowe 4. Niechaj V;, i € {1,2,3} beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.
Dla danego odwzorowania dwu-K-liniowego

o VixVa—V3
definiujemy odwzorowanie
¥ VixVa— V3 v o(pry(v),pry(v))

w terminach rzutéw kanonicznych pr; : Vi xVo — V;, j € {1,2}. Udowodnij, ze 1 spelnia
tozsamosci:

Y(v1 +v2) +1p(v1 —v2) = 2k > p(v1) + 2k > P (v2), v1,v2 € V1 x Vo
oraz
P(A>v) =\ > (v), (M) e KxV,
w ktorych zapisie 2k = 1g + 1k.

Zadanie domowe 5. Udowodnij istnienie izomorfizmu Z/mZ ®z Z[/nZ = Z/NWD(m,n)Z dla
m,n € N* wiec tez w szczegblnodci trywialnosé grupy przeminnej Z/mZ @z Z/nZ =0 dla m i n
wzglednie pierwszych.

Zadanie domowe 6. Niechaj K bedzie ciatem. Rozwazmy odwzorowanie

< rxn T AT , . vieLm
B : K™ x K™ — Mat(m x n; K) : ((a:l,xz,...,a:m) ,(yl,yQ,...,y”) ) — (Azj = a:’y])jéﬁ .
Udowodnij, ze para (Mat(m x n;K),8) jest illoczynem tensorowym K*™ i K*".

Zadanie domowe 7. Niechaj 51,52 € ObSet i niech (S1)x i (S2)x beda odnosnymi wolnymi
przestrzeniami wektorowymi generowanymi przez S i, odpowiednio, So. Wskaz izomorfizm

(S1 % Sa)y = (S1)x @k (S2)y -
Zadanie domowe 8. Niechaj V € ObVectk i niech Vi,V5 c V' beda podprzestrzeniami spelni-
ajacymi warunek Vi + V5 =V (suma algebraiczna). Oznaczmy W :=V; n V5. Udowodnij
VIViex VIVaz (Vieg Va)/(Viex W+ W ek Vz).
Zadanie domowe 9. Niechaj Vi, Vo, Wi, W5 € ObVectkx oraz niech ¢ € Homg(Vi, V) i ¢ €
Homg (W1, W3). Udowodnij
ker (p @ ¥) = ker p @ W1 + V4 @ ker ).

8Izomorﬁzmy naturalne réwnowazno$ci nie musza a priori spelniaé tozsamosci trojkata. W szczegdlnosci wiec
transformacje naturalne 7 i € z tresci Stw.[I9) nie muszq pokrywac si¢ z transformacjami naturalnymi okreslajacymi
F' jako rownowaznos¢.

30



	1. Pierwszy i Ostatni, Poczatek i Koniec
	2. Uniwersalnosc jako scisła miara wyjatkowosci
	3. Elementarne przykłady struktur uniwersalnych
	3.1. Produkt i koprodukt w kategorii Set
	3.2. Produkt i suma prosta w kategorii liniowej
	3.3. Iloczyn tensorowy

	Literatura
	Zadania domowe

