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Uzbrojeni w pojecia i konstrukcje przedstawione na dotychczasowych wyktadach, mozemy
wreszcie przejsé do wprowadzenia obiektu podstawowego dla niniejszego kursu, czyli algebry Clif-
forda, i dyskusji jego wlasnosci.

1. ALGEBRA CLIFFORDA PRZESTRZENI KWADRATOWEJ — FUNKTOR CIliff
Zaczynamy od
Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (((V, +v,Py, e — OV),KV), Q) bedzie

przestrzenia kwadratowaEl nad cialem K, 2 za§ — laczna K-algebra unitalna. Odwzorowanie

1Zakladamy znajomo$¢ tego pojecia z kursu algebry liniowej, ale na wszelki przypadek przypominamy:
Przestrzeni kwadratowa to para zlozona z przestrzeni wektorowej V nad cialem K (o charK # 2) oraz formy
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© € Homg (V,2) okreslimy mianem odwzorowania Clifforda, jesli spelnia warunek

Vvev : (,0(1]) A (p(U) = Q(U) > 191.
Odwzorowania Clifforda okreslone na ustalonej przestrzeni kwadratowej (V,Q) tworza kategorie
Cw,0) = (V,Q)r |r,uAssAlgy, okreslong dla pary funktoréw zapominania F; : OVectx —>
Vectg oraz Fp : uAssAlgy — Vectg, ktorej obiektami sg pary (2A,¢) zlozone z 2 «
ObuAssAlgy, i odwzorowania Clifforda ¢ € Homg(V,2l), morfizmami zas — dla ustalonych
obiektow (q,¢a), a € {1,2}, utworzonych przez 2, € ObuAssAlgy i odwzorowania Clifforda
Yo + V— 2, — odwzorowania
HomC(V,Q)((mlawl)a (A2,92)) = { x € Homyassalg, (A1,%2) | p2=x0¢1 }.

Ta pozwala nam sformutowaé fundamentalng

Definicja 2. Przyjmijmy zapis Def. Algebra Clifforda przestrzeni kwadratowej (((V, +v,
Py,e— OV),EV), Q) to struktura inicjalna

(CLE(V.Q).4%)
w kategorii C(v,gy = (V,Q)r,|r,uAssAlgy. Sktadowe tej struktury to K-algebra Cliff(V,Q) z
jednoscig e® = lcug(v,Q) oraz odwzorowanie Clifforda
vV — Cliff(V, Q)
ktore bedziemy okresla¢ mianem kanonicznego odwzorowania Clifforda.

Uwaga 1. W dalszej czesci wykladu bedziemy uzywaé pojecia ,algebra Clifforda” w odniesieniu
do unitalnej K-algebry Cliff(V, @), o ktorej mowi powyzsza definicja. Ponadto, o ile nie bedzie
to prowadzi¢ do nieporozumieri, mnozenie i dodawanie w algebrze Clifforda bedziemy oznaczaé
symbolami pozbawionymi indekséw: . i +, odpowiednio.

W analogii do konstrukcji iloczynu tensorowego mozemy sformutowaé¢ wygodne

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.[2] Ponizsze zdania logiczne sa rownowazne.
(1) ((Cliﬂ(v, Q),]g),jg) jest algebrg Clifforda przestrzeni kwadratowej (((V, +v,Py,e —>
Oy )7 éV )7 Q) .
(ii) CULff(V,Q) jest generowana (jako K-algebra) przezﬂ eC oraz elementy im j‘(;v, tj.
CLfF(V, Q) = (e, im ), ,
a ponadto dla kazdej pary (%) € ObC(y,qy jest okreslone odwzorowanie § e
Home,, ((C, 79, (2, <p)), tj. takie, ktore czyni przemiennym diagram

2

ﬁt

Ve Cliff (V, Q)

Dowdd: W pelni analogiczny do dowodu Stw. 3.1. O

Prawdziwe jest nastepujace

kwadratowej @ : V — K, tj. odwzorowania jednorodnego stopnia 2 o tej wlasnosci, ze odwzorowanie zdefi-
niowane przez formule polaryzacyjng ®g : V2 — K : (v,w) —> 21 (Q(u +v v) - Q(u) — Q(v)) jest
(symetryczna) forma dwuliniowg na V. Przestrzenie kwadratowe wraz z izometriami, czyli odwzorowaniami lin-
iowymi x € Homg (V1,V2) miedzy nosnikami struktury kwadratowej (V;,Q;), i€ {1,2} o wlasnosci Q20 x = Q1,
tworzg kategorie przestrzeni kwadratowych, ktéra bedziemy oznaczaé¢ symbolem OVectyk

2w przypadku @ # 0 moglibySmy wrecz zaltozyé¢, ze im]‘(; generuje caly algebre C(V,Q), ale ewentualnosé
Q@ = 0 powstrzymuje nas przed przyjeciem tak mocnego zalozenia. Tym, co nas ,ratuje” w obecnych okolicznosciach,

jest unitalnosé¢ @, ktoéra jednoznacznie okresla wartosé tego homomorfizmu na €.
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Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.[2] Algebra Clifforda dowolnej przestrzeni kwadratowej nad
dowolnym cialem K istnieje i jest okreslona jednoznacznie z doktadnoscia do jedynego unitalnego
izomorfizmu K-algebr.

Dowdd: W algebrze tensorowej Qg V' przestrzeni kwadratowej (V, @) nad cialem K definiujemy
ideat obustronny

Jo=(vexv-Q)>lx|lveV)g v,
co pozwala nam okresli¢ — na gruncie Stw. 6-7.4 — algebre ilorazowa
(1) CIFE(V, Q) = ®x V/3q
wraz 7z odwzorowaniem K-liniowym (opuszczamy indeks ®yk gwoli przejrzystosci)
N ETeeviagon @ V—Cliff(V,Q) : v—5(v)+Jg=v+Tq.
Zauwazmy, ze dla dowolnego wektora v € V' spetniona jest — wobec obustronnosci Jg — tozsamosé

v (v)?

(v+Jg)®x (v+Tg) =v@kv+v®k Jg+Jo ®k v+ Jg ®k Jg

veKV+T0=QV) > Ik + (ver v - Q(v) > 1g) +Tg = Q(v) > 1k + Tg

Q) > 1g, v/,

czyli ]‘9 jest odwzorowaniem Clifforda, a poniewaz algebra ®x V' jest generowana (jako K-algebra)
przez lg oraz j1(V) c ®x V i rzut kanoniczny 7g, v/3, jest (unitalnym) epimorfizmem, przeto
lg.v/3g = Teev/ig(lx) oraz 70 (V) generuja Cliff(V,Q) (jako K-algebre). Dla zakoiiczenia
dowodu musimy jeszcze stowarzyszy¢ unitalny homomorfizm K-algebr @ : Cliff(V,Q) — 2
z dowolnym odwzorowaniem Clifforda ¢ : V — . W tym celu stwierdzamy najpierw, ze to
ostatnie definiuje — w $wietle Tw. 6-7.1 — (jedyny) unitalny homomorfizm K-algebr

P ®]K V—2

o wlasnosci

Vviev, i€l,N, NeN - P(v1 ®x v2 ®k Ok VN ) = (V1) a p(v2) a2 p(VN),
a ten spelia — dla dowolnego v € V' — tozsamosé

Pverv-Qv) b 1x) = p(v)* - Q(v) > P(1k) = Q(v) > Lo~ Q(v) > 1o = On,
skad wniosek, ze

Jgckerg,
zatem @ kanonicznie indukuje unitalny homomorfizm K-algebr
P QR V/ig—A: 7+Tg+— P(7).
Przy tym — dla dowolnego veV —
2ogv(v) = (5 (v) +3@) = Fon(v) = p(v),

mozemy przeto polozyé

©
Il
)

Na marginesie dotychczasowej dyskusji poczynimy nastepujaca przydatna obserwacje.

Lemat 1. Przyjmijmy zapis uzyty w dowodzie Tw. (zaktadajac przy tym, w szczegolnosei, ze
charK # 2), i zdefiniujmy

Jog = (VO w+w ek v -2Pq(v,w) > lx[v,weV)g |,

a wowczas zachodzi tozsamosé

S

j(I)Q = Q-

w



It (MAWF '23/24 1.VII & 1.VIII [rrS])

Dowdd: 7 jednej strony — dla dowolnych v,w € V', a wobec definicji formy kwadratowej — zachodzi
réwnosc

VO W+ w Ok v —2Pg(v,w) > 1g = (v+y w) Ok (v+y w) - Q(v+y w) > 1k

—(U@K’U—Q(’U) > 1K)—(w®Kw—Q(w) > 1K) €Jg,
wiec
j@Q cJqg,
z drugiej za$ trywialnie
vegv—Q(v) > 1K5211_<1 > (U®KU+U®KU—2<I>Q(U,U) > 1K) €Ja,
wiec

jQ Cj@@ .

Konstrukcja algebr Clifforda jest osadzona w kategorii przestrzeni wektorowych z dodatkows
struktura, jaka jest forma kwadratowa. Naturalnym wiec jest oczekiwaé, ze homomorfizmy prze-
strzeni kwadratowych podnosza si¢ do (unitalnych) homomorfizmow algebr Clifforda (cho¢ nie
ma powodow uwazaé, ze sa to jedyne (unitalne) homomorfizmy K-algebr pomiedzy algebrami
Clifforda). O tym, ze tak jest w istocie, mowi

Twierdzenie 2. Przyporzadkowanie algebr Clifforda przestrzeniom kwadratowym nad danym

cialem ma charakter funktorialny, tj. istnieje funktor kowariantny

Cliff : OVectg — uAssAlgy.

Dowdod: Wobec wezesniejszych naszych ustaleri pozostaje wykazaé, ze dla dowolnych (((Va, +a; Pa,
°— 0a)7€a),Qa) e Ob O Vectg, a € {1,2,3} kazda izometria x : Vi — V5 indukuje unitalny
homomorfizm K-algebr Cliff(y) o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny

Cliff
Cliff(V1, Q1) _ e Cliff (2, Q2)
(2) ClLff Cliff )
Vi x Va

w szczegdlnosci zas
3) Cliff (idv ) = idcugr(v,Q) -
a nadto ze dla dowolnych dwoch izometrii xo : Vo — Vaq1, @€ {1,2} zachodzi tozsamosé
Cliff (x2 0 x1) = Cliff (x2) o Cliff (x1) -
W tym celu rozwazmy odwzorowanie K-liniowe
Xo= g, 0x ¢ Vi —> Cliff(Va, Q2).

Latwo widaé, ze spelnia ono warunek Clifforda, a to z racji cliffordowskosci odwzorowania kano-
nicznego 3‘92 oraz izometrycznego charakteru yx;,

N 2
Vmevl : X(U1)2 = ]82 (X(U)) = QQ(X(U)) > eg = Ql (U) > €§ .
Uniwersalnosé algebry Clifforda przesadza zatem o istnieniu jedynego unitalnego homomorfizmu
K-algebr

Cllff(x) : Chﬂ?(Vl, Ql) —> Cllff(VQ, QQ)
4
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o wlasnosci
CLff(x) © J;, =X =%, ° X
ta ostatnia jednak wyraza wladnie przemiennosé Diag. . Zauwazmy przy tym, ze odwzorowanie
Cliff () jest okreslone jednoznacznie, oto bowiem dowolne dwa podniesienia ClLff (x); i ClLff ()2
pokrywaja sie wprost na mocy zalozenia na zbiorze im ]‘91 generujacym ich dziedzine,
CIiff ()2 © 4%, = 2%, © X = CLff (x)1 0 35, -

Dokonujac konkatenacji diagramow przemiennych odpowiadajacych podniesieniom Cliff () izometrii
Xa, @ €{1,2},

Clift Cliff
CUEE(VL, Q1) — T it (1, Q0) — T2 it (13, Q)
CliﬁT Cliff TCliff 5
Vl X1 V2 X2 VS

otrzymujemy diagram przemienny

Cliff (x2)oCliff
CLff (Vi Q1) (x2) (x1)

CliﬁT

Vi V3

X20X1

Cliff (v, Q3)

Cliff

Zwazywszy jednoznacznos$é podniesienia, stwierdzamy zatem, ze superpozycja podniesienn Cliff(x2)o
Cliff (x1) jest jedynym podniesieniem superpozycji izometrii xa o x1, co jest wnioskiem poza-
danym. Ten sam argument pozwala zidentyfikowa¢ funktorialny obraz izometrii identycznosciowej
idy zgodnie z Rown. (3). U

Konstruktywny dowod istnienia algebry Clifforda daje nam do reki prosty algorytm budowania
jej modelu w bezpiecznym srodowisku algebry tensorowej. Azeby przekonaé sie o jego prak-
tycznosci i zarazem wyprowadzi¢ modele algebr Clifforda o fundamentalnym znaczeniu w klasy-
fikacji wszystkich rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda, z ktora zmierzymy sie juz wkrotce,
przesledzimy 6w algorytm skrupulatnie w odniesieniu do kilku wybranych przestrzeni kwadra-
towych o szczegolnie prostej postaci formy kwadratowej.

Przyklady 1. (Struktury)
(1) Algebra Clifforda przestrzeni R, Zacznijmy od wypisania algebry tensorowej przestrzeni
R, korzystajac przy tym ze Stw. 3.6,

RR=RoRo@P R*"2ReoRao P R.
R

n=2 n=2
Wyodrebnione z powyzszej sumy prostej pierwsze dwa jej sktadniki R to — odpowied-
nio — cialo bazowe R oraz sama przestrzenn R-liniowa R, pozostale natomiast to kolejne
potegi tensorowe tej ostatniej, ktére po redukcji z uzyciem kanonicznych izomorfizméow
takze sprowadzaja sie do R. Azeby odroznié od siebie dwa pierwsze kanonicznie sktadniki,
wprowadzimy indeksy:

(4) R R=RY o RM ¢ @ R®*".
R n=2

Przy zejsciu do algebry ilorazowej dokonujemy nastepujacych utozsamien (na bazie):

R®? 510y ®r 1y ~ 5" (L) 2o Loy =1L = Loy € R,

R® 51y @r 1oy @rley ~ 05" (1) b Lo @ 1) = Lo O Lo
5
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= Klzll)(l |>(1) 1(1)) = ;‘{211)(1(1)) € R(O) ®]R R(l)
=L RMW
R
R 310y 82 10y @r 1oy @ 1y ~ 05 (1) >0y L) ®r 35 (L) >0y L) = Loy @2 L0y

= HE&)(l [>(0) 1(0)) = 5201)(1(0)) € R(O) QR R(O)
=LRO td.,
k(o)

tak ze koniec konicow dostajemy, dla dowolnego k € N,

R®R2k N R(O) , R®R2k+1 ~ R(l) ,
skad tez
(% R/J;a0 2RO oRM.

Pozostaje w tym momencie ustali¢ postaé¢ iloczynu elementéw przestrzeni ilorazowej — tu

wystarczy uwzgledniajacy dwuliniowosé tegoz iloczynu rachunek na reprezentantach klas

(modulo J 5(1,0)) w algebrze tensorowej, w ktorej mnozenie sprowadza sie do tensorowania, a
E

nastepnie narzucenie wskazanych wyzej utozsamien. Oto wiec dla dowolnych par (z1,y1),
(z2,92) € R® ¢ RM) = R*? obliczamy

(9517y1) ‘Qr R (552,3/2)

(z1,91) ®r (22,¥2)

(21 >(0) 1p@ + 1 >(0) 1w ) ®r (22 (o) 1ro + Y2 (o) 1rm))
= 21 Do) lr ®r T2 >(0) lro) + 21 (o) 1ro ®r Y2 > (1) lrm)
+y1 >(1) lro) ®r T2 B0y 1ro + Y1 >1) lro) ®r Y2 >(1) 1o
= (21-22) > (Igo ®r Ig) + (71 92) > (Igo Or 1r))
+(y1-22) > (g ®r 1go) + (Y1 ¥2) > (lrew) ®r 1pm))
~ (o1 22) > (Igo) R 1) + (71 - y2) > (Igo Ok 1rm))
+(y1 - 22) > (Igy ®r 1po) + (Y1 -¥y2) - 51(31’0)(1) >(0) lr
= (21-22) > gy (1 1poy) + (21 92) > £y (1 Tpeny)

+(y1-22) > (k" (Igay - 1) + (1 92) B(0) Lro
i na tej podstawie wyprowadzamy
mez((xlayl)v (332,y2)) = (21 22+ Y1 - Y2, T1- Y2 + Y1 T2).
Okreslmy izomorfizm przestrzeni R-liniowych
Cr : R(= R® @R(l)) —RoR : (z,y)— (z+y,z—-y).

Latwo sprawdzamy, ze obrazem powyzszego ,egzotycznego” mnozenia wzgledem tego izomor-
fizmu,

mrer = C1 ompx o (C7'xC7Y) : (ReR)*? —ReR,
jest standardowe mnozenie w sumie prostej algebr R,

meer((21,91), (22,42)) = Ci(3> (w1 +y1, 21— y1) me2 5 & (22 + Y2, 02— ¥2))
6
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1> Ci((m1+1) - (@2 +y2) + (w1 - 1) - (22— 92),
(x1+y1) (22 —y2) + (1 —y1) - (22 +y2))

= 3001w e+ Y1 Y2, 1 T2 — Y1 - y2) = (T1 - T2, Y1 Y2) -
Ostatecznie wiec mozemy zapisaé
Cliff(R"*)2ReR,

domyslnie majac na uwadze standardowa strukture sumy prostej R-algebr na R @ R.
(2) Algebra Clifforda przestrzeni R%!. Tym razem przejécie od rozktadu do struktury
ilorazowej wymaga utozsamien

R&Rz El 1(1) ®R 1(1) ~ (51(5071)(1(1)) >(0) 1(0) =-1- 1(0) = —1(0) € R(O) s
R 510 r 10y @ 1oy~ 5" (1) (o) Loy @ Ly = ~Lo) @ Ly
= ﬂzll)(—]. >(1) 1(1)) = K)le)(—].(l)) e RO RRr RM

il R(l),
(1)

R®E4 5 1(1) R 1(1) R 1(1) ®Rr 1(1) ~ 5](30,1)(1(1)) >(0) 1(0) ®r 5%}0,1)(1(1)) >(0) 1(0) = 1(0) ®Rr 1(0)
= K0y (15(0) 1(0)) = K0y (1(0)) e R @ R

=S RO td,

k(0)
tak samo wiec jak w poprzednim przypadku dostajemy, dla dowolnego k € N,

R®R2k N R(O) , R®R2k+1 ~ R(l) ,
a dalej
Q R/ 00 2RO o RM.
R E

Postaé iloczynu w otrzymanej tu algebrze odczytujemy z rachunku (ktorego poczatek jest
identyczny jak poprzednio)

(1,91) ‘@ r (¥2,42) = (21-22) > (Ig) ®R lp) + (21 y2) > (1p) ®r 1))
+(y1 - 22) > (Igey @k 1poy) + (y1 - y2) > (1) ®r 1r))
~ (21-22) > (Igo) R 1) + (71 92) > (Igo) ®r 1ga))
+(y1 - x2) > (Ige) ®r 1p ) + (Y1 - ¥2) '5(E0’1)(1) >(0) 1re)
= (21 -m2) > nzol)(l Apo) + (z1-y2) > /Q(_ll)(l Army)

+(y1-22) > (s (Lpay - 1) = (y1 - 42) (o) g
ktory prowadzi do tatwo rozpoznawalnej struktury
(21,91) me (22,92) = (T1- T2 — Y1 Y2, %1 - Y2 + Y1 - T2) -
Tym sposobem identyfikujemy

Cliff (R = C.
7
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(3) Algebra Clifforda przestrzeni R%Y. W algebrze tensorowej tej przestrzeni

(5) R R =R® o R*? @ ) (R*?)*"
n=2

R

utozsamiamy (na bazie):

(R?)** 5 (1,0) & (1,0)
(R*)**5(0,1) @z (0,1)

(R**)®*% 5 (1,0) &g (1,0) @z (1,0)

(R)®** 5 (1,0) @z (1,0) ® (0,1)

(B2)*5 (0,1) @g (1,0) ® (1,0)

(R**)®*% 5 (0,1) &g (0,1) @z (0,1)

(R**)**5(0,1) @z (0,1) ® (1,0)

(R*)** 5 (1,0) @z (0,1) @ (0,1)

a poniewaz takze

2,0 _

5](5 )(1,0) >(0) 1(0) =1 1(0) = 1(0) € R(O) N
2,0 _

5](3 )(O, 1) >(0) 1(0) =1- 1(0) = 1(0) € R(O) N

59 (1,0 1 1,0)=1 1,0
B (1,0) >0y 10y ®r (1,0) = 1(oy ®r (1,0)

k(1o (1,0)) = 51 (1,0) e RO gp R*?
= RXQ,

K(1)

59 (1,0 1 0,1)=1 0,1
B (1,0) >y 1oy ®r (0,1) = 1y ®r (0,1)

k(1o (0,1)) = £ (0,1) e RO @y R*
= RXQ,

(1)

(0,1) ®r 51(32’0)(170) >0y Loy = (0,1) ®r 1(0)

wrH((0,1) 91y 1) = 971 (0,1) e R*? @ R
= RXQ

(1)

5é270)(07 1) >0 Lo) ®r (0,1) = L0y ®r (0,1)

ah (1pa) (0,1)) = 11y (0,1) € RY @ R
= RX2,

K(1)

5290, 1 1 1,0)=1 1,0
E (7)‘>(0) (0)®]R(a) (0)®R(a)

k(1o (1,0)) = £y (1,0) € RO gp R*?
= RXQ,

R(1)

(1,0) Rr (5](3270)(0, 1) >(0) 1(0) = (1,2) Rr 1(0)

(1):‘6_1((1,0) (1) 1) = (1)H_1(1,0) € RX2 ®r R(O)

LR td.,
(DR

(L) er (1,1) = (1,0) ®& (1,0) + (0,1) ®& (0,1) + (1,0) ®r (0,1) + (0,1) ®r (1,0),

wiec dalej utozsamiamy

(1,0) ®g (0,1) = (1,1) ®r (1,1) - (1,0) ®r (1,0) - (0,1) ® (0,1) - (0,1) ®r (1,0)

~ 51(3270)(1, 1) l>(0) 1(0) - (5](32’0)(1,0) l>(0) 1(0) - 5&270)(0, 1) l>(0) 1(0) - (0, 1) ®Rr (1,0)

8
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= (2 -1- 1) >(0) 1(O) - (07 1) ®Rr (170) = _(Oa 1) ®Rr (1?0)
oraz

(R**)®** 5 (1,0) &g (0,1) @z (1,0)

2

_(07 1) ®Rr (170) ®Rr (LO)
~—(0,1) ®r 5](32’0)(1,0) >(0) 1(0)

-(0,1) @& L) =~k ((0,1) 91y 1)

~ o H(0,1) e R? @ RO = R*?
(1

-(1,0) ®r (0,1) ®g (0,1)

2

(R*2)** 5 (0,1) @& (1,0) &= (0,1)
~ _(170) ®r (5](3270)(0, ].) l>(0) 1(0)

~(1,0) @& 1(0) =~y ((1,0) <1y 1)

= —r 1(1,0) e R? @ RO SR td.
(1

Biorac to wszystko pod uwage, stwierdzamy, ze dla dowolnego k ¢ N

(Rxg)®m2k N R(O) ® R(l) : (RX2)®R2k+1 N Rxg

gdzie
RM = ((1,0) ®g (0,1)) ,
a zatem ostatecznie

Q R/I;e0 2RO e RZ 0o RM.
R E

Przy tym z tozsamosci

(a1>1+ax> (1,0) +az > (0,1) +as > (1,0) ®r (0,1))

@y me2(b1 > 1 +ba > (1,0) + b3 > (0,1) + by > (1,0) @ (0,1))
~(ay-by+ag-by+ag-bg—as-by)>1+ (a1 -ba+az-by—az-bs+aqs-bs)>(1,0)
+(ay-bg+as-by+az-by—ag-by)>(0,1)

+(a1-by+as-b3—as-bas+aq-b1)>(1,0)®g (0,1),
wyznaczonych w odwolaniu do powyzszych relacji, wyprowadzamy izomorfizm
C3 : ClLiff(R*?) = R(2),
ktoéry na bazie przybiera postaé
(1,(1,0),(0,1), (1,0) @& (0, 1)) — ((59), (5 4)-(16). (%))

Istotnie, mamy

(a1+a2 az+ay ) ® (b1+b2 b3+b4) _ ((al+¢l2)'(bl+b2)+(a3+a4)'(b3*b4) (a1+a2)~(b3+b4)+(a3+a4)-(b17b2))
a3z—a4 a1—a2 b3—by b1—-bo (ag—a4)-(b1+b2)+(a1—a2)~(b3—b4) (ag—a4)-(b3+b4)+(a1—a2)~(b1—b2)

— ((a1‘bl+a2-b2+a3-b3—a4~b4)+(a1-b2+a2-b1—a3~b4+a4~b3) (al‘b3+a2‘b4+a3-b1—a4-b2)+(a1‘b4+a2-b3—a3-b2+a4~b1) )
- (a1-b3+a2-b4+ag-b1—a4-b2)7(111-b4+a2-b3—a3-b2+a4»b1) (a1-b1+a2-b2+a3-b3—a4-b4)+(a1-b2+a2-b1—a3-b4+a4-b3) °

(4) Algebra Clifforda przestrzeni R%2. W tym przypadku przejscie od algebry tensorowej
do stosownej algebry ilorazowej realizujg utozsamienia (na bazie):

(R2)®?5 (1,0) @5 (1,0) ~ -1 eRO,

9
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(RX2)®11§2 E) (O7 1) Rr (O, 1) ~ _1(0) € R(O) 7

(R**)™ 5 (1,0) ®g (1,0) ® (1,0) ~ —k(})(1,0) e R @p R* % R*?,

(B2)*> 10 e (L0 ez (0.1) ~ —#()(0.1) RO ox B o m2,

(R*)** 5 (0,1) @5 (1,0) ®& (1,0) ~ -y '(0,1) e R*2 @ RO i R*2,

(R*2)*%5(0,1) ® (0,1) ® (0,1) ~ -} (0,1) e R oz R K) R,

(R*2)*%5(0,1) ®g (0,1) ®g (1,0) ~ - (1,0) ¢ R oz R W R*2

(R**)** 5 (1,0) @5 (0,1) @& (0,1) ~ -y '(1,0) e R*2 @ RO W R?  itd.,
a nadto

(1,0) @& (0,1) ~ 32 (1,1) b0y 1(0) = 692 (1,0) b0y 110 = 652 (0,1) >0y 10y - (0,1) ® (1,0)

= (_2 +1+ 1) >(0) 1(O) - (07 1) ®Rr (LO) = _(07 1) ®Rr (170)
oraz

(RX2)®R33(1,0)®R(0,1)®R(1,0) ~ e H0,1) e R @ RO S5 R*2,
(DR

(R*)**5(0,1) @ (1,0) @& (0,1) ~ @y '(1,0) e RZ @z RO =5 R itd.

(1

Jak poprzednio, wylania sie rozktad

Q R/T;0n 2R e R*? o RM
R E

ze struktura iloczynu wyznaczong z rachunku

(a1 >1+az> (1,0) +ag > (0,1) +aq > (1,0) @g (0,1))

@y wx2(b1 > 1+by > (1,0) + by > (0,1) + by & (1,0) ®& (0,1))
~(a;-by—ag-by—az-bz—as-by)>1+ (a1 -ba+as-by+az-by—aqs-bs)>(1,0)
+(a1-b3—ag-by+asg-by+ag-b2)>(0,1)

+(a1-ba+as-b3—az-ba+as-b1)>(1,0)®r (0,1),

w ktorej rozpoznajemy bez trudu obraz iloczynu Hamiltona z Przyk?. 6-7.1(4) wzgledem
izomorfizmu

Cy : CLff(R%?) 2 H,
przybierajacego na bazie postaé
(1,(1,0),(0,1), (1,0) ® (0,1)) —> (1,i,j; k).

(5) Algebra Clifforda przestrzeni R'!. Konstrukcja algebry ilorazowej prowadzi poprzez utozsamienia
(na bazie):

(R**)**5 (1,0)@g (1,0) ~ 1¢) e¢R®,

(Rx2)®m2 ) (07 1) ®r (0, ]_) ~ _]_<0) c RO 7

2

(R*2)**% 5 (1,0) ®g (1,0) ®g (1,0) ~ g (1,0) eR® gp R = R2,

k)

10
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(72"
(R*)
(R*)
(&)
(

5(1,0)®p (1,0)®2 (0,1) ~ £ (0,1) e RO @z R*? — R*2

k@)

w

#25(0,1) ®r (1,0) ® (1,0) ~ oy (0,1) e R @ RO) = R*2
(LR

"2 5(0,1) @ (0,1) ® (0,1) ~ -r(H(0,1) eR® gz R*2 5 R*2,
k(1)
R*2)*5 (0,1) 8 (0,1) 8 (1,0) ~ k() (1,0) e RO g R*? 5 R*2,

F(1)

5(1,0) @ (0,1) g (0,1) ~ - '(1,0) e R? @ R S R*?  td.,

r

RX2)®R3

a nadto

(1,0) ® (0,1) ~ =65 (1,1) by Loy + 657 (1,0) bgy 1oy + 8577 (0,1) b0y 10y - (0,1) ® (1,0)

= (_O +1- 1) >(0) 1(0) - (07 1) ®Rr (1,0) = _(05 1) ®Rr (LO)
oraz
(R*?)** 5 (1,0) @5 (0,1) @& (1,0) ~ -y '(0,1) e R @y RO = R*2,
(HF

(R2)*5(0,1) @r (1,0) @& (0,1) ~ @y '(1,0)e R @ RO 5 R?2  jtd.

(1HF
I tym razem uzyskujemy rozktad

Q R/I,an 2R e R0 R
R E

ze struktura iloczynu okreslang przez utozsamienie

(a1 >1+as> (1,0) +as > (0,1) +aq > (1,0) ®g (0,1))

@y mx2 (b1 > L +ba > (1,0) + b3 > (0,1) + by > (1,0) @ (0,1))
~(ap-by+ag-by—ag-bs+ag-by)>1+ (a1 -ba+as-by+az-by—ay-bs)>(1,0)
+(ay bz +as-by+az-by—ag-by)>(0,1)

+(ay-bg+ag-by—agz-by+ag-by)>(1,0)®g (0,1),
z ktorej odczytujemy izomorfizm

Cs : ClLiff(R™) 2 R(2),
przybierajacy na bazie postaé

(1,(1,0,(0,1), (1,0) @ (0,1)) — ((§9) (5 2)- (1 6)-(95))

ktora bez trudu potwierdzamy w rachunku analogicznym do tego z punktu (3).
(6) Algebra Clifforda przestrzeni (C,dg), gdzie g : C — C : z + 2?2 jest euklidesows
forma kwadratows. Postepujac identycznie jak w punkcie (1), odkrywamy izomorfizm

Cliff (C,65) = Co C.

Jakkolwiek argumenty przedstawione w szczegdtowej dyskusji poszczegolnych przypadkdéw sg cal-
kowicie przekonywajace, to jednak nie stanowia formalnego dowodu istnienia wskazanych izomor-
fizméw. Traktujac je jako strukturalng wskazowke, bez trudu dowodzimy ponizszego

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Istnieja kanoniczne unitalne izomorfizmy K-
algebr
(i)
(ii) Clff(R%!)=C (K =R);
(iii) Cliff(R*?) 2R(2) (K =R);
(iv) ClLiff(R®?)2H (K = R);

CLff(R"?) xReR (K =R);

11
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Cliff(R™!) 2 R(2) (K =R);
Cliff(C,05) = Ca C (K =C).

jd: Weryfikacje stusznosci tezy stwierdzenia opieramy na Stw.[T]

Przywolujac postaé¢ zanurzenia wyjsciowej przestrzeni wektorowej R = R™ w module
ilorazowym z PrzykL.[I] (1), rozwazamy odwzorowanie R-liniowe

R :R—RoR : r—(r,-r),
tj. ktadziemy
Jr = C10gpay ,
gdzie
re RO S RO RO =R*2 : v (0,7).
Odwzorowanie to jest jawnie cliffordowskie,
gr(r)? = (r,-r) - (r,-71) = (7"2,7‘2) =r?p(1,1) = 6](51’0)(7“) > 1rgR -
Jego obraz generuje przeciwdziedzing jako R-algebre,
ReR=(imjg)g -
Istotnie,
Viser @ (1,8) = %(r +5) > gr(1)% + %(r -s)>gr(l).

Niechaj teraz ¢ : R — 2 bedzie odwzorowaniem Clifforda przestrzeni R w dowolna
unitalng R-algebre 2. Jako odwzorowanie R-liniowe jest ono jednoznacznie okreslone przez
wartos¢ przyjmowang na wektorze 1€ R,

p(r)=o(re1) =reae(l),
przy czym element
a:=p(l)eA

spetnia warunek

a? = p(1) - p(1) = 057 (1) oy 1o = Loy
Mozemy zatem zdefiniowaé¢ odwzorowanie jawnie R-liniowe

F:ROR—A: (r,5)— 2(r+s)pa Ly +ou 5(r—-s)baa,

o pozadanych wlasnosciach

P(1rer) = P(1,1) = 14,

Veer @ Pogr(r) =@(r,-r) =rraazrvyp(l) =o(r).

Na podstawie rachunkow z Przykl. (1) stwierdzamy, ze jest to w istocie homomorfizm
R-algebr

3(@1 2o +y1-y2) P Lo+ 5 (21 - 22— Y1 - 42) P @

@((ffl,yl)'ReaR (ffz,yz))
= 3o ((w1+y1) pa Lo +a (21 - 1) Par a)

.Q[% > ((xQ +y2) Do Lo +ar (T2 — Y2) Pa a)

P(x1,91) 2 P(x2,y2) -
12
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Ad (ii) Rozumujac analogicznie jak w punkcie poprzednim, okreslamy odwzorowanie R-liniowe
jR(E ]R(l)) : R— (C(E RO @ R(l)) r—(0,7).
To jest cliffordowskie,
7 (r)? = (0,7) ¢ (0,7) = (=12,0) = = > (1,0) = 65"V (r) > 1¢,
i ma wlasnos¢
C=(imyr)g ,
co wynika z prostej obserwacji:
Vayer © (2,9) = (-=2) > gr(1) c gr(1) +y > gr(1) .
Dla dowolnego ¢ : R — 2 jak poprzednio definiujemy element
a:=p(l)e,
spetniajacy warunek
a® = p(1) (1) = 05" (1) oy Lo = -1,
a nastepnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe
g:C—A: (vy)r—aralytaybaa,
o pozadanych wlasnosciach

<;5(170) = 19‘7

Veer @ @ogr(r) =2(0,r)=rvy a=p(r).

Na podstawie rachunkow z Przykl. (1) stwierdzamy, ze jest to w istocie homomorfizm
R-algebr

?((z1,91) ¢ (22,92))

(z1-22—y1-y2) o Lo+ (T1 - Y2 + Y1 - 2) Doy @

= (331 Do 191 +o Y1 Dot a) A (:1",2 Do ].Q[ +91 Y2 Dot CL)

P(z1,y1) o P22, 92) -
Ad (iii) Tym razem bierzemy pod uwage odwzorowanie R-liniowe
e R R() () (55),
zlozone wedtug znanego schematu
Jrxz :=C50 72,
gdzie
g2t R?2 5RO eRZeRM : (1,5) —> (O, (r,s),O).
To jest cliffordowskie,

grea(r,s)? = (05)(55) = (70" 20.) = (2 +57) e (49) =057 (1 5) b Inga)

rT+s

i ma wlasno$é

R(2) = (im g2 )p ,
udokumentowana, jak nastepuje:

Vapeder : (25) = %20 jpe(1,0)% + 5% > grea(1,0) + 2 b gpaa (0, 1)

+% > ij2(1,0) © Jrx2 (07 1) .
Dla dowolnego odwzorowania Clifforda ¢ : R*? — 2l definiujemy elementy

(A,B) = ((1,0),0(0,1)) e Ax A,
13



It (MAWF '23/24 1.VII & 1.VIII [rrS])

poddane wiezom

A2 = (1,002 =600(1,0) by la = 1o,  B2=(0,1)2=6(0,1) by 1o = 1o,

B A (A+y B) o (A+o B) +o (-A?) +9 (-B®) +o (-A o B)

07 (1,1) bor Lo +or (~1a) +or (~1a0) +o (-A o B) = ~A - B.

a nastepnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe

p : R(2)—A

-d bre bc
(25) > 5% v Lo +or %50 oy A bor 56 by Bobo 5% b A B,

o oczekiwanych wlasnosciach
3’5(12) = ]-Ql )

T S

@FOJR(T,S):@(S_T):rbg A+g sy B=o(r,s).

W mozolnym, lecz poza tym caltkowicie trywialnym rachunku bezposrednim przekonujemy
sie, ze jest to w istocie homomorfizm R-algebr.
Ad (iv) Okreslamy odwzorowanie R-liniowe

Jree : R2—H : (r,5) —> 7i + 5]
o strukturze
Jrx2 =Cygo072,

gdzie 75 : R*? — RO g R*2 @ RM) jest poprzednio wprowadzonym monomorfizmem.
Powyzsze odwzorowanie jest cliffordowskie,

Jre2(r,8)% = (ri+ sj) m (ri+sj) = —(r2 + 82) >1= 5](30’2)(7“73) > 1y,
i ma wlasnos¢
H = (im jpx2 )y
widoczna w stwierdzeniu
Vabedr @ a+bi+cj+dk=—av> gpe(1,0)2 + 1px (b, c) +d > gpx2(1,0) © Jpx2 (0, 1) .
Dla dowolnego odwzorowania Clifforda ¢ : R*? — 2 definiujemy elementy
(A, B) = (¢(1,0),¢(0,1)) e Ax A,
poddane wiezom

A2 = (1,002 =60 (1,0) by 1o = —1a, B2z (0,1)2 = 502(0,1) by 1o = ~141,

By A (A+a B) a (A+a B) +a (=A%) +a (-B%) +a (-A-a B)

6](50’2)(1, 1) Dot Lo +o1 Lo +91 Lo +5 (—A o B) =-A-9 B.
a nastepnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe

g : H—%2

a+bi+cj+dk— abg 1o +g by A+gcby B+yddg A9 B,
o oczekiwanych wtasnosciach

(1) =1,

Pogr(r,s)=@(ri+sj)=rvy A+y sy B=p(r,s).

Latwo widaé, ze jest to w istocie homomorfizm R-algebr.
14
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Ad (v) Punktem wyjscia jest odwzorowanie R-liniowe

e 2 B2 —R(2) ¢ (r,5) — (L 5)

-5 =T
o strukturze
Jrx2 = C5073,

gdzie 75 @ R*? — RO ¢ R*? @ RM) jest poprzednio wprowadzonym monomorfizmem.
Powyzsze odwzorowanie jest cliffordowskie,

-]RXQ(Tvs)Q = (_7"9 —sr) ’ (—rs* —Sr) = (7'2552 r2952) = (T2 - 82) > ((1)

1 ma wlasnosé

—=o

) = (S](_El’l)(’l”, S) > 1R(2) s

R(2) = (im jpe2)p ,

udokumentowana, jak nastepuje:
Vapeder : (24) = %20 jpe(1,0)% + 5% > jrae(1,0) + 5 b jpse(0,1)
+53¢ b grea (1,0) © o2 (0,1).
Dla dowolnego odwzorowania Clifforda ¢ : R*? — 2l definiujemy elementy
(A, B) = (#(1,0),(0,1)) € A x 2,

poddane wiezom

A% = (1,002 =000 (1,0) b La = 1, B2=(0,1)2=67(0,1) by 1o = 14,

B A (A+a B) o (A+a B) +2 (-A%) +o (-B?) +a1 (-A - B)

= 6D (1,1) by Lo +or (~1a) +o Lo+ (~A -9 B) = ~A-o B.
a nastepnie definiujemy odwzorowanie jawnie R-liniowe

5 R@)—u

(ZZ)Ha;d Do 1m+917a§d DQ[A+QL%[>Q[B+Q[%[>Q[A'QLB7

o oczekiwanych wlasnosciach

P(12) = 1y,

@OJR(TaS):[Z(—Z —sr):TDQlA-thSDQlBEQO(TaS)'

Takze i to odwzorowanie okazuje sie by¢ homomorfizmem R-algebr.
Ad (vi) Dowod przebiega identycznie jak w punkcie (i).

2. ALGEBRA ZEWNETRZNA JAKO ALGEBRA CLIFFORDA

Model algebry Clifforda stowarzyszonej z dana przestrzenia kwadratowa (V, Q) wypracowany w
dowodzie Tw.[]|pozwala nam postrzegac owa algebre jako wysoce nietrywialne uogélnienie, parame-
tryzowane przez nieréwnowazne struktury kwadratowe @ na V', pewnej kanonicznej konstrukeji
ilorazowej zwiazanej z sama przestrzenia K-liniowa V', ktéra obecnie opiszemy, a ktoéra odgrywa
istotna role osobna w modelowaniu zjawisk fizykalnych. Rzeczona konstrukcja stanowi specjal-
izacje konstrukcji ilorazowej do przypadku zwyrodnialej przestrzeni kwadratowej (V,Q =0) i
daje nam

15
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Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, w szczegolnosci — dowodu Tw.[[] Algebra ze-
wnetrzna przestrzeni K-liniowej V' to przestrzen ilorazowa

AV :=QxV/3o, 30:<U®KU|UEV>®KV’

7 mnozeniem
nEmgovp, o NVNV— AV
(a+30,8+3g) — a®g B+T9=(a+To) A (B+T0),
zwanym iloczynem zewnetrznym. Powszechnie stosowany jest zapis uproszczony:

(a+30)/\(ﬂ+30)5a/\ﬂ,

ktory i my bedziemy stosowaé¢ w dalszej czesci wykladu.
Zapiszemy zatem

Clff(V,0)= A" V.
Zachodzi oczywiste

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj {v;}, 77 bedzie dowolng bazg prze-
strzeni K-liniowej V. Algebra zewnetrzna tej ostatniej jest algebra z Z-gradacja

NV=KeD A"V
n=1
o sktadowych jednorodnych

NV = é (Vg AUk, A AR, )i
1<ki<ka<...<kp <N

rozpietych na klasach tensorow
1 .
Uky AUy A AUk, = — Z sign(o) Uk, (1) ®K Uk, (o) ®K ** ®K Uk, (,, + J0 -

* 0eS

1,n

W szczegolnosei wiec
VosN ¢ /\nV:jOa

czyli w istocie

N
N'V=Kep A"V,
n=1

przy czym
N
dimK /\n V= ( ) .
n
Dowdd: Prosty wniosek z procedury rzutowania na modutl ilorazowy. O

W nastepnej kolejnosci zajmiemy sie szczegdlowym opisem struktury algebry endomorfizméow al-
gebry zewnetrznej, z ktérego przyjdzie nam skorzystaé¢ niebawem.

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Algebra endomorfizméow Endg(A®V) jest
generowana przez endomorfizmy

o NV O: w—vAw, veV
oraz (jedyne) K-liniowe rozszerzenia

1o = B 1) AV O, peV?*,

ZL(pO)EO : N0V — {0k}, @(Wn) ATV — ALY
16
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przyporzadkowari okreslonych na elementach prostych wzorami
n
L((pn) (’U1 ANV N N ’Un) = kz (—l)k_l (p(’Uk) > vy AUy A 75 N Uy .
=1
Dowdd: Wobec skoriczonosci wymiaru dimg V' = N istnieje kanoniczny izomorfizm przestrzeni
K-liniowych

(NVY =@ NV = DNV =@ NV =AY

stanowigcy stosownie rozszerzona zantysymetryzowana wersje udowodnionego wczesniej izomor-
fizmu (14)) i uwzgledniajacy Cor.[Il W swietle Réwn. (1) istnieje zatem kanoniczny izomorfizm

Ty : NV e AV — (A°V) ox A°V — Endg (A" V),
ktory przybiera konkretna posta¢ (na tensorach prostych, tj. dla dowolnych w e A*V™ oraz v ¢
AV)
Tv(wegv) : ANV O : wr— (w,w)>v,

gdzie (-,-) : A*V*xA*V — K jest dwoistoscia Z-gradowana stanowiacg dwuliniowe rozszerzenie
przyporzadkowania okreslonego na elementach jednorodnych w postaci

e )=kwl, kleK,
(k,v1 Avg A Ay ) =0k,
(P1 A @2 A A, 1) =0k,

(01 A2 A A, U1 AV A Ay ) = &lim det(y) (gpi(vj))i’jeﬁ,

zapisane] dla dowolnych k,l €K, v; eV, jel,n, ne N\{0} oraz ¢; € V*, ie1l,m, meN~{0}.
Zauwazmy, ze izomorfizmy te ograniczaja si¢ do sktadowych jednorodnych wedtug schematu

TV r/\p V@AV : /\p ‘/P,r ®K /\. V i’ HOmK(/\p V, /\. V) 5
przy czym wyrazaja si¢ formulami
Ty (w®k v) =iy 07, , (w,0) e NPV x \°V,

w ktorych 7 jest (jedynym) homomorficznym rozszerzeniem do Cliff(V*,0) = A®*V* odwzorowa-
nia Clifforda

©: V' —Endg(A°V) : or— 1,

opisanego w tresci dowodzonego twierdzenia, fi. za$ jest (jedynym) homomorficznym rozszerze-
niem do Cliff(V,0) = A®*V odwzorowania Clifforda

p 2 V—Endg(A"V) : v p,

zdefiniowanego tamze. O cliffordowskosci obu odwzorowan przekonujemy sie w bezposrednim
rachunku — oto wiec

(v Avg A A ) =1,( D0 (-1) p(ve) Bor Ava A Ay,)
k=1 k

(_1)1671 (

M=

(—1)l71 + Z (—1)l72) QD('Uk) ‘K QD(’UZ) D> v Avg A m N Up,
=1 ,
>k

b

Il
—
~c

NERNANSE

OF

M=
I

NgE

) (=1 o(vr) x p(vr) B v Ava A 2o A = Ope v,

ko
Il
[
~c
~
Il
[
B
Il
=

Al
T
~

\4

o

a nadto

/1,12](1)1/\’02/\~~~/\7)n)=v/\v/\7}1 AVg A=Ay = 0pey .
17
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Przy tym w konsekwencji homomorficznosci obu rozszerzen spetnione sg — dla dowolnych ¢; i v;
jak wyzej — tozsamosci

tornpannpm = Tp1 Olpy O Olp,,

Mg Avan-nv, = oy O oy O 0 O Ly, -

Skoro jednak — na mocy Cor. oraz Rown. , a w konwencji A’V = K — istnieje kanoniczny
izomorfizm przestrzeni K-liniowych

Endg(A"V) = Homgx(A°V,A°V) EHomK(gN_}O N V,AV)
Té} HomK(/\"V,/\' V)7

a kazdy ze sktadnikéw prostych ostatniej sumy jest — jak pokazaliSmy wczesniej — generowany
(jako K-algebra) przez endomorfizmy wymienione w tezie dowodzonego stwierdzenia, to takze
kazdy element K-algebry EndK( A® V) jest skoriczong kombinacja K-liniowa skoniczonych kombi-
nacji K-liniowych skoriczonych iloczynéw takowych generatoréw, co dowodzi stusznosci tezy. 0O

112

3. PODSTAWOWE WLASNOSCI STRUKTURALNE ALGEBRY CLIFFORDA

Oswoiwszy sie nieco z konstrukcja modelu algebry Clifforda, mozemy obecnie przystapi¢ do
omoéwienia elementarnych jej wtasnosci bedacych konsekwencja definicji. Zaczniemy od

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def.[2] Kanoniczne odwzorowanie Clifforda
v oV — Cliff(V,Q)
jest monomorfizmem przestrzeni K-liniowych.
Dowdd: Zacznijmy od prostej obserwacji ogolnej: jesli j‘(} ma pozadang wlasnos¢ w konkretnym
modelu Cliff(V,Q) (o kanonicznym odwzorowaniu Clifforda jg) algebry Clifforda przestrzeni

kwadratowej (V,Q), to ma ja w dowolnym innym modelu CLiff (V,Q) (o kanonicznym odwzorowa-
niu Clifforda j?,), a to wobec przemiennosci diagramu

CLff(V, Q)
A
fjg |
| e
| )
|
1% = CLiff (V,Q)

na ktorym ¢ jest jedynym izomorfizmem modeli opisanym w Def.[2] Istotnie, diagram ten pozwala
stwierdzié, ze j‘C/ jest monomorfizmem wtedy i tyko wtedy, gdy jest nim j‘C,. Ta konstatacja poz-
woli nam sprowadzié¢ nasze rozwazania do prostego modelu wyprowadzonego w konstruktywnym
dowodzie Tw.[l

Zacznijmy od rozwazenia sytuacji zwyrodniatej, w ktorej rk@ = 0, czyli jest @ = 0. W tym
przypadku mamy model omoéwiony w Def.[3] tj.

Cliff(V,0) = Q V/{vexv|veV)g v
wraz z odwzorowaniem kanonicznym

Jy®k 1 TR« V/3¢

I A kV > QrV/{vexv|lveV)g v -

Niech teraz — dla pewnych vi,v93€V —

v (v2) = 3y (01),
18
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a wowczas
vy-vi €{vgv|veV)g 1,

to jednak oznacza, ze tensor stopnia deg (vy—v1) =1 jest kombinacjg K-liniowa tensoréow stopnia
co najmniej 2, co wobec jednoznacznosci rozktadu na sktadowe jednorodne w Qg V = @,y V™

oznacza’l ze
v —v1 =0y,

skad wniosek:
(6) kerjy = {Ov}.

Niechaj teraz rk@ = dimg V' i niech v € ker j‘(;, a wtedy zalozenie v # Oy implikuje istnienie
w eV o wlasnosci

c c c c
Ociif(v,Q) * Po(v,w) > e = {jy(v), sy (w)} = {Ocua(v,Q).Jv ()} = Ocin(v,q) -

wiec sprzecznosé, zatem i tym razem zachodzi réwnosé @

Pozostaje rozpatrze¢ przypadek posredni: 0 < rk@ < dimg V', w ktéorym mozemy dokonaé
rozktadu @Q-ortogonalnego

V = Vo@qgVao

na podprzestrzenie: zerowa Vp o wlasnodci Qly, = 0 oraz niezwyrodnialy V., przy czym z
rozktadem tym jest stowarzyszona zupelna para komplementarnych rzutow (Q-ortogonalnych)
70, Mz0 O Wlasnosci V(i) = imm(,)o. W Swietle wezesniejszych naszych rozwazan odwzorowanie
kanoniczne

j‘c/j;o : V¢O - Cllﬁ(v¢07 Q#O) ) Q¢0 = QrV#O

jest monomorfizmem przestrzeni K-liniowych. Mozemy go uzy¢ do skonstruowania odwzorowania
K-liniowego

Y0 = ]\%0 oy * V — Cliff(V*O, QatO) =Cl,
ktore spelnia warunek Clifforda (zapisany ponizej dla dowolnego v = vg + vy € V0®QV;_0 =V oraz
eSO = 1Clif‘f(V#o,Q¢o))

SD¢O(U)2

1.0 (120)% = Q(v20) & €5 = D (v20, v20) B €5y = P (v — vo,v = vg) & €

— Do(0,0) b €5 = Q) b ¢y
i z tej racji okresla (jedyny) unitalny homomorfizm K-algebr
Pe0 + Clff(V,Q) — Cuo
o wlasnosci
B20 0 JV,y = P50 -
Odwzorowanie @,y wykorzystujemy w definicji odwzorowania K-liniowego
0 V— N Vo8k Cap ¢ v mo(v) @k 5y + 1k ®k p20(v) .

Bez trudu sprawdzamy, ze takze to ostatnie spelnia warunek Clifforda (uzwgledniajac w rachunku
stopnie jednorodnych czynnikéw tensorowych),

p(v)? (m0(v) ®x €S + 1 ®x 90())

(m0(v) ®x 5o mo(v) @Kk 5 + (0 (v) ®x €5 )1k ®x ©20(v))

+(1k ®x 20 (v) )0 (v) @k €5p) + (1k @k P20(v) {1k ®x Pr0(v))

)0-0

= (1) mo(v) Amo(v) ®x e -y €5+ (=1)* mo(v) A Tk B 5 -y P20(v)

3w przypadku @Q # 0 powyzsze proste rozumowanie przestaje by¢é w réwnie oczywisty sposéb stuszne, gdyz
obecnosc cztonu Q(v) > 1g prowadzi do mieszania stopIiig
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+(=1)" 1k A mo(v) @k 920(V) g 50 + (-1)1 1k A 1k ®x 920(V) “cup 020(V)

0 ®x 5, + o (v) ®k Y20(v) = To(v) Ok P20(v) + 1g ®x Q(v) > €5

Q) > (lk @ €5) = Q(v) > Lpe vigecn, -
Istnieje zatem unitalny homomorfizm K-algebr

7 : CLff(V,Q) — A\° Vo ®k Cxo
o wlasnosci
(7) Fosy =g,

a poniewaz ¢ jest injektywny, co dokumentuje ponizsze wnioskowanie:

vekerp < mo(v) = Oy — V=020
p+0(v) = 0c.y 0c.o = p20(v) = @20(v20) = 37, (v+0)

— v=1v4 =0y,
przeto takze ]‘C, jest injekcja, oto bowiem zachodzi — na mocy Roéwn. @ -

ker ) c kerp = {Oy}.

Uwaga 2. Injektywno$¢ kanonicznego odwzorowania Clifforda pozwala dokonaé¢ utozsamienia
w(V)=V,
co tez bedziemy czyni¢ w dalszej czesci wyktadu, piszac — konsekwentnie — relacje definiujace
algebre Clifforda w powszechnie spotykanej postaci
Vowev : {v,w} =20q(v,w) > eC.

W dalszej czesci dyskusji algebr Clifforda, w szczegdlnosci zas w ich klasyfikacji oraz w kon-
strukcji ich reprezentacji centralng role odegraja pewne ich (anty-)automorfizmy, ktorych oméowie-
nie wymaga od nas powrotu do analizy algebry tensorowej stanowiacej podstawe przedstawionego
wczesniej modelu algebry Clifforda. Wprowadzamy zatem

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj

RV =VagaVy, VE= @ Ve 1 ef0,1}
keN

bedzie naturalng Z/2Z-gradacja K-algebry ®k V', indukujaca Z/2Z-gradacje algebry Clifforda

(8) Cliff (V, Q) = Cliff(V, Q)° @ Cliff (V, Q)" .
Ponadto niech — dla ustalonego (dowolnie) n e N\ {0} —
Tt VET O

bedzie (jedynym) odwzorowaniem K-liniowym indukowanym przez odwzorowanie (wielo-)srod-K-
liniowe (w rozumieniu Def. 3.4)

. xn Qrn .
T 2 VP — VO™ ¢ (v1,09,...,0,) —> Uy ®K Up_1 OK *** QK V1 -

Inwolucja gléwna (albo inaczej kanoniczna) algebry Clifforda ClLff(V,Q) to automorfizm
Z/2Z-gradowany

Jv = idcng(v.0) @ (-idengv.o) ) »
o (oczywistej) wlasnodci

Jo = ideng(v.) -
20
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Antyinwolucja gléwna (albo inaczej kanoniczna) algebry Clifforda Cliff(V, Q) to antymulty-
plikatywny automorfizm przestrzeni K-liniowej CLff(V, Q)

Ty : CHE(V,Q) O
indukowany przez takiez odwzorowanie

Tv=idg® @ Tn: Ke@P V=RV O,
keN\{0} neN

o (oczywistej) wlasnosci
7o =idg, v,
ktory mozemy traktowaé jako (multyplikatywny) izomorfizm K-algebr ®g V' =, (®K V)Opp.

Uwaga 3. Podkreslmy, ze sktadowe powyzszej definicji maja sens, oto bowiem

e ideal Jg, bedac generowanym przez elementy Z/27Z-jednorodne podalgebry V3 (tj. stopnia
[0]2), jest idealem Z/2Z-gradowanym,

0 1) _ ~0 1
Jo=(JgnVg)e(JgnVy) =74 875,
skad tez rozklad
RxV/Ig=(VgeVy)/(3,@T5) = Ve /I @ Vg /T4
ktory jest wlasnie indukowana Z/2Z-gradacja CLff(V, Q) wykorzystana w pierwszej czesci
definicji;
e istnienie homomorfizméw 7,, n € N\ {0}, przyjmujacych na tensorach prostych postac
Tn (V1 ®K V2 ®K -+ ®K Up) = Up ®K Un-1 ®K ** OK V1 ,

jest zagwarantowane przez uniwersalnos¢ (wielokrotnego) iloczynu tensorowego, bez trudu
sprawdzamy tez tozsamosé

Vimea v @ Tv(TLgev 72) = Tv(m ®k ) =Ty (72) ®x Ty (71)

= 7v(m) eviv(m),

ktora dowodzi antymultyplikatywnego charakteru jawnie K-liniowego i bijektywnego odw-
zorowania Ty, a poniewaz ponadto

7v(3q) =T3¢,

co jest nastepstwem zachowywania generatoréw ideatu przez 7y, przeto ten ostatni kanon-
icznie indukuje antyautomorfizm algebry ilorazowej ® V/Jo wedle schematu

[?V] : ®]KV//JQ O : T+/JQ '—>f7rv(T)+jQ.
Tytutem oswojenia nowowprowadzonych obiektéw wystowimy najpierw oczywiste

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def. Podprzestrzenie K-liniowe Cliff(V,Q)* c Cliff(V,Q), k €
{0,1} mozemy przedstawi¢ w postaci

Cliff(V,Q)° = Ko (v1-vy--var|vie)p(V), iel,2k keN\{0}), .

CIfE(V, Q)"
Spelnione sa przy tym relacje

Cliff (V,Q)°.ClLiff (V,Q)° < Cliff(V,Q)°,

(vi-va-vape|vj e g0 (V), jel,2k+1 keN), .

Cliff(V,Q)°.Cliff(V,Q)' < Clff(V,Q)",
Cliff(V,Q)'.Cliff(V,Q)° < Clff(V,Q)",

ClLiff (V,Q)L.Cliff (V,Q)! < Cliff(V,Q)°,
21
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w szczegolnosci wiec CLff(V,Q)° jest podalgebra. Inwolucja gléwna jest funktorialnym obrazem
izometrii Py : V O : v+— —v,

Jy = Cliff (Py),
i spetnia relacje

ClLiff(V, Q)° = ker P*, Cliff(V, Q)" = ker P~
Pt = le > (idc]iﬁ‘(V7Q) ¥ Jv) .
Dowdd: Trywialny. O

Przyjdzie nam z czasem odwotaé sie takze do

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def. Dowolna podprzestrzen K-liniowa U c CLff(V,Q)
zachowywana przez Jy jest podprzestrzenia Z/27Z-gradowana w rozumieniu Def. 6-7.5.

Dowdd: Oznaczmy
U":=UnClLff(V,Q)*, ke{0,1}.
Dowolny element u € U mozemy roztozy¢, jak nastepuje:
w=P(u)+ P (u),

przy czym na mocy zatozenia Jy(U) ¢ U jest P*(u) € U, ale tez P*(u) e ClLiff(V,Q)" i
P~(u) € Cliff(V,Q)", zatem wypisany rozklad jest w istocie rozkladem prostym na sktadowe
uwz UF, (]

Pierwszym istotnym wynikiem strukturalnym, okreslajacym wzgledna relacje miedzy funktorem
Cliff i struktura inicjalna, jaka jest suma prosta przestrzeni kwadratowych, jest kluczowe dla
przysztych naszych rozwazan klasyfikacyjnych

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (((Va, +a, Pa,® —> 04), Ea), Qa), o€
{1,2} beda przestrzeniami kwadratowymi nad ciatem K. Istnieje kanoniczny izomorfizm K-algebr
unitalnych z Z/2Z-gradacja

Chﬁ(Vl (&) ‘/2, Ql @ Qg) = Chff(V1, QQ)@]KCIIH(VQ, Qg) .

Dowdd: WprowadZzmy oznaczenia
Cy = Cliff (V,,Qn), «a€{l,2} Co :=Cliff (V1 ® V2,Q1 8 Q2) .
Zauwazmy, ze wobec funktorialnosci Cliff izometryczne monomorfizmy
v, P VarVieVs, ac{l,2}
indukuja unitalne homomorfizmy K-algebr
Jo = Clfi (v, ) ¢ Ca— Co,
co pozwala nam zdefiniowaé¢ odwzorowanie K-liniowe
9) X=mcg o (@) : C18kCy — Co.

Sprawdzamy, ze x jest unitalnym homomorfizmem K-algebr. W tym celu ustalmy (dowolnie)

liczby p1,p2,q1,¢2 € N irozwazmy elementy jednorodne 7,51) =ty ey €0y, v € J%(Vl), ke
1, pa, a € {1,2} oraz TéQ) = wf.w§.~~~.w5 € Cy, wlﬂ € J\%(Vz); le1,q5, Be{l,2}, z ktorych

qp
tworzymy tensory proste

12 1 2 12 1 2
1 1=T1()®KT1(), Ty ::T2()®KT2().

22
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Mozemy nastepnie zapisa¢ rownos$é (stosujac ten sam symbol . dla oznaczenia mnozenia w kazdej
z trzech wystepujacych tu algebr Clifforda oraz utozsamiajac 3\0,1 e, Vi@ Vo) z Vi@ V)

X(Tll}-\@u) = (_1)q1-p2x(,}_1(1).7_2(1)®K7_1(2).72(2))
= (—1)q1'p2j~1(7’1(1).7'2(1)).72(7'1(2).72(2))
= (02257 (D) B (rP) 2 (757)

(_1)q1-p2 Jvi (v%)‘]vl (’U;)'.“']Vl (vzl)l )']Vl (v%)'JVl (Ug)""']Vl (UZQ)

JVa (w%)'sz (w%)""'.yvz (wél )']V2 (w%)'lyvz (wg)""'jvz (wgz) )

ktora wobec tozsamosci

ava (VR)-gva (W) + v, (W) gv; (v7) = (0 ® 02).(01 @ w} ) + (01 ®@ wy ). (vf; ® 02)

= Qq)Ql@QQ (U,z (&) 02,01 EBwll) > ]'Cea = 2(’1’@1 (’Uﬁ,ol) + @QQ (Og,wll)) > ]'CEB = OCEB

przepisuje sie w oczekiwanej postaci

X(7%73%) = (F1)P1P2 gy, (v1)gv; () 0va (vp,)-Jva (W) Jvs (w3) =+ gvs (wy,

v (U1).gv; (03) v (02, ) ave (1) v (W3) . gy, (W,

e (DY = (2 = (D)) ~ (2
= ]1(7‘1( )).jQ(Tl( )).]1(7'; )).32(72( )) = X(Tllz).x(Tzlz).
W swietle (wielo-)K-liniowosci wszystkich napotkanych powyzej odwzorowari i operacji nasze rozu-
mowanie uogdlnia sie na przypadek (super)iloczynu dowolnych elementéw skosnego iloczynu ten-
sorowego algebr Cy i C3. Mamy tez réwnosé

X(1o, ®k 1¢,) = mey (log ®k 1oy ) = 1oy »

pozostaje zatem pokazaé, ze x jest izomorfizmem, co uczynimy konstruujac homomorfizm don
odwrotny. Rozwazmy odwzorowanie K-liniowe

n: VieVy, — Cl@KCQ : (v,w) —> vV QK 102 + 102 Rr W .
Spetnia ono warunek Clifforda,

77(1),71))2 = (U ®k 1lc, +1¢c, ®k U))"TU ®k 1lc, +1¢, ®k U)) = (—1)0'1 v? Rk 1202

+(-1)"%v.1c, ®k 1oy.w + (1) 1,0 @k w.lc, + (-1)'0 12, ok w?

Ql(v) >lc, Ok le, +v®kw—-v®g w+ 1¢, Ok Qg(w) >1c,

(Ql(v) + Qz(’ll))) > (]‘Cl ®K 1C2) = (Ql @ QQ)(va) > 1C]®K02 ,
a zatem rozszerza sie do unitalnego homomorfizmu K-algebr
7+ Co — C1®kCo,
przy czym — dla dowolnego v e V; —
Tox(vex1c,) =7(7(v) 2(1c,)) =M(n(v)-1c,) =7(v,02) =v &x 1c,

i — dla dowolnego w e V5 —

o x(1e, ®x w) =771 (1c,) Jo(w)) = 7(Leg-g2(w)) = 7(01,w) = 1¢, Ok w,
a nadto

Tox(lo, 8k 1c,) =7(Ti(1c,) R2(16,)) =7(18,) = Loysec, = 1o, ®x 1o,
co w polaczeniu z obserwacja (rozumiang jako stwierdzenie dotyczace K-algebr)

C18xCs = (7) ®k 1c,, 10, ®x w,1¢c, ®x 1¢, | (v,w) eV x Vg)K ,
23
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a wobec homomorficznego charakteru x i 77, daje nam pozadany wniosek:
o x =idg,z,0, -
7 drugiej strony otrzymujemy

X © ﬁ(’l}, w) = X(U ®K 102 + 102 ®K w) = X(U Rk 102) + X(102 RK U))

71(v) 1oy + 1 -g2(w) = 71(v) + 32(w) = (v,02) + (01, w) = (v,w)

oraz
x°M(lee) = X(1eysec,) = 1ce -
co wobec tozsamosci (rozumianej jako réwnosé K-algebr)
Co = ((v,w), 1cg | (v,0) € Vi x Vo),
daje nam relacje komplementarna wobec poprzedniej,

X o7 =idg, -

Jako proste, a przydatne corollarium powyzszego znajdujemy

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Tw.2l Obrazem wzgledem funktora Clff injektywnej izo-
metrii przestrzeni kwadratowych o niezwyrodnialej dziedzinie jest (unitalny) monomorfizm ich
algebr Clifforda. Takimz obrazem surjektywnej izometrii przestrzeni kwadratowych jest (uni-
talny) epimorfizm ich algebr Clifforda. Wreszcie tez obrazem bijektywnej izometrii jest (unitalny)
izomorfizm ich algebr Clifforda.

Dowdd: Ostatnia czesé tezy powyzszego stwierdzenia, dotyczaca obrazu izomorfizmu przestrzeni
kwadratowych, jest bezposrednia konsekwencja funktorialnej natury CIiff, ktéra implikuje, ze
funktorialny obraz odwrotnosci tegoz izomorfizmu jest odwrotnosciag obrazu samego izomorfizmu.
Zajmiemy sie wiec dwiema pierwszymi skladowymi tej tezy. Niechaj (((Va, +a,Pa, o —> Oa),&x),
Qa), a € {1,2} beda przestrzeniami kwadratowymi nad ciatem K iniech ¢ : V; — V5 bedzie
izometrycznym monomorfizmem. Ten okresla kanonicznie (na gruncie Pierwszego twierdzenia o
izomorfizmie moduléw nad pierscieniem) izometryczny izomorfizm

Ao VI i>img0,

jesli zatem napiszemy — przy zalozeniu niezwyrodnienia 1, ktore implikuje niezwyrodnienie im ¢
jako (izometrycznie) izomorficznego obrazu jej dziedziny, a w odwolaniu do twierdzenia o istnie-
niu dopelnienia ortogonalnego dowolnej (skoriczenie wymiarowej) niezwyrodniatej podprzestrzeni
przestrzeni kwadratowej —

Vo = im @, im ¢tz
to na podstawie Tw.[3] dostaniemy diagram przemienny

Cliff
CLff(Vi, Q1) i)

Cliff (V, Q2) = Cliff (im oDy, im ¢* 92, Q2

Cliff(A,) X )

Cliff (im ¢, Qa Nyn p J———— Cliff (im ¢, Q2 Ny o )Br Cliff (im 192, Qo 20, )

w ktorym Cliff (A, ) jest izomorfizmem na podstawie obronionej wezesniej ostatniej sktadowej tezy
stwierdzenia, t1 za$ jest monomorfizmem

n oo Cliff(im(p,Qgrim@)—>Cliﬁ(imgp,Qgrim¢)®KCliH(im<pl@2,QQrimleQ)

Y=Y Bk Lo (im ' @2 Q1 tay) "
im e
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Przemiennosé diagramu sprawdzamy na generatorach Cliff (V1,Q1):

X ot OCliff()\<p)(lcl) 1(;2 = Cliff((p)(lcl),

x o 11 0 Cliff (A (57, (v))

Xot OJSW(Ago(U)) = X(Ji(rjntp(/\sﬂ(v)) Ok Lot (im o' @2 Qo1 LG, ))

im @

= ]~1 O]i(fnap ° )‘SO(U)']-CQ = Cliﬂ(]inl@) O]S}zup ° Atp(v)

C c o C
= Jv, ©Jimg © Ap(v) = gy, 0 p(v) = Cliff () o gy, (v),
przy czym pierwsza tozsamo$é wynika stad, ze wszystkie wystepujace w niej odwzorowania sa
unitalnymi homomorfizmami K-algebr. Ostatecznie otrzymujemy zatem przedstawienie

Cliff (¢) = x 0 ¢1 0 Cliff (A,)

rozpatrywanego homomorfizmu Cliff (¢) w postaci zlozenia monomorfizmow.

Na koniec zajmiemy sie przypadkiem izometrii surjektywnej, ktéra bedziemy oznaczaé¢ dotych-
czasowym symbolem . Zauwazmy, ze obraz wzgledem Cliff (¢) ukladu generujacego Cliff (Vy, Q1)
(jako K-algebre) to

{1c,} vy, (ime) = {1c, } Uy, (V)

(wszak ¢ jest surjekcja), czyli uktad generujacy Cliff(V5,Q3), skoro jednak Cliff(¢) jest unital-
nym homomorfizmem K-algebr, to zachodzi

Cliff (¢)(C1) Cliff (¢) ({1cy, v|v € Vi) ) = (Cliff (0) (L, ), Cliff (0) (v) [v € Vi )y

(1o,,0(v)|veVi)g = (1o, wlw e Va)y = Cy .

Na nastepnym wykladzie bedziemy kontynuowaé¢ nasze badania anatomii algebr Clifforda. ..

DoODATEK A. DODATKOWE WELASNOSCI SUMY PROSTEJ

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj G bedzie dowolnym R-modulem
lewostronnym. Homomorfizmy

Hompg(y,G) - HOmR(@ G)\7G) — [] Homp(Gx,G) + x— x07,
AeA AeA
xog A—>UH0mR(G>\7G) DA x o
AeA
oraz
Hompg(G,pr) : Hompg (G, [ GA) — [ ] Homg(G,Gy) : x> proy,
AeA AeA
prox : A—|J Homp(G,Gy) : Ar—pryox,
AeA

indukowane — odpowiednio — przez rzuty kanoniczne na moduty sktadowe i ich wtozenia kanoniczne,
sg, izomorfizmami grup przemiennych. Okreslamy je mianem izomorfizméw kanonicznych.

Dowdd: O istnieniu homomorfizméw odwrotnych do wypisanych przesadzaja definicje odnosnych
struktur uniwersalnych. I tak, np., rodzinie {x*}xen odwzorowan R-liniowych x») : Gy — G
przypisane jest jedyne odwzorowanie R-liniowe y : @xea G — G o whasnosci y o gn = PV,
ktoremu homomorfizm Hompg(y,G) przyporzadkowuje na powrdt wyjsciowa rodzing odwzoro-
wan. O
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Corollarium 1. Przyjmijmy zapis Stw.[9]i niechaj {Gax, }rieass A € {1,2} beda dwiema rodz-
inami R-moduléw o sumach prostych, odpowiednio, G4 g = ®x ,ea, Gar,. Odwzorowanie

A Homp(Gig,G2e) — [ Hompg(G1a,,G2x,)
(AQ,)\])EAQXAl

X—>proxeyg,

proxog : AygxAj— U Hompg(G1a,,G2x,)
(A2,A1)eA2xAy

()\2,>\1) — pr)\2 OXO]>\1

jest monomorfizmem grup przemiennych. Ilekroé¢ zbidr indekséw A jest skoriczony, .# jest
izomorfizmem.

Dowoad: Wprost 7z konstrukcji  sumy prostej moduléw wynika, ze Gag c
Ma,en, G2x,, a zatem kazde odwzorowanie R-liniowe x : G — Ga¢ jest zarazem elementem
Homp(G,Myyen, G2,)- Przy tym zawieranie przechodzi w réwnosé dla skoriczonego zbioru in-
deksow. Teza jest wiec nastepstwem Stw.[9] O

DODATEK B. DODATKOWE WLEASNOSCI ILOCZYNU TENSOROWEGO

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy iniechaj G; € ObModpg,, G2 € Ob Mod g, rory,
G3 € ObModg,. Istnieje kanoniczny homomorfizm grup przemiennych
€ HOHIR1 (Gl,Gg) R, G3 — HOle(Gl,GQ ®OR, Gg) s

ktory na tensorach prostych przyjmuje postaé

Y (x,93,91)eHomp, (G1,G2)xGsxG1  €(X ®Rz 93)(91) = X(91) ®rR, g3
Jesli modul G3 jest wolny, to homomorfizm ten jest monomorfizmem. Jezeli za§ modul G;
lub modul G35 jest wolny i skoriczenie generowany, to homomorfizmm ten jest izomorfizmem, co
implikuje — w szczegblnosci — istnienie, w tym przypadku i dla R; = Re =: R, kanonicznego
izomorfizmu
(10) GI ®r Gs zHomR(Gl,Gg),
w tym takze — dla G; =G5 =G —

(11) ba=c : G*®r G — Endg(G, Q).

Dowdd: Zauwazmy przede wszystkim, ze teza dowodzonego twierdzenia ma sens formalny w Swie-
tle Stw. 3-4-5.5. Z kolei istnienie homomorfizmu ¢ jest konsekwencja oczywistej srod- Re-liniowosci
odwzorowania

©® : Hole(Gl,Gg)><G3—>H0le(G1,G2 ®R, G3)

(x,93) — x(*) ®R, gs.-
Dowdd zaczniemy od rozwazenia przypadku, kiedy Gs3 ma baze {g§\3)} acA- Wobec Stw. 3-4-5.11
dowolny tensor z dziedziny & mozemy wowczas przedstawi¢ w postaci (danej jednoznacznie)
3
T= Z P ®r, gg\ ), Y e Hole(Gl,Gg).
AeA
Niech e(7) =0, albo réwnowaznie

Voecr * 0aom,cs = €(1)(g1) = 3 X (91) ®r, 917

AeA
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Przywolawszy teze Stw. 3-4-5.11 raz jeszcze, konstatujemy, iz 0g,g,,G; ma jednoznaczny rozklad
wypisane]j postaci, wiec koniecznie
Vgrecn Yaer : X (91) =02,
a stad
VaeA X)‘ =0.

Stwierdzamy zatem na koniec, ze 7 = 0, co dowodzi injektywnosci € w rozpatrywanym przypadku.

Niech teraz dodatkowo N :=|A| < co. Na mocy Tw. 3-4-5.7 oraz Stw.3-4-5.8 (i wczesniejszych
naszych rozwazan, w tym Stw. 3-4-5.6) wnioskujemy o istnieniu (niekanonicznych) izomorfizméow
grup przemiennych:

N
AT HOIDR1 (Gl,Gg) R, Gg HOIHR1 (Gl,GQ) R, @ R2

112

n=1
N
~ @ (HOHIR1 (Gh G2) OR, RZ)
n=1
N

112

HOHIR1 (Gl, GQ)
n=1

oraz

N
Ly : Hole(Gl,Gg ®R, Gg) = Hole(Gth ®R, EB R2)

n=1
N
¢ Hompg, (G1,@ (G2 ®r, R2))
n=1

112

N
HOInR1 (Gl, @ GQ)
n=1

N
= @ Hole(Gl,Gg),

n=1

przy czym w ostatnim przejsciu wykorzystalismy Cor.[I] Oblozywszy injektywny homomorfizm
¢ 7 obu stron stosownymi izomorfizmami, otrzymujemy nowy monomorfizm: 5 007!, ktérego
strukture mozemy bez trudu zanalizowaé¢ wobec tozsamosci jego dziedziny i przeciwdziedziny. Tym
sposobem bez trudu przekonujemy sie, ze w obrazie rzeczonego zlozenia monomorfizm ¢ jawi sie
odwzorowaniem identycznosciowym (w przyjetej notacji 12 0c0:7! przeprowadza na siebie wektor
odwzorowan Ri-liniowych (x!,x2,...,x"), gdzie przyjelismy dla ustalenia uwagi, ze A = 1, N),
przeto i sam € jest nieodzownie izomorfizmem.

Zajmiemy sie wreszcie przypadkiem, kiedy to G jest modutem o skoiiczonej bazie {g,il)} LT

Dowolny element y € Hole(Gl,Gg ®R, Gg) jest teraz jednoznacznie okreslony przez wynik
ewaluacji na owej bazie — niech to bedzie (w notacji Rown. (3-4-5.16))

(12) XM= S w(gh)e(gerh), kel,N.
(g,h)eG2xG3

Zdefiniujmy odwzorowania X, g) € Hole(Gl,Gg) indeksowane elementami zbioru 1, N x Gg 3
(k,g) 1bedace jedynymi R;-liniowymi rozszerzeniami przyporzadkowail
Dy . sZ
Viaw X (91 =000 g

Oznaczmy ponadto, dla dowolnego ustalonego rozktadu tensora X(g,(:)) (pamietajmy, ze tensory
proste w ogdlnosci nie stanowia uktadu bazowego, a jedynie uktad generujacy)

Y (k,g,h) T NxGaxGs V(X(k,g)’h) = vi(g, ).
Bez trudu przekonujemy sie, ze obrazem tensora
(13) 1(x) = > (X(kg)> 1) > (X(h.g) @2 )

(k,g,h)el,NxG2xG3
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(suma w jego definicji jest skonczona w konsekwencji skoriczonosci N oraz nosnika vy ) wzgledem
homomorfizmu ¢ jest homomorfizm x okreslony w Réwn. , oto bowiem

E(V(X))(QS)) = Z V(X(l,g)vh) > (X(l,g)(g](gl)) ®R, h)
(1,9,h)el,NxGaxG3
= > (X9, 1) > (815 > 9 ®r, h)

(1,9,h)el,NxGaxG3

= S Xk h) > (988, B) = x (V) .
(9,h)eG2xG3

Jest przeto e epimorfizmem, a poniewaz istnieja (niekanoniczne) izomorfizmy:

N
HOHIR1 (Gth) R, Gg = Hole(@ Rl,Gz) R, Gg
n=1

112

N
@ HOIIlR1 (R17G2) ®OR, G
n=1

112

N
D G29r, G
n=1

oraz

112

N
HOIan(@ Ri1,Go ®OR, Gg)

n=1

HOI?(IR1 (G17G2 ®OR, Gg)

N
@ HOIan (Rl,GQ ®OR, G3)

n=1

N
E @G2®R2 G37

n=1

112

wiec tez nieodzownie £ ma trywialne jadro, czyli jest izomorfizmem. O

Uwaga 4. W szczegélnym przypadku R; = Re =t R, a dla Gy = R i G; wolnego odwrotnosé
kanonicznego izomorfizmu R-modutéw z tezy powyzszego twierdzenia daje sie wypisa¢ wprost w
zwartej postaci

N N
¢! : Homg(G1,G3) — G1®rGs : x— Y. %ﬁl) ®RX(919))
k=1

przy uzyciu bazy {'y,(gl)}keﬁ modulu  G7  dwoistej  wzgl. {gél)}keﬁ, por.:
Rown. . Jesli ponadto G = G3 = G, to izomorfizm 6s dostarcza nam powszechnie spotykanej

reprezentacji endomorfizmu identycznosciowego (w konwencji fy,(cl) Seg, g,(cl) =ey)

05 (idg) = JEV: er ®p ey -
k=1
Powyzsze rozwazania prowadzg wprost do jakze uzytecznej
Definicja 5. Przyjmijmy zapis Tw.[d] zakladajac w szczegolnosci, ze pierscien R jest przemienny,
R-modut G za$ — wolny i skoriczenie generowany. Wéwczas kanoniczny homomorfizm R-modultow
7: G"'®rG— R

o wlasnosci

V(p.g)eaxa © T(p®r g) = »(9)
okresla kanoniczng forme R-liniowa

trg =700 : Endgr(G) — R

zwang $ladem endomorfizmu po module G.
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Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i zal6zmy, ze R jest pierscieniem przemien-
nym. Istnieje kanoniczny homomorfizm R-modutéw

1t HomR(Gl,Hl) ®r HOmR(GQ,HQ) — HomR(Gl ®r G, H ®R Hg)
o wlasnosci

(X1 ®R X2) =X1® X2
Tlekro¢ moduty w ktorejs z par (G, H1), (G2, H2) lub (G1,G2) sa wolne i skoiczenie generowane,
homomorfizm ten jest izomorfizmem. W szczegolnosci wiec dla Hy = R = Hy stwierdzamy, ze jezeli
jeden z modulow G, « € {1,2} jest wolny i skoriczenie generowany, istnieje kanoniczny izomorfizm
R-modutéw

(14) (G1®rG2) =G ®rGs.

Dowdd: Dowdd pierwszej czesci stwierdzenia stanowi prosta wariacje na temat (dowodu) Stw. 3-
4-5.5. Przejdziemy wiec od razu do dowodu czesci drugiej, pray czym wobec symetrii (jakosciowej
niezmienniczosci) zagadnienia wzgledem transpozycji indeksow (1,2) — (2,1) wystarczy rozpa-
trzeé¢ niezaleznie przypadek, w ktorym moduly pary (Gq, Hy) sa wolne i skoniczenie generowane,
oraz ten, w ktorym moduly pary (G1,G2) maja te ceche. Zaczniemy od tego pierwszego. Niechaj

{gl(:)}kGLW1 bedzie baza R-modutu Gi, a {hl(l)}lel’N1 baza R-modulu H;. Woéwczas baza R-
modutu Hompg (G4, Hy) jest — w $wietle TW. (patrz: Rown. ) — rodzina odwzorowan R-
liniowych

Tk(:’ll) = e(g,ﬁ”*@R hl(l)), (ky0)e1,My x1,Ny.

Na mocy Stw. 3-4-5.11 dowolny tensor 7 € Homg (G4, H1) ® g Homg (G2, H2) mozna zatem przed-
stawié¢ (jednoznacznie) w postaci

1 k.l k,l
T= Z TIEJ) ®r X", X" e Homp (G2, Hs) ,
(k,l)el,Myx1,Nq

warunek (7) =0 jest wigc rownowazny uktadowi tozsamosci
) DN k,l
vmel,M1 ngGz . OH1®RH2 = Z 7.1571) (ggn)) ®Rr X (g)
(k\1)eT, My xT, Ny

1 m
Z hl( )®RX ’l(g)v
lel, Ny

z ktorych na podstawie tegoz Stw. 3-4-5.11 odczytujemy warunki

_ . ) _
v(m,l)él,]Vth,Nl Vgea, = X" (9) =0m, -

7 nich wyciagamy wniosek

. .
Y ) T TN X" =0,
a dalej
T7=0,
co dowodzi injektywnosci ¢+ w rozwazanym przypadku. Na obecnym etapie wystarczy upewnié
sie o istnieniu stosownego (niekanonicznego) izomorfizmu miedzy dziedzing i przeciwdziedzing 1,
aby moéc zanalizowa¢ bezposrednio ten monomorfizm, podobnie jak w dowodzie Tw.[] Czynimy

to w rachunku wykorzystujacym — jak uprzednio — Tw. 3-4-5.7 oraz Stw. 3-4-5.8 (i wczesniejszych
naszych rozwazan, w tym Stw. 3-4-5.6) — oto wiec z jednej strony

AN HOHIR(Gl,Hl)(@RHOIDR(GQ,HQ)

M N,

Homp (D R, R) ®r Homp(G2, H)
k=1 =1

&, Hompg(R, R) ® g Homp (G2, Hs)
(k,l)el,My1x1,Ny

112

112
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112

@ R®R HOHIR(GQ,HQ)
(k,l)el,M1x1,Ny

@ (R@RHOIHR(GQ,HQ)) = @ HOmR(GQ,HQ),
(k,)el,Mq1x1,N; (k,l)el,Myx1,Ny

112

a z drugiej

M1 Nl
HomR(Gl ®RG2,H1 ®RH2) HOHIR(GB R®RG2,® R®RH2)

112

k=1 =1
M, N,

= HomR(@ (R Rr GQ),@ (R ®Rr HQ))
k=1 =1

112

My Ni
Homp (D G», D Hz)
k=1 =1

@ HOHIR(GQ,HQ).
(kD)1 My xT,Ny

112

Jak tatwo widaé¢, monomorfizm 15 02 07! jest odwzorowaniem identyczno$ciowym (w przyjetej
notacji przeprowadza na siebie macierz odwzorowan R-liniowych (x*!) ) ELTAXW)’ wiec tez i
1 jest izomorfizmem. Zauwazmy, ze dowiedziona czeSé¢ tezy twierdzenia uzasadnia (w polaczeniu
z Tw. 3-4-5.5) Réwn. ([14).

Na koniec zajmiemy sie przypadkiem, kiedy to moduly Gg, « € {1,2} sa wolne i skonczenie
generowane. Wybierzmy w G baze jak w poprzedniej czesci dowodu, a w Go baze {gz(z)bem'
Pokazemy najpierw, ze homomorfizm @ jest surjektywny. W tym celu rozwazmy odwzorowanie
R-liniowe x ¢ HomR(Gl ®r Go, H; ®R Hg)7 ktore na bazie {g,(cl) ®R 91(2)}(,611)6177]\,1“772 dziedziny
przyjmuje postaé
(15) X(gl(cl) ®R 91(2)) = > rki(h1, he) be (h1 ®g ha)

(h1,h2)eH1xH,
dla pewnych rg;(-,-) € Zo(R; Hy x Hs). Postepujac analogicznie jak w dowodzie TW. zdefiniujmy
odwzorowania x(j s,) € Homgr(Gqa, Hy) indeksowane elementami zbioru 1, Ny x Hy 3 (K, he) i
bedace jedynymi R-liniowymi rozszerzeniami przyporzadkowan

v

A
TN, - X(k,ha)(gl( )) = 6lZ,k > hg .

(1) (2)

Ustaliwszy dowolnie rozklad tensora X(g,c ®r g, ), wprowadZmy oznaczenia

v(k,l,hhhl)él,NlX17N2><H1><H2 : T(X(kxhl)’x(l7h2)) = Tkl(hl’ h’Q) .
Fatwo widaé, ze obrazem tensora
() = > (X (k1) X)) Po (X(kha) ®R X(1,02))
(k,l,h1,h1)€l,N1x1,NoxHyxHo

(suma w jego definicji jest skoriczona w konsekwencji skoriczonosci N4 oraz nosnika rg(-,-))
wzgledem homomorfizmu ¢ jest homomorfizm y okreslony w Réwn. . Konstatujemy wiec, ze
1 jest epimorfizmem, a poniewaz na mocy Roéwn. i Tw. 3-4-5.6 oraz innych przywolywanych
wezesniej (s)twierdzen (w tym Tw. 3-4-5.5) istnieje (kanoniczny) izomorfizm

HomR(Gl,Hl) ®r HomR(Gg,Hg) = (Gir ®r Hl) ®r (GS ®r HQ)

= (GT ®Rr G;) ®R (H1 ®R HQ)

112

(G1 ®Rr Gg)* ®R (Hl Or H2)

112

HomR(G1 ®r Ga, H1 ®R HQ)a

przeto z cala pewnoscig ¢ jest izomorfizmem. O
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ZADANIA DOMOWE

Zadanie domowe 1. Uzupelnij dowod Stw.[d na podstawie materialu zgromadzonego w Do-
datkach.

Zadanie domowe 2. Niechaj V bedzie przestrzenia K-liniowg wymiaru dimg V' < co. Udowod-
nij, ze algebra zewnetrzna A®*V jest Z-gradowana algebra skos$nie przemienna (albo an-
typrzemienna), tj. dla dowolnych elementéw jednorodnych o € A¥V i B € A'V zachodzi
tozsamosé

arfB=(D"gra.
Zinterpretuj ten wynik na gruncie Tw.[3]

Zadanie domowe 3. Niechaj V' bedzie przestrzeniag K-liniowa wymiaru N = dimg V < co. Pokaz,
ze podprzestrzen

B()
Ny= P A"V AV
n=0
niesie naturalna strukture unitalnej algebry przemiennej generowanej przez swa jednosé¢ oraz
pewien podzbior wektorow w € My nilpotentnych stopnia 2, tj. (niezerowych i) speliajacych
tozsamosci w A w = 0. Algebra ta nosi miano algebry Noltinga przestrzeni V.

Zadanie domowe 4. Niechaj V bedzie przestrzenig K-liniowa wymiaru dimg V' < oo i niech
wp + R — APV, okredlone dla pewnego p € N, bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym. Dla

dowolnego k € N* prowadzmy oznaczenie
®k._ 1
b =R Wp AWp A AWy
———
k razy

W,

Dla jakich par (p,k) € Nx N* zachodzi tozsamosé

d, &k _d ®k-19
@Y T @Wr AWy !

Zadanie domowe 5. Niechaj V bedzie przestrzenia K-liniowa wymiaru N = dimg V' < co. Wy-
korzystujac rezultat Zad.dom.5-6.11, stowarzysz z dowolnym endomorfizmem ¢ € Endg (V) w
jednoznaczny sposob rézniczkowanie 5}[@] algebry A*V. Wypisz jawna postaé rézniczkowania
Oy [idy]. Zidentyfikuj ograniczenie rézniczkowania dy [¢] do najwyzszej potegi zewnetrznej AN V
przestrzeni V' w terminach znanych Ci operacji liniowych na Endg (V).

Uzyj dwoistosci z dowodu Stw.[d] azeby udowodnié¢ tozsamosé

Syl ]=3vle]"

Zadanie domowe 6. Niechaj V bedzie przestrzenia K-liniowa wymiaru N = dimgV < oo i
niech m, € Endg(A®V) bedzie rzutem na sktadows jednorodng stopnia p € 0, N. Dla ustalonego
(dowolnie) w e AZ**1V, ke N zdefiniujmy odwzorowanie

N
D, : NV O: aH%#WAwp(a).
=

Sprawdz, ze D, jest rozniczkowaniem.

Zadanie domowe 7. Niechaj (V,Q) bedzie przestrzeniag kwadratows nad cialem K. Auto-
morfizm o € Autyassalg, (Cliff(V,Q)) jej algebry Clifforda zachowujacy podprzestrzen im 7%
okreslamy mianem automorfizmu cliffordowskiego. Oznaczmy ich zbiér jako

Autc(Cliﬁ(V, Q)) ={ae AutuASSAng(Cliff(V, Q)) | a(imjg) c imj‘c/ 1.
Udowodnij, ze zbior ten niesie strukture grupy izomorficznej z grupa izomorfizmow (V,Q),

Aute(Cliff (V,Q)) 2 O(V, Q).
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Zadanie domowe 8. Przyjmijmy zapis Def.i zdefiniujmy daszkowanie na Cliff (V, Q) jako
antymultyplikatywny automorfizm przestrzeni K-liniowej

== Jy o Ty € Endg (CLff(V, Q)).
Wyprowadz w jawne] postaci realizacje daszkowania we wszystkich modelach z tezy Stw.[2]

Zadanie domowe 9. Przekonaj sie, ze model Cliff(R}!) = R(2) mozna wybraé tak, by podalge-
bra parzysta ClLiff(R1'1)? byla tozsama z podalgebra macierzy naprzekatniowych w R(2) i ustal
realizacje daszkowania w tym modelu.

Zadanie domowe 10. Wyprowadz relacje miedzy parzysta podalgebra ClLiff (R3?)% algebry Clif-
forda Cliff(R*?) przestrzeni euklidesowej R i pierscieniem kwaternionow H.
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