CLIFFORD’S ANATOMY
(MAWF °23/24 1.IX & 1.X [RRS))
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autora).
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Dotychczasowe nasze rozwazania przygotowaly nas do przeprowadzenia szczegdtowej analizy
struktury algebr Clifforda skoiniczenie wymiarowych przestrzeni kwadratowych, ktorej zwiencze-
niem bedzie klasyfikacja tychze algebr w fizycznie istotnych przypadkach: K e {R,C}.

1. BAZA 1 ORIENTACJA

Rzeczong analize zaczniemy od zbadania wymiaru i wskazania naturalnej bazy algebry Clifforda.

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj {v;}, 77, IV = dimg V < oo bedzie
bazg przestrzeni kwadratowej V' o niezerowej formie kwadratowej. Zbior wektorow

C
{e 7Un-'Uzz""'vlk}15i1<i2<‘..<iksN, kel,N
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Clifford’s Anatomy (MAWF ’23/24 1.IX & 1.X [rrS])

stanowi baze algebry Clifforda Cliff (V, Q). W szczegblnosci wiec
(1) dimg Cliff(V, Q) = 2" .

Dowdd: Przeprowadzimy indukcje wzgledem wymiaru N, poczynajac od przypadku N = 1.
Niechaj zatem v € V ~ {0y}, a wtedy homomorfizm przestrzeni K-liniowych

w ot V= (e,0)g c Cliff(V,Q) : Abvr— i (A>v)=Abw
jest odwzorowaniem Clifforda,
wAb )2 =Xy ()= A2 gk Q) > e = Q(A>v) b e,

ktorego obraz generuje (e,v)y jako K-algebre. Ponadto dla dowolnego odwzorowania Clifforda

o V—2A jest p(A>v) = Apy ¢©(v), wiec oznaczywszy a := @(v) € 2, spelniajacy warunek

a? = Q(v) > 1g, mozemy zdefiniowaé odwzorowanie (jawnie unitalne i K-liniowe)

P (e — A AbeCrpup v A> Lyt puda,
przy czym
Porw(Apv)=Apga=p(A>v),
a nadto

@'(()\1 > e+ w1 > v).(Ag > e + o > 11)) = Cp’((x\l K A2 +K U1 K M2 K Q(’U)) > e’
+(A1 K p2 + A2k 1) D v) = (A1 ok s +i 1k g2k Q(V)) b 1oy
+or (A1 & p2 & A2k 1) P a = (A Do Lo+ o1 Do @) o (Ao Doy Loy +or fi2 Doy @)

= @(/\1 >or ]_g[ +or (1 Doy a) QA 6(/\2 >or ].Q[ +o p2 Do a) .
Whioskujemy wiec, na podstawie Stw.7-8.1, ze (((ec, v)K , Lv), Lv) jest algebra Clifforda dla
((v)g =V,Q) i zgodnie z postulatem —
dimg Cliff({(v)y , Q) = dimg (ec,v)K =2=2%,

Zalozmy nastepnie, ze dowodzona przez nas teza jest prawdziwa dla dowolnego N < Ny (Ng
ustalone), i niech (V,Q) bedzie przestrzenia kwadratowg nad K wymiaru dimg V = Ny, w ktorej
wybieramy baz¢ Q-ortogonalna {v;}; 777, ktorej element vy, spelnia warunek Q(vn,) # Ox, co
uczyniwszy, rozkladamy V na sume @Q-ortogonalna podprzestrzeni

V= (v1,02,..., UNO*l)]K @Q (vNo )K = VN0*1®Q (UN0>]K )
wprowadzajac przy tym oznaczenia ()n,-1 = QrVNO—l iQn, = Q[‘(UNO) . W Swietle Tw. 8-9-10.3, a
K
dalej — dotychczasowych ustalen i zalozenia indukcyjnego mozemy teraz zapisaé

Ciff(V,Q) =z CUff(Ving-1,QnNo-1)®xCLE (v, )i, Qo)

= ({eNg-1)i @ él S (Viy Vi w01, i ) B (€ ) @ (Uv0 )i

k=1 1<i1<is<...<ip<No-1

= (6%0_1 ®K 6%0 )K ® (6%0—1 ®K VN, )K

Npo-1
C
® @ @ (vil.viz.---.vik [297°4 eNo)K
k=1 1<i1<iz2<...<ip<Np-1
No-1

o P &P (Vi) ViV, OK UNG )
k=1 1<i1<is<...<ip<No-1
gdzie 6%071 i e%o sg jednosciami w odno$nych algebrach Clifforda. Z powyzszego wynika wprost
pozadana réwnosé , a nadto — wzigwszy pod uwage jawna postaé¢ (7-8.9) uzytego tu izomor-
fizmu K-algebr — stwierdzamy, ze baza Cliff (V, Q) otrzymana jako izomorficzny obraz otrzymanej
powyzej bazy algebry CLff(Vi,-1,Qn,y-1)®xCL ((en, )i s @N,) Wzdluz x jest postaci wskazanej
2



Clifford’s Anatomy (MAWF ’23/24 1.IX & 1.X [r1S)])

w tezie dowodzonego stwierdzenia. O

W nastepnej kolejnosci wyréznimy element algebry Clifforda, ktéry odegra istotna role nie
tylko w klasyfikacji niskowymiarowych rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda, ale tez — w
dyskusji ich reprezentacji, wiec 1 w zastosowaniach fizykalnych (w ktorych nosi miano operatora
chiralnosci).

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy (przy czym zakltadamy charK =0 i dimgV = N)
i niechaj

&+ AV = Cliff(V,Q)
bedzie (jedynym) K-liniowym rozszerzeniem przyporzadkowania okreslonego na tensorach prostych

(v; €V, i€1,N sg dowolne)
v (lx) =€,

Ev(vi Avg A Ag) = % Yoesy, SIEN(T) B Up(1)-Ve(2)- " Vo (k) » kel,N.

Ponadto niech A € ANV* <\ {0} bedzie dowolnym niezerowym wyznacznikiem na V. Element
kanoniczny algebry Clifforda Cliff(V,Q) (stowarzyszony z A) to wektor ea € Cliff(V,Q)
okreslony przez warunek

Vor o, onev @ §v (V1 Ava A AvN) = A(v1,02,. .., UN) DA
Uwaga 1. Powyzsza definicja ma sens, gdyz dla dowolnej bazy ortogonalnej & := {e;}, 17
przestrzeni V' homomorfizm &y przyporzadkowuje elementom odnosnej bazy {1k, ei, A e, A A

Ciy, }lsi1<i2<..4<iksN , kel,N wektory

&v(lg) = e€°,
Ev(erneanner) = & D sign(o) > ey(1)-Eo2)Co(k)
oeSy,
= % Z Sigl’l(O')2 D> e1.€9.: .6 = €1.€2.".€ ,
oSy,

przy czym ostatnia tozsamosé¢ wynika wprost z (jednej z wielu) definicji znaku permutacji jako
odwzorowania

sign @ &, — {-1,1} : 00— (-1)7),
w ktorego zapisie 7(o) jest liczba czynnikow w (dowolnym) rozkladzie permutacji o na trans-
pozycje, oraz z relacji skosnej przemiennosci
(2) vi,jel,7N ¢ €.€5 = —€5.€

%]

spelnianych przez obrazy elementow bazy & w Cliff (V, Q). Tym samym odwzorowanie (K-liniowe)
&y przeprowadza baze dziedziny na baze przeciwdziedziny, o ktorej mowa w tezie Stw.[I] jest zatem
izomorfizmem przestrzeni K-liniowych. Ponadto dla dowolnych wektoréw v, =v? >e;, ae 1, N
otrzymujemy

Ev(viAva A Avy) = 0]k Uy KRR UN D Ev(en A, A Aegy)

Lt ia L in ~ e
=V KUY KK Uy P Z 51gn(o)l>ela(1).e%(2). Cipny s

O'GGN
przy czym w ostatniej sumie wyrazy o indeksach i; = i;, dla j # k& wystepuja w parach odpo-
wiadajacych (0,0 o 7j), ktorych wklady do sumy réznia sie znakiem wobec relacji sign(o) =
—sign(o o7 1), a zatem ostatecznie niezerowy przyczynek do tej sumy moze pochodzi¢ jedynie od

tych N-tek indeksow (i1,i2,...,in), ktore stanowia permutacje (dowolne) zbioru 1, N,

fv(’l}l ANV N -+ /\UN)



Clifford’s Anatomy (MAWF ’23/24 1.IX & 1.X [rrS])

N .
= % Z Uf(l) ‘K 115(2) ‘KK ’Uﬁf( ) > Z 81gn(0) > egop(l).egop(Q).---.emp(N)
peSn ceS N
. 1 2 N .
= % Z Slgn(p) Ullj( ) 'K Ug( ) ‘KK ”Uﬁ,( ) > Z Slgn((j ° ,0) > €oop(1)-Caop(2)-""-Caop(N)
peS N o0opeS N
. N .
= % Z sign(p) vf(l) ‘K v§(2) KK vﬁ,( ) Z sign(o) > €o(1)-€o(2)- € (N)
peG N ceS N

> sign(p) vf ) g v g 0l beregoen
PGS N

Ag(v1,v2,...,UN) > €1.€9..EN .

Istotnie, wobec N-liniowosci i sko$nej symetrii wyznacznika oraz jego unormowania dostajemy, na
mocy argumentéw analogicznych do tych uzytych powyzej,

Ag(v1,v2,...,08) = VgV g k0N kK Ag(€irsCips-nesein)
1 2 N

> oD ol e ol o As(epays €pys - Eo()
peS N

= Z Uf(l) ‘K Ug(z) KK UfIV(N) x sign(p) Ae (&)
peG N

= % sign(p) vf ) w of® oY
pGGN

Na koniec przywolujemy oczywista réwnosé

dimg ANV* = (x) =1,

z ktorej wyciggamy wniosek o istnieniu skalar Aa K spelniajacego relacje
Ag=Iab A,
wiec ostatecznie
Sv()=A()>ea,
gdzie wektor ea € Cliff (V,Q) stopnia N jest dany jednoznacznie (w szczegélnosci nie zalezny od
argumentu odwzorowania z lewej strony rownosci).

Mamy istotne

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj & = {e;}, 75 bedzie dowolng baza
ortogonalng w przestrzeni kwadratowej V, a Ag — wyznacznikiem na V okreslonym przez te
baze w standardowy sposc’)lfﬂ Element kanoniczny stowarzyszony z Ag przyjmuje postac

(3) €Ay = €1.€2.°.EN .

Niechaj dalej A € ANV* < {0} bedzie dowolnym wyznacznikiem na V i niech Ax € K bedzie
skalarem, o ktorym mowa w tezie Stw.[f} Wowczas zachodzi tozsamosé

9 N(N-1) C

ea=(-1)"72 dape,
jesli zatem forma kwadratowa (Q jest niezwyrodniala, to element kanoniczny jest odwracalny w
Cliff (V,Q), w przeciwnym za$ razie spelnia on tozsamosé

€A = O0cuin(v,0) -
Ponadto

(4) Vool (v,Q) * €AY = JXJ/V_I(W)-ew

I atwo widaé, ze skalar ten to A(&)™L.

2F’rzypomnijmy, ze wyznacznik na przestrzeni K-liniowej V' skoriczonego wymiaru D = dimg V' < oo to (dowolny)
niezerowy wektor z jednowymiarowej przestrzeni K-liniowej AP V*. Jako taki jest on jednoznacznie wyznaczony
przez warto$é przyjmowana na (dowolnej) bazie V. Poprzez narzucenie warunku, izby wartosé¢ ta byla réwna 1k
dla ustalonej bazy uporzedkowanej &, wyrézniamy wyznacznik Ag, o ktérym mowa w tresci stwierdzenia.
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Clifford’s Anatomy (MAWF ’23/24 1.IX & 1.X [r1S)])

Dowdd: Ré6wnosé wynika bezposrednio z rachunku przeprowadzonego w obrebie Uwagi (1} Jesli
teraz w formule definiujacej Aa wypisanej w tresci Stw.[5] dokonamy podstawienia v; = w; :=
ei, 1 €1, N, to otrzymamy réwnosé

Aa

&

—

Il
[

Aas w As(8) w As(8) = dety (Bleise)), . = [ 1 Poleier)

(2

N
11 Q(ei),

wobec czego — w §wietle udowodnionej wezesniej rownosci (3) — dostajemy

N
N(N-1) N(N-1)
eig e1.69.0.en.€1.eg. ey = (1) 2 e%.eg.n-.e?\[ =(-1)" 2 H Qe;) > e’
i=1

(1) Aa, o €€

Wobec oczywistych tozsamosci

A, K Ag(éa)Q = det ) (‘I’(ei, ej))i,jeﬁ = AA K A(g)z’

Aas

€A, Ag(&)vea, =Ey(erhean-—ney) =A(E) > e,

stusznych dla dowolnego niezerowego wyznacznika A na V' (a taki spelnia warunek A(&) # Ok),
mozemy w takim razie zapisaé
N(N-1)

A = A@)Prer, =(-1)" 2z  A(E) 7> (Aa, >e”)

N(N-1) N(N-1) C

(-1)" 7 AE) g, >e’=(-1)" 2 AapeC.

Jesli teraz @) jest niezwyrodniala, to jak jasno wynika z rachunku otwierajacego niniejszy dowod,
Aa, # Ok, zatem takze Aa # Ok, a wowczas
N(N-1)
e =(-1)" =z Al eC.

Jesli natomiast @ jest zwyrodniala, to Aa = Og i w konsekwencji e2A = Ociifr(v,@)- W dowodzie
ostatniej skladowej tezy stwierdzenia wykorzystujemy ustalona wczesniej relacje miedzy ea i ea,
w bezposrednim rachunku, przeprowadzonym dla dowolnego v = v* > e; € V' z wykorzystaniem

relacji (2)),

v'ben.e=v gk A(E) T b eregen.e

EA .V
= (—1)N7i 'Ui ‘K A(éa)71 > 61.62."'.61',1.6?.6i+1.6i+2.'“.61\[
= (—1)N_i (—1)i_1 Ui ‘K A((a@)_l > e;.€1.€9.0.EN = (—1)N_1 V.EA

J‘j/v_l(v).eA .

Postulowana tozsamos¢ jawi nam sie teraz jako prosta konsekwencja powyzszego (wszak Cliff (V, Q)
jest generowana jako K-algebra przez ¢© i Image jg) oraz homomorficznego charakteru inwolucji
kanoniczne;j. O

2. CENTRUM I ANTYCENTRUM

Dalsze nasze dociekania podporzadkowane celowi nadrzednemu, jakim jest klasyfikacja rzeczy-
wistych i zespolonych algebr Clifforda oraz ich reprezentacji, wioda nas wprost do dyskusji centrum
algebry Clifforda oraz jego super-partnera, ktore opisuje

5



Clifford’s Anatomy (MAWF ’23/24 1.IX & 1.X [rrS])

Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Centrum algebry Clifforda Cliff(V,Q) to jej
podalgebra

Z(CLff(V,Q))

{7 eClff(V,Q) | Yyecugv,) * [77]=Ocug(v,@) }

{veClff(V,Q) | VYeev : [7.v] =0cug(v,q) }-
Antycentrum algebry Clifforda ClLff(V,Q) to jej podprzestrzen K-liniowa

AZ(CLfE(V,Q)) = {veClff(V,Q) | Ysecurv,q) @ 77 =Jv(F)}

{veClff(V,Q) | VYeev : {70} =0cusv,Q) }-
Najprostszego uszczegotowienia charakterystyki wprowadzonych powyzej obiektéow dostarcza
Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. Z(Cliff(V,Q)) jest podalgebra Z/2Z-gradowana K-

algebry Cliff(V,Q), natomiast AZ (Cliff (v, Q)) jest podprzestrzenia Z/27Z-gradowang przestrzeni
K-liniowej Cliff(V,Q), w rozumieniu Def. 5-6.5.

Dowdd: Zaréwno centrum, jak i antycentrum Cliff(V, Q) sa podprzestrzeniami zachowywanymi
przez inwolucje kanoniczna, gdyz

Y (w,y)evxz(Clg(v,Q)) * Jv(y).v -Jv (7). Jv(v) = =Jy(y.v) = =Jv(v.7y)

=Jv(v).Jv(v) =v.Jv(7)
i, podobnie,

Y (wy)evxazchg(v,Q))  Jv()e = =Jv(y).Jv(v) = =Jv(v.v) = Jy(v.y)

Jv(v)Jv(7) = —v.dv (7).

Stad tez obie dziedziczg Z/2Z-gradacje z Cliff(V,Q) na mocy Stw.7-8.7. Przy tym centrum jest
w oczywisty sposob podalgebra Cliff(V, Q). O

Strukture centrum i antycentrum algebry Clifforda opisuje
Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. (przy zalozeniu charK # 2) i niech N :=dimg V < oo, a
wtedy
(i) Ne2N+1 = en € Z(ClLff(V,Q));
(i) Ne2N+2 = en € AZ(CLff(V,Q)).
Ponadto jesli @ jest niezwyrodniala, to
(e

(i) Ne2N+1 —> { Z(Clff(V,Q))
{ Z(CLfE(V,Q)) = (),

)z
{o hff(VQ)}

AZ(Clff(V,Q))
(ii’) Ne2N+2 —> ¢
AZ(CHE(V,Q)) = (e
Dowdd: Punkty (i) i (ii) wynikaja bezposrednio z tozsamosci (4). Zalozmy zatem, ze @ jest forma
niezwyrodniala, i rozwazmy skladowe Z/2Z-jednorodne centrum i antycentrum algebry Clifforda,
co mozemy uczyni¢ w odwolaniu do Stw Niechaj ~ e AZ(Cliff(V, Q))1 = AZ(Cliff(V, Q)) N
Cliff (V,Q)*, a wtedy wobec

Yoev 0= vy

zachodzi

(5) vea=(-1)Nean,

ale tez — na mocy Rown. i w $wietle zalozenia dotyczacego parzystosci v —
eay=JY 7 (y).ea = (1) yen,

6



Clifford’s Anatomy (MAWF ’23/24 1.IX & 1.X [r1S)])

wiec ostatecznie
yea = (-1)N - (-1)V 1 y.en = —y.en,
co przy charK # 2 (a takie poczyniliémy zalozenie) oznacza rownosc
v-ea = 0cug(v,Q) -
W $wietle Stw.[2] wnioskujemy zatem, ze
v =7.ea-€a" = O0cin(v.0)-€a = 0cuf(v,Q)

czyli dla niezwyrodniatej formy kwadratowej dostajemy

) 1
(6) AZ(CLff(V,Q)) = {Ocua(v.q)} -
Jesli ponadto N € 2N + 1, to z poréwnania tozsamosci
v.ea = -eay,
stusznej dla dowolnego elementu antycentralnego ~ € AZ(Cliﬂ?(V7 Q))(E AZ(Cliff(V, Q))O), zZ
tozsamoscia
eay=JU 7 (y).ea = v.ea

wyciagamy oczekiwany wniosek

AZ(Cliff(V,Q)) = {Ocise(v.q)} -
Rozwazmy odwzorowanie K-liniowe

pa @ Clff(V,Q) O : y—eay.
Wobec odwracalnosci elementu kanonicznego jest ono automorfizmem przestrzeni K-liniowej Cliff (V, Q),
a przy tym jesli ~y € Z(Cliff(V, Q)), to
Voev @ pa(y)v=eayv=ea.v.y= J‘]/V’l(v).eA.v = (—1)N’1 v.pa(y),

i — podobnie — jesli v ¢ AZ(Cliff(V, Q))7 to

Voev @ wa(V)wzeayv=—eavy=-JY H(w).ear= (1) v.pa(y),

zatem prawdziwe sg nastepujace implikacje:

¢ — va(Z(Clfi(V,Q))) = Z(CLE(V, Q)
eaied { ea(AZ(Cliff(V,Q))) = AZ(ClLff(V,Q))
(7)

Ne2N+2 = oa(Z(Cliff(V,Q))) = AZ(Clff(V,Q)).

Jak jasno widaé¢, uzupelnienie dyskusji struktury antycentrum w przypadku N € 2N + 2 wymaga
wiec zrozumienia struktury centrum, czym zajmiemy si¢ obecnie.

Zaczniemy od wyznaczenia skladowej parzystej centrum, Z(Cliff(V,Q))O = Z(Clff(V,Q)) n
Cliff(V, Q)°. Twierdzimy, ze — niezaleznie od parzystoéci wymiaru V — skladowa ta jest rozpieta
na jednosci algebry,

(8) Z(Clift(V, Q)" = (e°)

a dowdd opieramy na indukcji wzgledem tegoz wymiaru N. Shuszno$é postulowanej réwnosci
w przypadku N = 1 staje sie oczywista, gdy wzia¢ pod uwage model algebry Clifforda skon-
struowany w pierwszym kroku indukcyjnego dowodu Stw.[I} zalozmy zatem, ze réwnosé ta jest
prawdziwa dla N < Ny (Np ustalone) i niech dimgV = Ny. Wybierzmy v € V' o wlasnosci
Q(v) #0 (na co pozwala zalozenie o niezwyrodnieniu @), a wtedy — w $wietle twierdzenia o istnie-
niu dopetnienia ortogonalnego dowolnej niezwyrodniatej (skoniczenie wymiarowej) podprzestrzeni
przestrzeni kwadratowej — mozemy dokonaé¢ rozktadu Q-ortogonalnego

V= (v)g @Q <U>;<Q )
7
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Clifford’s Anatomy (MAWF ’23/24 1.IX & 1.X [rrS])

przy czym — rzecz jasna — dimg (’U)HL(Q = dimg V - 1 < Ng. W tym momencie mozemy odwotaé
sie do Tw. 7-8.3, aby przerzuci¢ rachunki do algebry kanonicznie izomorficznej z Cliff (V, Q), jaka
jest Cliff((v)K,QF(U)K)QKCHH((U}%Q, MNujeiq)s €O okaze sie¢ nader wygodne. Przyjawszy dla
skrotu oznaczenia C, = Cliff ({(v) , Q) ) 1 O = ClLiff ((v)? Nojpro) 1 Wybrawszy dla C,
model <eg, v)K jak w dowodzie Stw. rozwazmy obraz dowolnego elementu -y € Z(Cliff(V, Q))O
w C,®xC, — ten jest postaci

n(y) = eg ox w’ +v g w!

dla pewnych w® e C*, ke {0,1} (wszak suma stopni czynnikéw tensorowych w kazdym ze sktad-
nikéw sumy ma by¢ parzysta, bo taki jest stopieni ). Podobnie dla dowolnego z =Apy v+yeV,
zapisanego w terminach A e K i y¢ (v)ﬂl{;’, otrzymujemy

n(z)=eS ®xy+A>veged,
gdzie € € C| jest odnosng jednoscia. Na podstawie powyzszych wzoréw obliczamy

n(vy.x) = (eg ®KwO+U®Kw1)'-‘(eS ®K Y+ A D> v K ef)

eg®]Kw0.y+)\l>v®]1(w0+’U®]K’U)1.y—>\'KQ(U)D€S®]KU]1

oraz

n(xzy) = (eg®Ky+)\>v®Ke?)'7(eS®Kw0+v®Kw1)

= efoxyu’+ Avveguw’ -vegyw' + Ak Q)b el exw',
a stad — wobec centralnosci v —

0 = 77([7@]) = eg ®K [wo,y] + 0 Qg {wl,y} 22 x Q(v) > eg ®x w'

= eg ®K([woay]_2)\'KQ(v)Dw1)+U®K {wlay}a
co z racji liniowe]j niezalezno$ci sktadnikéw pozwala wnioskowaé, ze

. 1 _
vye(v);(Q . {’LU 7y} - OCJ_ﬂ

czyli — w $wietle Rown. @ -
w'e AZ(CL)nCl = AZ(CL)' = {0¢, },
a dalej — wobec tego —

quv)u;; s [ y] = [w0y] - 20k Q(v) > w' = 0¢,
K

co na gruncie zalozenia indukcyjnego przyprowadza nas do przekonania, ze
w’e Z(C)nC?=2(C,)° = (e?)K ,
tj. w® = u> el dla pewnego skalara u € K. Koniec koficow otrzymujemy
= X(eg o w’ + v ®k wl) = X(ef}J ®K [ > ef) =pu>x(1o,g,0,) = 1> eC.
Udowodniona tym samym réwnoscé pozwala dokoniczy¢ dowdd twierdzenia przy uzyciu ob-
serwacji , oto bowiem w przypadku N € 2N + 2

AZ(CLE(V.Q)) = AZ(CLE(V.Q))" = pa(Z(CLE(V.Q))") = pa((eC),)

(pa(e))y = (eal

(co wynika z Rown. @ oraz z tego, ze pa jest parzysty), wiec tez — wtornie —
Z(Cliff(V,Q)) = oa(AZ(CLff(V,Q))) = ealfea)y) = () »

a w przypadku N € 2N + 1

Z(ClfE(V,Q))" = oa(Z(CE(V,Q))") = (en)g
8
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(co wynika z faktu, ze pa jest nieparzysty), zatem

Z(CLff (V. Q)) = Z(CLEE(V,Q))" ® Z(Clff(V,Q))" = (¢°), & {ea)x -

3. PRZYGARSC NIEOCZYWISTYCH A PRZYDATNYCH IZOMORFIZMOW

Pierwszy z istotnych wynikéw pozwalajacych oswoi¢ nieco bestiarium algebr Clifforda przy
uzyciu wprowadzonych powyzej obiektéw przynosi

Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[T] oraz Stw.[f] zakladajac przy tym, ze forma kwadratowa
(@ na przestrzeni V wymiaru dimgV = N < oo jest niezwyrodniala. Ilekro¢ mozna wybraé
wyznacznik A e ANV* w taki sposob, ze
N(N-1)
(9) Aa = (_1) 2
czyli w szezegdlnoscei €3 = e, to istnieje kanoniczny unitalny homomorfizm K-algebr
i ClLff(V,Q) — Cliff(V,-Q)

o wlasnosci

N(N-1)2

~ _\IN+1

fi(ea) = (-1) >(ea)
gdzie e jest elementem kanonicznym algebry Cliff(V,-Q) stowarzyszonym z tym samym wy-
znacznikiem A na przestrzeni K-liniowej V' bedacej no$nikiem przeciwnej struktury kwadratowej
-Q. W przypadku N € 2N + 2 homomorfizm ten jest izomorfizmem.

Dowdd: Niechaj Aa bedzie skalarem okre$lonym, w sposéb opisany w Stw. przez dowolny
niezerowy wyznacznik A na przestrzeni V' z formg kwadratowa () i oznaczmy jako A, skalar
okreslonym przez ten sam wyznacznik, gdy V wyposazymy w forme kwadratowa —Q. Wowczas
dla dowolnych uktadéw wektorow wv;,w; € V, i € 1, N otrzymujemy réwnosé

)‘_A ‘K A(’Ul, V2,..., UN) ‘K A(wl,wg, ey ’IUN) = det(N)(fI)_Q(vi, wj))i,jem
= det(N)(_(I)Q(vi’wj))i,jel,W = (_1)Ndet(N)(q)Q(Ui,wj))i’jeL—N

= (—1)N )\A ‘K A(Ul,’Ug, cee 7’UN) ‘K A(wl, wo, ... 7wN) 5

z ktorej wynika tozsamosé
(10) M= (DY A
Zdefiniujmy odwzorowanie K-liniowe

p o V—Cliff(V,-Q)=C_ : v—exov,
wprowadzajac przy tym — gwoli przejrzystosci zapisu dalszego rozumowania — osobny symbol e na
oznaczenie mnozenia w algebrze C_ (z jednoscia, ktora oznaczymy jako ). Przywolawszy Stw.
w odniesieniu do trojki (C_7e_A, )\;) oraz Roéown. , stwierdzamy bez trudu, ze odwzorowanie
powyzsze spelnia — na mocy zalozenia @D — warunek Clifforda wzgledem struktury kwadratowe;j

Q, oto bowiem

p()? = eaevecaov=(ea)? e S W) ev= ()N (1) T Az b ey

N(N N(N-1)
2

(D7 A8 () > e9) = (DT a0 (Qv) > )
Q(v) > eC.
Rozszerza sie ono zatem kanonicznie i jednoznacznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr

fi = Cliff(V,Q) — CIliff(V,-Q)
9
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o wilasnosci
Vpey : i(v) =exov.

Wybierzmy baz¢ & = {e;},;7v W V ortogonalng wzgledem @, a zatem takze wzgledem —@Q. Na
mocy Stw.[2]i rozumowania przeprowadzonego w jego dowodzie mozemy zapisaé

ea=A(E) ' berey ey, ex=A(E) ' bejoeye-oey,
a w takim razie

filea) = A(E) v i(ereren) = A(E) 7 > uler) o pler) oo plen)

= A(&) 'bepocioecpoecseechoey

N(N-1) NWwN-1Z )N+1

(-1 DT A>E) (ez‘)N ecieereeey=(-1)" 7 (ex
Niech teraz N =2m € 2N + 2, a wtedy skalary Aa i Ay przyjmuja postac
Aa=(-)" =z
1 otrzymujemy
lea) = ()" (e2) ™"

Odwzorowanie K-liniowe

Y V—Ciff(V,Q) : v—ea.v
spelnia warunek Clifforda wzgledem struktury kwadratowej —@,

w(v)2 = EeA.V.eA.V = eZA.J‘Q,mfl(v).v = —62A.’U.'U = (—1)m(2m’1) AA D ((—Q)(v) > eC)

(-Q)(v) > e,
wiec rozszerza sie¢ kanonicznie i jednoznacznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr

¢ = Cliff(V,-Q) — ClLff(V,Q)

o wlasnosci
Veev @ (V) =ea.v.

Relacje pomiedzy oboma homomorfizmami ustalamy na zbiorze generatorow obu algebr na pod-
stawie rezultatéow dotychczasowych dociekan. Oto wiec

~ o ~ — m m _ m m+1
Yo fi(v) P(ea ov) = P(ea)P(v) = (1) (ea)*™eav= (-1)" (ea)"
(-1)"v=J7(v),

czyli w ogolnoéci (wszak T i ¢ to homomorfizmy K-algebr)

1}0/72]{}1.

Analogicznie wyprowadzamy relacje
—_~ - —_\m
no 1/) = (‘]V) ’
gdzie Jy, jest kanoniczng inwolucjg na C_. Zwazywszy oczywista tozsamosé
fiody=Jyofi = Jy(ea)=(-1)""er=ea

(oraz inwolutywny charakter Jy i Jy,), mozemy zatem przepisa¢ powyzsze relacje w postaci

(J(/” o 1}) o =idcufr(v,Q) » fio (J\T/" ° IZ) =idcuif(v,-q) »
z ktorych jasno wynika, ze I jest izomorfizmem (o odwrotnosci Ji' o J) O

Kolejny arcywazny wynik artykutuje
10
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Twierdzenie 3 (O kanonicznym iloczynie tensorowym algebr Clifforda). Przyjmijmy zapis do-
tychczasowy i niechaj (((V7 +v,Py,e —> OV),KV),QV) bedzie przestrzenia kwadratowa nad
cialem K wymiaru dimg V = 2m € 2N + 2, z wyréznionym wyznacznikiem A € A?™V* o sto-
warzyszonym elemencie kanonicznym ea € Cliff (V, Qv ), ktory spelnia warunek

eh =eve’, ee{-1,1}.

Wowcezas dla dowolnej (((‘7, +i,Pyp, 0 — Ov),ﬁv),Qf/) € Ob O Vecty istnieje kanoniczny uni-
talny homomorfizm K-algebr

Cliff(Ve V,Qv ®@c > Qp) = Cliff (V,Qv) ox Cliff (V, Q).
Dowdd: Rozwazmy kanoniczne izometryczne wlozenia
jV:V»VGBV, jV:V»Ve)V,

przy czym w drugim przypadku implicite traktujemy V jako nosnik struktury kwadratowej e o
Qp. W swietle (dowodu) Tw. 7-8.3 indukowane unitalne homomorfizmy K-algebr

Jv = Cliff(sy) :  Clff(V,Qv) — Cliff(Ve V,Qyv @c> Q) = Co,
Jo =Cliff)p) :  Cliff(V,e» Qp) — Co

spetniaja — dla dowolnego elementu 7 € Cliff (Ve > Q) — warunek (€€ jest jednoscia w Cliff(V, e »
Qv))

me, o (v ® 77 ) (ea ®x ) = x(ea ®x ) = x(e“.ea ®x 7.6°)

- ((c1ydes s ea (€ g F)(en @2 2C))

Jv(ea)dy (@)

= X((ec ®K ﬁ)’-‘(eA K é’c)) = x(ec K ’7)~X(€A ®KEC)
= Jp(@)Jv(ea),
przeto odwzorowanie K-liniowe
¢ V—Cs : vi—Fi(en)dp(v)
spelia warunek Clifforda (wzgl. Q),
p(v)?

Tv(ea)To (V) Tv (ea) To (v) = Tv (ea)? o (0)2 = Fvr (€A) T (v?)

E(EQ(U)) >le=Q(v)>1g,
i z tej racji rozszerza sie jednoznacznie i kanonicznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr

7« Clft(V,Qp) — Co.

Przy tym — dla dowolnych (v,7) € V' x V — zachodzi rownosé

Tv().8@) = Gv(v)dviea)ds @) =7v(vea)To (@) =Tv(ea.Jv (v)).F5 (@)
= _7V(€A.U)-7\7(’17) = _jv(eA).jv(U).jv(i}') = _7V(6A)-X('U ®K ’1‘}')
= —7V(€a).x(ec,v ®K i;“éc) = —j’v(eA)_X((_l)deg v-degﬁ(ec Ok 5)(@ ®K€C))

= Fv(ea).x(e® @x).x(vexe®) =7y (ea)Jo (¥).5v (v)

&(”U) '7‘/ (U) )

zatem

Y (1 7)eClift (V,Qu ) Cutr (7,05 ¢ v (1)-8(F) = B(7)-Jv (1) -
11
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Zdefiniujmy odwzorowanie K-liniowe
® : Cliff(V,Qv) @k Cliff(V,Qp) — Co
stanowiace (jedyne) rozszerzenie przyporzadkowania okreslonego na tensorach prostych jako
P(yex ) =Jv(7)-(7).

Pokazemy, ze ® jest unitalnym izomorfizmem K-algebr, kostruujac jego odwrotnosé. W tym celu
rozwazmy odwzorowanie K-liniowe

U VeV — Cliff(V,Qv) ok Cliff(V,Qp) : (v,7) —> v®re" +eb>ea ® 7,
ktore spelnia warunek Clifforda

U(v,7)* = (v@KEC+5>eA ®K'ﬁ)'(v®KEC+a>eA ®K'17)

= 0?2 ®K€C+€I>U.GA ®K5+5>6A.U®K'ﬁ+ei ®K'172

Qv(v) > e @’ +e>v.en T — e > v.ea ®k T+¢eQy (D) > e® o ¢

(Qvoer Qp)(v,7) > e’ @x e,
a zatem indukuje (jedyny) unitalny homomorfizm K-algebr

T : Cp — Cliff(V,Qv) @k Cliff(V, Q)

o wlasnosci
U(v,7)=v QreC +ebep ®rT.
Zauwazmy, ze reprezentacja elementu kanonicznego pozwala nam obliczyé¢ wprost

Tojy(ea) = A(E) > ToFy(er.eaeom)=A(E) > ﬁ'/(]v(el).jv(62)."'.jv(627n))
=A(E) " > U(er,0).¥(e,0)..(e2m,0) = A(E) " > (e1 ®x 7). (62 ®x 7). (€2m ®x 7))

= €A®Kgc.

Tozsamosci

Tod(vexe  +e’exd) = U((v,0).5(e°) +7v(e9).3(%))

= U((v,0).1¢, + Loy v (ea) 5 (D))
= T(v,0)+ VoG (ea).T(0,7)

= vere" +(ea®xe”).(e>ea @k D)
= vegeT+eped O T

= U®KEC+eC®K5

oraz

® o U(v,7) P(voxe +eper®rD) = P(vore’) +e > ea Ok T)

= Jv(0).3(e%) +e> v (ea)B(®)

(U,O).]_QB +¢€ Djv(eA).jv(eA).jA"’;(@’)

(v,0) +e 551 (ed).(0,7) = (v,0) + (0,7) = (v,7).
pokazuja dowodnie — na (nietrywialnych) generatorach, wiec i ogélnie (wobec homomorficznego

charakteru rozpatrywanych odwzorowan) — antycypowana odwracalnosé ®. O
12
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Na zakoriczenie rozwazan og6lnych, wytyczajacych szlak ku twierdzeniom klasyfikacyjnym dla
rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda, wypowiemy jeszcze istotne

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechajj ((Va, +a,Pao, o — Oa),fa), ae{l,2}
beda przestrzeniami K-liniowymi wymiaru dimg V; = dimg Vo =1 N < oo, a nadto niech A
V1 x Vo — K bedzie dwoistoéciaﬁ Okre$lmy na Vi @ Vo forme kwadratowa

Qa : VieVa — K : (v1,v2) — A(vy,v2) = Ao (pry x pry)((v1,v2), (v1,02)).
Istnieje kanoniczny unitalny izomorfizm K-algebr

CLff(V; @ Va,Qa) = Endg (A° V4) .

Dowdd: Zacznijmy od odnotowania, ze sensownos¢ definicji formy kwadratowej Qa jest prosta
kownsekwencja, dwuliniowosci dwoistosci A. To rzeklszy, mozemy wykorzystaé¢ izomorfizm prze-
strzeni K-liniowych (odwzorowanie prawostronnie stowarzyszone z A)

ra s Vo=V v A 0),
aby w polaczeniu z tezg Stw.7-8.4 wypisa¢ wygodny uklad generujacy K-algebry EndK(/\‘ Vl)
zlozony z endomorfizmow ., , vi € Vi oraz 1, (y,), va2 € Va, ktore spelniaja proste relacje
U1211 =0= ZzA(vz) ) {ZTA(’U2)’ /J’Ul} = A(Ulva) >idpe vy -

O ile dwie pierwsze nie wymagaja dodatkowego komentarza, ostatnia sprawdzamy w bezposrednim
rachunku (na tensorach prostych, dla dowolnych w; € V4, i€ 1,n):

{ZTA(UQ)’uvl}(wl ANWa A= A wn)
- k-1
= a(u) (VI AW AW A A W) + U1 A Z (-1)"" A(wg,v2) > wy Awg A 75 AWy,
k=1

n
= A(v1,v2) > wp Awa A AWy, — V1 A Z (—1)1“1 A(wg,v2) > wi Awg A Awy,
k=1 E

n
+01 A Z (—1)]“’1 A(wg,v2) > wy Awg A AWy
k=1 3

= A(vy,v2) b wy Awg A Awy = A(vg,ve) B idae v (w1 Awe A Awy) .
Zdefiniujmy odwzorowanie K-liniowe
o VieV,— EndK(/\° Vl) t(v1,02) P oy F g (vg) -

Na podstawie wypisanych wyzej tozsamosci bez trudu sprawdzamy, ze spetnia ono warunek Clif-
forda,

2 2
(/J'v1 + Z’I"A(’Ug)) ° (/J'm + Z’I"A(’L}Q)) = oy + ZTA(’UQ) + {'LTA(@))MM}

o(v1,v2)?

A(Uth) > id/\' Vi = QA(U17U2) > 1Endug</\° Vl) ’

rozszerza sie ono zatem kanonicznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr
¢+ Cliff(V1 ® V2,Qa) — Endx (/" V1)
o wlasnosci

5’5(1}1;7}2) = Moy T lra(vg) -

?’Przypomnijmy, ze dwoistos¢ dla pary (G1,G2) moduléw nad pier§cieniem przemiennym R to odwzorowanie
A : G1xG2 — R nieosobliwe, tj. takie, dla ktérego oba odwzorowania jednostronnie stowarzyszone Ipn : G —
G5 : g1 — A(g1,) (lewostronnie) i Ia : G2 — G} : g2 —> A(:,g2) (prawostronnie) sg bijekcjami.
13
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Na mocy Stw. 8-9-10.4 podprzestrzeri Image @rj‘c/ o, (ViOV2) = Image ¢ generuje EndK(/\° Vl) jako
1 2

K-algebre, zatem @ jest epimorfizmem. Ale zarazem — w $wietle Rown. (1)) —
dimK Chﬁ'(v'l @ ‘/2 QA) — 2dimK (V1€9V2) — 2dimK Vi+dimg Vo — 22dimug i
oraz — tym razem na gruncie Tw. 7-8.4 oraz Stw.7-8.3 —
dimg Endg (A* V1) = (dimg A°® V)’ = (2dim= W )2 = 92dime Vi

co pokazuje dowodnie, ze @ jest w istocie izomorfizmem. O

Jako proste corollarium do poprzedniego twierdzenia otrzymujemy

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, zaktadajac przy tym, ze charK # 2, przestrzen
kwadratowa V jest niezwyrodniala i ma dimg V' € 2N. Niechaj w € Endg V' bedzie inwolucja,
w? =1idy, skosnie symetryczng wzgledem formy kwadratowej Q, tj. taka, ktora spetnia warunek

w' = —w
wypisany dla
Vo vaeV CI)Q(w*(vl), ’U2) = <I>Q(Ul, w(vg)) .
Woéwezas istnieje kanoniczny unitalny izomorfizm K-algebr
Cliff(V, Q) 2 Endg (\* Ker (w—idy)).
Dowdd: Inwolucja w zadaje — w $wietle stwierdzenia dotyczacego odpowiednio$ci pomiedzy rozkta-

dami moduléw nad pierécieniem na sumy proste ich podmodutéw a zupelnymi rodzinami rzutow
komplementarnych na tychze modutach — rozktad

V =Ker(w+idy)) @ Ker (w-idy) = V_ & V,,

gdyz para Py := 2" > (idy +w) stanowi zupelny uklad rzutéw komplementarnych. Ponadto dla
dowolnych v,,w, € V. zachodzi tozsamosé

Do (ve,we) = @Q(iw(vi),iw(wi)) = <I>Q(w’r ow(vi),wi) = —@Q(wz(vi),wi) =P (v, W),
przeto
V:E J_Q Vi)

natomiast w ograniczeniu do V. x Vz forma dwuliniowa ®¢ jest niezwyrodniala — istotnie, ilekro¢
dla ustalonego v, € V. jest

Vuzev; @ Po(vs, ws) =0k,
to dowolny wektor V > w =w_ @ w, wzgl. w=w_ ® W, spelnia warunek
D (v, w) = P (ve, We) +k Po(vs, ws) = P (ve, ws) = Ok,
zatem — wobec niezwyrodnienia ) — koniecznie
vy =0y .
W rezultacie otrzymujemy pare dwoisty (V_,V,) zwiazana dwoistoScig
AQ =2%qMvowv,
dla ktorej wyprowadzamy tozsamosé

Qg (vo,w-) +x o (vs, wy) +k Do (v, wy) +x Po(ve, w-)

Qo (v-@ vy, w-BwW,)

= Dg(v_,wy) +x Po(w_,vy) = 2% > (AQ(v,7w+) +K AQ(w,7v+)) ,
a z niej — réwnos¢

Q@ v.) = Ag(v-,v.),
14
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usprawiedliwiajaca — w polaczeniu z wcze$niejszymi obserwacjami — bezposrednie odwotanie sie
do Tw.[d] Na tej podstawie stwierdzamy, zgodnie z teza bedaca przedmiotem dowodu,

Cliff(V,Q) = Cliff (V- ® V,,Q = Qa,) 2 Endg (A" V2).

DODATEK A. UZUPELNIENIE Z TEORII PRZESTRZENI KWADRATOWYCH

Ponizsze stwierdzenie ustala prosta relacje miedzy forma kwadratowa na przestrzeni wektorowej
i dowolnym (niezerowym) wynacznikiem na tej ostatniej, do ktérego bedziemy sie odwolywaé w
trakcie badan nad anatomia algebr Clifforda.

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj V' bedzie przestrzenia (kwadratowa)
wymiaru dimg V = N < co. Dowolny wyznacznik A € ANV* \ {0} okresla jednoznacznie skalar
Aa € K spemhiajacy — dla dowolnych v;,w; € V', i€ 1, N — tozsamosci

det(N)(éQ(vhwj))i’jﬂ)—N =Aa k A(vy,v9,...,0N) kK A(wy,wa, ..., wN).

15
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ZADANIA DOMOWE
Zadanie domowe 1. Udowodnij Stw.[5}

Zadanie domowe 2. Sprawdz, ze dla dowolnej przestrzeni kwadratowej (V, Q) mnozenie przez
wektor anizotropowy v €V okresla izomorfizm Cliff(V,Q)° = Cliff ((v)*?,Q Poyte )-

Zadanie domowe 3. Niechaj (V,Q) bedzie niezwyrodniala przestrzeniag kwadratows nad ciatem
K wymiaru dimg V = N € N*. Na algebrze zewnetrznej A*V okreSlamy iloczyn wewnetrzny

() s ATVANTV —K
jako jedyne 2-liniowe rozszerzenie przyporzadkowania

(1x, 1k), = 1k, (Ik,v1 Avg A== Avp), = 0g = (V1 AV2 A AU, 1K),

(V1 AV A= AUpy, W1 AW A AWy, = O det(n)(q)Q(vi,wj))
okreslonego dla wielowektorow prostych vi Ave A Ay, 1 w1 Awa A Aw, (tuta] v;,w; eV, ie
1,m,jel,n).
(i) Niechaj & = {e;},;7v bedzie dowolng baza (pseudo)ortonormalng (V,Q). Udowodnij, ze

wowezas zbior {1k Jul, g7 1€i ACin A A€y, Fi<iy<ig<...<iy<N jest baza (pseudo)ortonormalng
(/\. ‘/a <'7 )/\)
(ii) Zdefiniujmy mnozenie wewnetrzne przez v € V jako odwzorowanie sprzezone wzgle-
dem odwzorowania p, ze Stw.7-8.4,
Iy = puy,
tj.
(Lo(2)sy) 5 = (@, o (Y)) 4 x,yE/\'V.

Wykaz, ze I, jest antyrézniczkowaniem na A®* V), tj. dla dowolnego wielowektora prostego
wy Awg A -+ Aw, jak wyzej zachodzi tozsamosé

n
I,(wi Awg A Awy) = Z (—l)k_1 (v, wg), > wr Awg A 75 AWy,
k=1

a dla dowolnych wielowektorow jednorodnych z i y (patrz: Stw.7-8.3) speliona jest
Z/27Z-gradowana regula Leibniza

L(zAy) =L, () Ay +(=1)82 2 AT, (y).
Uzywajac izomorfizmu &y z Def. zadajemy iloczyn wewnetrzny na Cliff (V, Q) wzorem
(o= (o (&) x &)+ CHfi(V,Q) x Cliff(V, Q) — K.
(iii) Przywolawszy zapis Zad. dom. 7-8.8, udowodnij tozsamosci

(v-z,y)c = (2,7 Y)c (z7,9)c = (T, 9 3)c
dla dowolnych v, z,y € Cliff (V, Q).
(iv) Udowodnij (pseudo)ortogonalnogé bazy {e®} u Ut N 1611 -€in- €y, F1<iy <in<...<ip<N  (dla
{ei};qo jak w punkcie (i)).
(v) Niechaj v = vy.v9.:-~.v,, bedzie elementem prostym (dla v; € V, ¢ € 1,m). Wyprowadz
réwnosci
Il =77 =77 = lvill - Joz] -+ vl
stuszne dla |z| = (x,z), = € Cliff (V, Q).

Zadanie domowe 4. Przyjmijmy zalozenia i zapis Zad.[3] Wybierzmy dowolnie porzadek na &
(czyli orientacje na V'), np.

(617627‘ -+5€py, Ept1, - ~7ep+q)
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dla
(Q(el)’ Q(62)7 ce 7Q(6P)a Q(eerl)v s 7Q(6p+q)) = (+1a +1,... ) +1, _]-7 -1,... s _1)a

p q

i niech
Wy e Aea A Aepig

bedzie odnosnym unormowanym elementem objetosci. Definiujemy operator (gwiazdke) Hodge’a

*xg € Endg (A" V)
wzorem

T A*Qy = (z,y), >wy, z,ye \°V.
Udowodnij tozsamosé
*QT = 5\_/1(m~§v(wv)) .
Oblicz wprost
*olk, *QWY , *Qe; .

Wyznacz

*g € Endg (A"V).
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