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Grupy to proste struktry algebraiczne o niezwykle szerokim spektrum zastosowan w mode-
lowaniu matematycznym rzeczywistosci. Ich struktura i aksjomatyka w mozliwie zwiezty sposéb
formalizuje intuicyjne pojecie symetrii obiektow geometrycznych i teorii fizycznych, ale tez objawia
sie w studium ewolucji uktadéw dynamicznych. Fundamentalne znaczenie grup w rygorystycznym
opisie przyrody — poczawszy od krystalografii, poprzez teori¢ grawitacji i (inne) teorie pola z ce-
chowaniem, a skonczywszy na kwantowej teorii pola, teorii strun oraz grawitacji kwantowej, by
wymieni¢ te najbardziej oczywiste konteksty fizykalne — pozostaje zatem poza wszelks watpliwo-
Scia. Aksjomatyka grup dopuszcza tez nader ciekawe uogodlnienia, ktore odnajdujemy w bardziej
egzotycznych zakamarkach fizyki matematycznej, a wsrod nich: grupy i algebry petlowe (oraz ich
centralne rozszerzenia) obecne w analizie pradowych realizacji symetrii w klasycznej i kwantowej
teorii pola w dwoch wymiarach, supergrupy (Liego) istotne w modelowaniu tzw. supersymetrii,
czy wreszcie grupy kwantowe opisujace symetrie kwantowej teorii pola z tadunkiem topologicznym
w dwoch wymiarach (np. w tzw. modelach Wessa—Zumin—-Wittena konforemnej teorii pola o
przestrzeni zanurzenia danej przez zwarta grupe Liego) i wpisujace sie w szerszy kadr geometrii
nieprzemiennej (np. w rozumieniu Connesa)

1. STRUKTURA GRUPY I JEJ TRANSPORT
Zaczniemy od najbardziej elementarnej

Definicja 1. Magma to para (S,¢2) zlozona ze zbioru S oraz operacji 2-argumentowej ¢o

% — S,

Przyklady 1. Para (N~ {0} =:N,g,A) zlozona ze zbioru N,y dodatnich liczb catkowitych i
operacji 2-argumentowe] (nieprzemiennej i nietacznej)

A N2 —Ny & (mn) —m".
a dalej wprowadzimy

Definicja 2. Pélgrupa to magma (S, ¢2), w ktorej operacja ¢ jest taczna, co wyraza diagram
przemienny

oxidg

SxSx§-22s _gyg

idsxd)rzl l¢2 .

Sx§——=9

$2
Przyklady 2. Para (%,I") zlozona z
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zbioru ¥ osadzonych drzew binarnych, tj. niezorientowanych graféw acyklicznych i
spojnych (czyli takich, ktorych krawedzie sa odcinkami bez wyroznionej orientacji, tj. bez
wyréznionego porzadku na zbiorze konicéw, i w ktoérych od kazdego wierzchotka do kazdego
innego wierzchotka mozna dotrze¢ wzdtuz grafu dokltadnie jedna $ciezka), o wierzchotkach,
z ktorych kazdy lezy na konicu nie wiecej niz trzech krawedzi (czyli ma walencje w < 3),iz
wyrdznionym wierzchotkiem — zwanym korzeniem — o walencji 1, a takze z wyrdéznionym
uporzadkowaniem (tj. przypisaniem cech ,prawy /lewy”) dwojki krawedzi wychodzacych z
kazdego z wierzchotkoéw o walencji 3 przy przemierzaniu grafu w kierunku od korzenia do
tegoz wierzcholka;

tacznej (i nieprzemiennej) operacji 2-argumentowe]j I', zwanej szczepieniem, ktora polega
na przylaczeniu korzenia drugiego argumentu do wyréznionego wierzchotka pierwszego
argumentu, ktéry lezy na koricu $ciezki prowadzacej od korzenia i skrecajacej w prawo w
kazdym wierzchotku taczacym ze soba trzy krawedzie.

Za powyzszymi kroczy zasadnicza

Definicja 3. Grupa to czworka (G, ¢2, P1,Po), w ktorej

G jest zbiorem;
¢o : G2 — G jest operacja 2-argumentows zwang dzialaniem grupowym;
¢1 : G O jest operacjg l-argumentows;

o : {¢} — G : e+ e jest operacja 0-argumentows.

Elementy struktury spelniaja nastepujace aksjomaty (wyrazone przez diagramy przemienne i
rownowazne zdania logiczne):

(G1) (lacznos¢ dziatania grupowego)

P2xidg

GxGxG GxG

idcxdml L@bz = Vynkea @ $2(p2(g,h),k) = d2(g,02(h, k)) ;

GxG——C

¢2

(G2) (istnienie elementu neutralnego wzgledem dzialania grupowego)

idg %o ¢oxida

GX{}\GT W\L

= Ve : ¢2(g9,¢) =g=da(e,9);

(G3) (fundamentalna wlasnosé ¢;)

(¢1,idg)opry

GxG Gx{o}—>GxG

(idg,¢1)opry
—_ 7 s

G x {o}
$oopry o2 Poopry o2

G G

= Vyea + #2(9,01(9)) =e=02(91(9),9) -

Grupa przeciwna do (G, ¢2, ¢1,¢0) to grupa (G, ¢, ¢1,¢0) z dzialaniem danym wzorem

gdzie

Opp
2 ¢2 °TG,

¢+ GxG O+ (91,92) — (92,91)
2



Grupy — struktury i konstrukcje elementarne (TG ’23/24 1.1, 1.II & 1.III [rrS])

jest strandardowsa transpozycja sktadowych pary.
Grupa przemienna (zwana tez abelowa) to taka, w ktorej dziatanie grupowe jest przemienne,
co wyraza diagram przemienny (wypisany wraz z rownowaznym zdaniem logicznym)

GxG—2>GxG

x lm = Vgheo ¢2(g9,h) = ¢2(h,9),

G

a zatem taka, ktora jest kanonicznie izomorficzna z grupa do niej przeciwna,

(G7 ¢27 ¢17 ¢0) iq;G (G7 ¢(2)ppa¢1a¢0) .

Przyktady 3.

(1) Grupa trywialna: ({e},(e,e) — e,e—e,{o} —>¢).

(2) Grupa liczb zespolonych o module jednostkowym: (U(l), ‘¢, o — (1, O))

(3) Przyklady arytmetyczne (w ktorych opuszczamy oczywiste elementy struktury):
(Z7 +)7 (Q7 +)a (R7 +)7 (Cv +(C)7 (QX7 ')7 (va ')’ ((Cxa 'C)7 (Q>0a ')7 (R>0’ )

(4) Grupa

(6L 0. (1) (1) — (ks i) (24) — — (4 )= (1))

odwracalnych macierzy wymiaru 2 x 2 o wyrazach zespolonych, zwana pelna grupa
liniowa stopnia 2 nad C.

(5) Dla dowolnej grupy przemiennej (G, ¢a, 1, dg) i dowolnego zbioru niepustego S okreslamy
grupe przemienna (Map(S, G),%,&,%), ktorej nosnikiem jest zbior odwzorowan z S
w G z dzialaniem 2-argumentowym 52 indukowanym przez ¢, wedle formuly:

G2(f1, f2) + S— G s> 2 (fi(s), f2(s))

zapisanej dla dowolnych f1, fo € Map(S, G), z dziataniem 1-argumentowym é1 indukowanym
przez ¢1 wedle formuty:

o1(f) + S—G 1 s— 1 (f(5)),

zapisanej dla dowolnego f € Map(S,G), oraz z dzialaniem O-argumentowym ¢g in-
dukowanym przez ¢y wedle formuly:

50(0) 1 S —G s»—>¢0(o).

(6) Interesujacym uogolnieniem konstrukcji grupy symetrycznej, znajdujacym zastosowanie w
mechanice pltynéow (w kontekscie teorii mieszania chaotycznego), topologiczej kwantowej
teorii pola, topologicznej teorii informacji kwantowej (zajmujacej sie, m.in., rozwijaniem
koncepcji topologicznego komputera kwantowego) i niskowymiarowej topologii, jest grupa
warkoczy. Wykorzystujac jej prosta geometryczng realizacje, podamy ponizej jej definicje
opisowa, ktora pozwala uniknaé¢ przeciazenia pojeciowego. Czytelnik zainteresowany ry-
gorystycznym opisem grupy warkoczy i jej zastosowaniami w nowoczesnej fizyce i matem-
atyce moze siegnac¢ do opracowari specjalistycznych takich jak, np., [Tur94l, [PS97, [KT08].

Rozwazmy dwa n-elementowe zbiory, ¥, i X_, punktéw wspotiniowych lezacych na
dowolnej ptaszczyznie II c R*3, zakladajac przy tym, ze proste A, i A_ wyznaczone przez
zbiory ¥, i ¥_, odpowiednio, sa do siebie réwnolegle. Punktom ze zbioru ¥, przypiszemy
indeksy naturalne od 1 do n, w kolejnosci ich utozenia na prostej A., przy czym kierunek
wzrostu indeksu przyjmujemy wspoélny dla obu prostych. Warkocz o n pasmach to uktad
w utworzony przez n nieprzecinajacych sie ciezek (czyli odeinkéw krzywych) taczacych
punkty zbioru ¥, z punktami zbioru ¥_ w taki sposob, ze kazdy punkt zbioru X, jest
polaczony z doktadnie jednym punktem zbioru X_ (tj. warkocz zadaje permutacje zbioru
1,n, ktora liczbie k € 1,n indeksujacej punkt na prostej A,, z ktorej wychodzi $ciezka,
przyporzadkowuje liczbe bedaca indeksem punktu na prostej A_, w ktérym $ciezka ta sie

3
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koﬁczyﬂ), a ponadto na Sciezkach nie wystepuja petle i przeciecie kazdej prostej A c II
rownoleglej do A, ze zbiorem $ciezek jest albo puste (gdy A biegnie na zewnatrz obszaru
(paska) Z rozdzielajacego A, i A_), albo zawiera dokladnie n punktow (gdy A c Z).
Umawiamy sie przy tym, ze bedziemy utozsamiaé uktady $ciezek, ktére mozna nalozyé¢ na
siebie poprzez cigglq deformacje $ciezek w R*® zachowujaca punkty ich zaczepienia. Taka
deformacje okreslimy mianem izotopii warkocza. Zbior wszystkich klas [w] izotopii
warkoczy w o n pasmach bedziemy oznacza¢ symbolem B,,.

Warkocze przedstawiamy w postaci diagraméw warkoczowych stanowiacych rzut
warkocza na ptaszcezyzne I, na ktorym zaznaczamy sposob krzyzowania sie $ciezek (Sciezka
biegnaca z lewa na prawo moze przechodzi¢ powyzej lub ponizej $ciezek na prawo od niej).
Przykladem diagramu warkoczowego (dla warkocza o 4 pasmach) jest

— \K :
(\»\.\

[
2 3 4

1
o

— @

Odpowiada mu permutacja (14)(23). Nie jest natomiast diagramem warkoczowym (zaden
diagram zawierajacy jako poddiagram)

4

Jak jasno wynika z opisu ogdlnego i powyzszej ilustracji, réznica miedzy warkoczami a
indukowanymi przez nie permutacjami z &, polega na tym, ze w w procesie indukcji
tracona jest informacja o tym, czy Sciezka wychodzaca z punktu odpowiadajacego elemen-
towi nosnika permutacji opisywanej przez dany uktad Sciezek biegnie powyzej czy ponizej
Sciezek pozostalych na swej drodze ku obrazowi tegoz punktu wzgledem rzeczonej per-
mutacji. Roéznica ta, z pozoru drobna, ma kolosalne konsekwencje dla struktury grupy
zbudowanej na bazie warkoczy, ktéra opiszemy w nastepnej kolejnosci.
Grupa (Artina) warkoczy o n pasmach to czworka

(B, *,Inv, e —> 1)

zlozona z nastepujacych elementow:

e ‘B, to wprowadzony wczesniej zbior klas izotopii warkoczy o n pasmach;

e operacja 2-argumentowa * : BX2 — B, : ([wz],[wi]) — [w2 su_w;] pray-
porzadkowuje klasom izotopii warkoczy we 1 w; (traktowanych jako podzbiory w
niezaleznych kopiach R*3) klase izotopii warkocza ws ,U_ w; otrzymanego przez
utozsamienie, zaznaczone symbolem _, prostej A_ warkocza w; z prosta Ay
warkocza wo w taki sposob, ze punkty o tych samych indeksach przechodza na siebie,

1F’rzyjmujemy konwencje naturalistyczna, wedle ktérej ,wlosy rosna w dol”.

4
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np.

:
/
0
\///

e operacja l-argumentowa Inv : B, O : [w] — [R(w)] przyporzadkowuje klasie
izotopii warkocza w klase izotopii warkocza R(w) otrzymanego przez odbicie w w
prostej Ag c I réownoleglej do A, i lezacej w potowie odleglosci miedzy A, i A,

np.
1 2 3 4 1 2 3 4
° o _ o ° ° ° o~.__*
— _—
C %
R \ = :
\
/\ Q/
o o o e N . .
1 2 3 4 1 2 3 4

e element neutralny 1 wzgledem * bedacy klasg izotopii warkocza trywialnego zlozonego
z n odcinkéw (prostych) wzajem rownoleglych, z ktorych k-ty biegnie od punktu o
indeksie k na prostej A, do punktu o tym samym indeksie na prostej A_, np.

-0
Ne————————Q
we———————ow
me———————ep

Grupe warkoczy mozna takze zdefiniowa¢ w nieco bardziej abstrakcyjny, tj. czysto al-
gebraiczny sposéb, a mianowicie przez wypisanie zupelnego uktadu relacjiﬂ spelianych
przez zbior generatoréw grupy. Wychodzac od powyzszej reprezentacji geometrycznej,
jako generatory wybieramy klasy izotopii warkoczy o pasmach wychodzacych z punktow
o indeksach 7 € 1,n—1 oraz i+ 1 jednokrotnie skrzyzowanych ze soba w taki sposob,
ze pasmo wychodzcace z punktu o indeksie nizszym przechodzi na odno$nym diagramie
warkoczowym ponad pasmem o indeksie wyzszym, i o pozostalych pasmach niesplecionych,

% i+1 i+2
[ [

T !
| | Jo
noos | |

| |
| |
' '
-1 +

[ i+1 %

- ——————— =
Ne——————Q

Se———————e3

2

Generatory te spelniaja nastepujace relacje, wypisane dla dowolnych indekséow i€ 1,n -2
oraz j,keln-1,

[Tz] * [Ti+1] * [7_1] = [Ti+1] * [7—1] * [Ti+1] ,
li-kl>22 = [r;]*[m] =[] * [75].

2Zupe}noéé uktadu oznacza, ze dowolna relacja miedzy generatorami jest konsekwencja relacji z uktadu.

5
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Mozna wykazaé, ze dowolna grupa o n generatorach spetniajacych powyzsze relacje jest
kanonicznie izomorficzna z geometryczna grupa B, patrz: [KT08| Rozdz. 1].

(7) Przykladem grupy odgrywajacej istotna role w opisie topologii zbiorow, a wiec takze w
geometrii, jest grupa podstawowa 71 (X;z.) przestrzeni topologicznej X o bazie
x. € X (przestrzenie topologiczne sa omawiane na kursie analizy matematycznej, por.,
np., [Mau91l Rozdz.II] oraz [Die68, Rozdz. X1I| w polaczeniu z [Die65l Rozdz. 1)), ktorej
konstrukcje pokrotce tu opiszemy, odsylajac zainteresowanych dalszymi szczegdétami do
literatury zrodtowej, np., [Leelll Rozdz. 7]. Podstawowymi obiektami sa tutaj $ciezki w
X, tj. ciaglte odwzorowani

v I[:={0,1] - X,

na ktoére naktadamy dodatkowy warunek zamknietosci,

7(0) =7(1),
co ogranicza nasze rozwazania do petli w X. Petle o bazie z, € X to takie, dla korych
zachodzi
7(0) =z,

Wyrozniamy posrod nich petle state (o bazie z, € X) postaci

g, T — X  t—x,.

*

Na zbiorze Q(X;z.) petli o bazie x, € X okreslamy operacje o zwang mnozeniem (lub
skladaniem) petli, dang wzorem

o UX;z.)? — QX;zy) ¢ (71,72) — 11072,

B 71(2t)  dlatel0,1]
710 72(t) '_{ 1 (2t-1) dlate[g,1] °

jak rowniez operacje l-argumentows zwang braniem odwrotnosci (lub odwracaniem)
petli

QX z.) — QX xk) y— 7,

() =7 (1-1).

Na tym etapie konstrukcji pojawiaja sie dwa naturalne pytania: Czy mozemy — kierujac sie
intuicja algebraiczna — zdefiniowaé¢ na Q(X;z,) (lub na zbiorze prosto z nim zwigzanym)
strukture grupy indukowana przez powyzsze operacje? Czy mozemy — kierujac sie ta
sama intuicja — utozsamié¢ w jaki§ naturalny sposéb petle 1 i 72 r6znigce sie jedynie
reparametryzacja, tj. spelniajace tozsamosé

Y2=710°0
dla pewnego odwzorowania ciaglego
0: 10O, 00)=0 A o(1)=17

Twierdzacej (i konstruktywnej) odpowiedzi na oba pytania dostarcza koncepcja przejscia
od zbioru Q(X;xz,) do zbioru Q(X;z.)/ ~ klas abstrakcji wzgledem relacji homotopi-
Jjnej ré6wnowaznosci (albo inaczej homotopijnosci), przy czym petle 1,72 € Q(X; )
uznajemy za rownowazne, gdy istnieje homotopia przeprowadzajaca ~; na s, tj. odw-
zorowanie ciagle

H : IX2—>X

3Poj(;cie cigglosci jest dyskutowane na kursie analizy matematycznej, patrz, np., [Mau91l Rozdz.I11§7] i [Die65,
Rozdz. I1.11].

6
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o wlasnosciach
H(s,0) =71(s)

Vel : H(s,1) =7(s)

H(0,t) =z, = H(1,1)

Jak nietrudno pokazaé, petle rézniace sie reparametryzacja sa homotopijnie réwnowazne.
Ponadto definiujac operacje: mnozenie

x 2 UXg @)~ UXs ) ~— U X5 2) )~ ([nds [ele) — o]
oraz branie odwrotnosci
Inv : U(X;2.)) ~— QUX52.)/~: [7].—[7]-,
otrzymujemy strukture grupy na zbiorze klas homotopii petli o bazie .,
T (Xsa.) = (X @.) )~ *, Inv, 0 — [e5,].) -

Jest to zapowiedziana wczesniej grupa podstawowa X o bazie x, € X. W oczywisty sposob
pozwala nam ona skwantyfikowaé¢ elementarna ceche przestrzeni topologicznej X, jaka jest
jej jednospojnosé. O fizykalnym znaczeniu tej ostatniej przekonuje nas, m.in., mechanika
kwantowa czastek naladowanych (patrz na i pytaj o efekt Aharonowa—Bohma).

Uwaga 1. Dwa najbardziej rozpowszechnione zapisy dla grup to
e zapis multyplikatywny (¢2,d1,e) = ( =M,Inv= ()"}, 1) =(mnozenie, odwrotnos¢, je-
dynka), w ktérym wprowadzamy pojecie potegi

vneN\{O} ngG : gn =g-g-rg A g_" = g_l.g_l.....g_l’ ngG' : go =e,
———— ——
n razy n razy
o oczywistych wtasnosciach:
Vinnenn(oy Ygea = 9" 9" =g"" A Tnv(g")=g™".

e zapis addytywny (¢2,¢1,e) = (+=A,P=-(-),0) =(przeciwnosé, dodawanie, zero), w
ktorym wprowadzamy pojecie krotnosci
Voenfo} Vgea @ ngi=g+g+-+g A —ng:=(-g)+(-g)+-+(-g),

———
n razy n razy

(1) Voo : 0g:=0,

o oczywistych wtasnosciach:

vm,neN\{O} vgeG L mg+ng= (m + n)g A P(ng) =-ng.
Ten ostatni najczesciej stosuje sie w odniesieniu do grup przemiennych. Ponizej bedziemy (niemal)

konsekwentnie uzywaé zapisu multyplikatywnego.

Stwierdzenie 1. W dowolnej grupie element neutralny oraz element odwrotny do danego sa
okreslone jednoznacznie.

Stwierdzenie 2. Niechaj (G, ¢2 =-) bedzie potgrupa jak w Def.i niech e, bedzie lewostronnym
elementem neutralnym wzgledem ¢o, tj.

Vegeg €L 9=9,
a ponadto niech
Vye Igvec : 9 g=erL.
Wowczas

(i) Vg : g-9" =er.
(ii) ey jest elementem neutralnym wzgledem ¢ (obustronnym).
7
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Dowdd:

Ad (i) Zachodzi g*-(g-9") = (9"9)-g" =er-g" = g", zatem g-g" =er-(9-9") = ((9")" - 9")(99") =
(gV)V .gV — 6L~

Ad (ii) Na mocy powyzszego g-er =¢g-(g9"-9)=(9-9")-9g=er-g=g.

Podstawowe wlasnosci operacji ¢; = Inv zbiera

Stwierdzenie 3. W notacji (multyplikatywnej) Def.[3] zachodzi
(i) InvolInv=idg;
(ii) Invo M = M o (Inv x Inv) o 7¢;
(111) Vg’h’keg : gh:k <~ g:]ﬂ'h_l <~ h,:g_1~k,

Dowdd:
Ad (i) Aksjomat (G2) mozemy przepisa¢ w postaci
Yoec 1 g-9 =,

a stad wynika, ze g jest odwrotnosciag g~ (por. Stw., co w $wietle Stvv. daje teze.
Ad (ii) Sprawdzamy, dla dowolnych g,h € G, 7ze h™'-g7! jest — w istocie — odwrotnoscia g - h,
(gh)(h_lg_l) :g.(h.h_l).g_l :g.e.g_l :g.g_1 =e,
co daje teze na mocy Stw.[l}
Ad (iil) g-h=k < g=g-e= g-(h . h’l) =(g-h)-h™! = k-h~!. Drugiej rownowaznosci dowodzimy

analogicznie.
O

Definicja 4. Niechaj (G, ¢2 = -, ¢1,00) bedzie grupa i niech S ¢ G bedzie podzbiorem jej nosnika
o wlasnosci

. _ .k k kn

Vgeg 3 nennfoy P g=xyt Tyt
ki,k2,...,kn€Z
T1,T2,...,Tn€S

przy czym dla dowolnych g€ G i k € Z mamy
g-g-aa-ag gdyk>0

—_—
k razy

gk: g_l.g_l.....g_l gdyk<0

e gdy k=0
Wowczas S nazywamy zbiorem generatoréw grupy G, o samej za$ grupie mowimy, ze jest
generowana przez zbior S, co zapisujemy jako
G=(S).
Przyktady 4.
(1) Grupa symetryczna na zbiorze X jest generowana przez zbior wszystkich transpozycji,
tj. permutacji postaci
z, gdyx¢{$07y0}
T:Eo,yg :Xo:x'—> yOa gdyx:xo
zo, gdy z=1yo
Stwierdzenie to byto dowodzone na pierwszorocznym wykladzie z Algebry.
8
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(2) Grupa reszt modulo n e N\ {0} (z dodawaniem modulo n) jest generowana przez element
[1]n-
Definicja 5. W notacji Def. podgrupa grupy (G, 2, ¢1,00) to czworka (H,po, d1,P0), W
ktorej H jest podzbiorem G o nastepujacych wtasnosciach:
(SG1) ¢o : H*? — H c G}
(SG2) ¢1 : H— HcQG.
Mowimy, ze operacje grupowe ograniczone do H domykaja sie w H.
Przyktady 5.
(1) Podgrupa
Z(G)={2eG | Vgec : g-2=2-9}
okreslana jest mianem centrum grupy G. W szczegélnosci dla G przemiennej zachodzi
Z(G)=G.
(2) Grupa ( Y1, -¢,5 (1, O)) pierwiastkow stopnia n € N\{0} jest podgrupa grupy (U(1),c,, (1,0)).
(3) Grupa ortogonalna stopnia 2 nad R o nosniku
O@2,R):={ MeGL(2,R) | M"-M=({9)=M-M"},

zdefiniowanym w terminach operacji transpozycji macierzy
T
(28) =(ia
ktory wyposazamy w operacje indukowane z pelnej grupy liniowej nad R (zdefiniowane;j
analogicznie do pelnej grupy liniowej nad C z Przykl.(4)), jest podgrupa tejze.

(4) Podgrupy grupy homografii Hom(C) uzwarconej plaszczyzny zespolonej C := Cu{oo},
tj. odwzorowan postaci

a-z+b

h:COD: z+— a,b,e,deC, a-d-b-c#0,

c-z+d’
to, m.in., grupa jednoktadnosci plaszczyzny o $rodku (0,0) (czyli skalowan), tj. odw-
zorowan postaci

Jooy : CO:zV— Xz,  AeR",
grupa przesunie¢ na plaszczyznie, tj. odwzorowan postaci

Tvy00) CO: 2z 2+ (v1,v2),

oraz grupa obrotoéw plaszczyzny o $rodku (0,0), tj. odwzorowan postaci

R?o,o) :CO: zr—e? 2z, feR.

Latwo mozna pokazaé, ze zbior wszystkich opisanych wyzej jednokladnosci, przesunieé i
obrotéw, uzupeliony o inwersje

I:CO: z+— 271,
generuje grupe Hom(C).
(5) Przyklady arytmetyczne: (Z,+),(Q,+) i (R,+) to podgrupy (C,+c¢); (Q*,-) i (R*,")
to podgrupy (C*,c); (Qs0,-) to podgrupa (Rso,).
(6) Niechaj (G, ¢2 =-,¢1 = (-)7, ¢9) bedzie grupa i niech A, B c G beda podgrupami G. Ko-
mutant podgrup A i B to podgrupa [A, B] c G generowana przez wszystkie elementy
G postaci

l9.h]:=g-h-g" ", g heG,

zwane komutatorami. W szczegdlnosei, grupa [G,G] = G’ nosi miano komutanta (lub
inaczej pochodnej) grupy G. Jasnym jest, ze grupa G jest przemienna, gdy jej komutant
jest trywialny. Przykladem komutanta jest grupa alternujaca na zbiorze X,

(2) Ax = [6x,6x].
9
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Wkroétce zapoznamy sie z alternatywna definicja tej podgrupy, wystowiona w terminach
znaku tworzacych ja permutacji.

Stwierdzenie 4. Kazda podgrupa grupy danej jest grupa.
Uzyteczne wlasnosci podgrup zbiera

Stwierdzenie 5. Niechaj (G, ¢2,d1,¢0) bedzie grupg i niech A, B,C ¢ G beda podgrupami G,
przy czym C c B. Woéwczas

(i) An B jest podgrupa G.
(iil) (AnB)-C=(A-C)nB (Prawo Dedekinda).
(ii) (AnB=AnC A A-B=A-C) = B=C.

Przejdziemy teraz do dyskusji odwzorowan miedzy grupami, ktére zachowuja strukture grupy.

Definicja 6. W notacji Def.homomorﬁzm grupy (GM, qzﬁgl), (bgl), (;5(()1)) w grupe (G®, (bgz),

52) , 82)) to odwzorowanie

Y a ., @

o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny (wypisany wraz z rownowaznym zdaniem log-
icznym):

o)
G x g %2 a
. (1)
(GH) XXXL J{X = vg,heG . XO(Q(Z? (gvh) .
=y (x(g9),x(h))
G2 x G2 G(2)
o8>

Jak poprzednio w oczywisty spos6b wyrézniamy
e monomorfizmy (homomorfizmy injektywne, G(1) = G(?));
e epimorfizmy (homomorfizmy surjektywne, G = G());
e izomorfizmy (homomorfizmy bijektywne, G =% G(2));

e endomorfizmy (homomorfizmy wewnetrzne, G® =g O);
e automorfizmy (bijektywne homomorfizmy wewnetrzne).

Przyktady 6.

(1) Odwzorowanie Z/2Z — Z[AZ : [k]a — [2k]4 jest monomorfizmem.

(2) Odwzorowanie O(2,R) — /1 : (‘Z Z) —>a-d—b-c jest epimorfizmem.

(3) Odwzorowanie /1 —> Z/nZ : %" > [k]n, ne N~ {0,1} jest izomorfizmem.
(4) Odwzorowanie

. id{m_’y’z} s gdy o € Ql{z’y’z}
Slaysy O 00— { Ta,y w przeciwnym przypadku

jest endomorfizmem &y, .}
(5) Odwzorowanie Z/(2n+1)Z O : [k]ans1 — 2[k]2n+1 jest automorfizmem.
(6) Przyklady arytmetyczne (opuszczamy oczywiste elementy struktury):

10
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(G0,857) | (62,65 X typ
(Rso,-) (Rs0,-) P — g € Q | injektywny endomorfizm
(Rso,-) (R, +) x+—logx izomorfizm
(R, +) (Rso,-) z— e \eR” izomorfizm
(C*,¢) (C*,¢c) Zr—Z automorfizm
(C,+c) (C,+¢) Z2—Z j/w
(C*,c) (Rso,-) z— |z epimorfizm
(R, +) (U(1),¢) |z e?® NeR> epimorfizm

(7) Kazda podgrupa H c G zadaje kanoniczny monomorfizm jg : H < G, zwany standar-
dowym wlozeniem, ktory utozsamia elementy H traktowanego jako niezalezny zbioér z
tymi samymi elementami H traktowanego jako podzbior G.

(8) Operacja l-argumentowa ¢; : G O zadaje izomorfizm miedzy grupa G a przeciwng do
niej.

Proste wlasnosci homomorfizmu w odniesieniu do pozostalych elementéw struktury grupy zbiera

Stwierdzenie 6. W notacji Def.[f] ponizsze diagramy sa przemienne:

(i) (transport elementu neutralnego)

oM

{o} G
ele)

(ii) (zgodno$¢ z braniem odwrotnosci)

(1)
a T s

(N

el®) ele

¢
Dowdd:

Ad (i) X(e(l))-(g)x(e“)) = X(e(l)-(l)e(l)) = x(eM), ale GP) jest grupa, wiec istnieje y(e(*)™! e
G® | a zatem

x(e) = €@ x(e™) = x (€M) () x(e) @) x(e™)

M) = @ |

x(eM) ) x(e
Ad (ii) Sprawdzamy, dla dowolnego g€ G, ze x(g7!) jest — wobec powyzszego — odwrotnoscia
x(9);
X(0™) @ x(9) =x(g7" 1y 9) = x(e) =),
11
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CO na mocy Stw. daje teze.

Mamy tez oczywiste acz wazne

Stwierdzenie 7. Kazdy monomorfizm jest izomorfizmem dziedziny na jej obraz wzgledem tego
monomorfizmu.

Szczegblny typ homomorfizméw grup opisuje

Stwierdzenie 8. Niechaj (G, ¢2, ¢1,¢0) bedzie grupa, Aut(G) zas — zbiorem jej automorfizmow.
Woéwcezas czworka

(Aut(G)a , (')_17 {.} — idG)

jest grupa, okreslana mianem grupy automorfizméw G.
Odwzorowania postaci

Ady, : GO : g—h-g-h7, heG,

sg automorfizmami G, zwanymi automorfizmami wewnetrznymi. Tworza one podgrupe

Inn(G) c Aut(G) okreslana jako grupa automorfizméw wewnetrznych G. Kazdy auto-

morfizm z Aut(G) \ Inn(G) okreslamy mianem automorfizmu zewnetrznego.
Odwzorowanie

(3) Ad. 1 G—Inn(G) : g— Ad,
jest epimorfizmem grup.
Mamy oczywiste

Stwierdzenie 9. Grupa automorfizméw wewnetrznych grupy przemiennej jest trywialna.

Przyktady 7.
(1) Grupa Z/5Z, jako grupa przemienna, nie posiada nietrywialnych automorfizmow we-
wnetrznych. Jej grupa automorfizméw to — jak latwo stwierdzi¢ na podstawie analizy
mozliwych obrazow generatora [1]5 wzgledem endomorfizmu —

AW(Z/5Z) ={ ¢n = ZISZ O : [k]s —nlk]s | nel,d}=2Z/AZ.
(2) Vaen,, @ Inn(6,) 26, oraz Vv, ey @ Aut(S,) = Inn(6,).
W dalszej czesci wykladu dokonamy bardziej wnikliwej analizy struktury homomorfizmu grup.
Definicja 7. W notacji Def.[f] jadro homomorfizmu to podzbior
kerx={geG" | x(g)=¢?},
natomiast obraz homomorfizmu to podzbior
imx={geG® | 3o : g=x(h) }=x(GV).

Stwierdzenie 10. W notacji Def.|§|i ker x jest podgrupa G,

Dowod:
(1) g,hekerxy = x(g-1)h) =x(9) @) x(h) =e® 5y e® =e® — g.qyhekery.
(2) gekery = x (Inv(l)(g)) =Inv® (x(9)) =Inv@ (@) = @ — InvV(g) e ker .
O

Stwierdzenie 11. W notacji Def.|§|i imx jest podgrupa G®,

Dowdd:
12
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(1) gheimyx < 3, pcm : (g=x(a) A h=x(b)) = g2 h=x(a) @ x(®) =
x(a-1yb) eimy.
(2) geimy <= I : g=x(a) = InvP(g) =Inv?® (x(a)) = x (Inv(l)(a)) €1im x.
U

Przyktady 8.
(1) Jadrem epimorfizmu z przykladu [6](2) jest grupa specjalna ortogonalna stopnia 2
nad R, o nosniku dopuszczajagcym naturalng parametryzacje:

SO(2,R):={ (<8, 5m0) | geR}.

—sinf cos6
(2) Jadrem epimorfizmu |-| z przyktadu [6](6) jest podgrupa U(1) c C*.
(3) Jadrem epimorfizmu ™, X € R* jest podgrupa 27” Z cR.
(4) Jadrem epimorfizmu Ad. ze Stw.jest podgrupa Z(G) c G.

Przyjrzymy sie blizej jadru homomorfizmu.

Stwierdzenie 12. W notacji Def.|§| i[7] x jest monomorfizmem <= kery = {e(}.

Dowdd:
= x(eM) =e® zatem x(g) =e® implikuje g =e) wobec injektywnosci .
< x(g9) = x(h) = X(g-(l) Inv(l)(h)) = e(?) ale wobec trywialnosci kery to implikuje

g-(1) Inv(l)(h) =eM czyli g =h.
O

2. WARSTWY I GRUPY ILORAZOWE
Przypomnijmy nastepujace pojecie znane z kursu analizy matematyczne;j.

Definicja 8. Niechaj X,Y beda zbiorami i niech bedzie dane odwzorowanie f : X — Y.
Poziomica (albo przeciwobraz) podzbioru Z c f(X) wzgledem [ to podzbior

U2 = {aeX | f(2)eZ}.
Stwierdzenie 13. W notacji Def.[6] [7] i
ker y = x ! ({6(2)}) .
Odpowiedzi na pytanie o postaé¢ pozostalych poziomic dostarcza
Stwierdzenie 14. W notacji Def.@ @ oraz i dla dowolnego g € GV stuszng jest formuta
X {x@N={g-qh | hekerx}=gkery.

Dowdd: wex™ ({x(9)}) = x(2) =x(9) = x (v (g)-1)z) =@ = v (g)-ywe
kerx <= Jnekery : T=g-(1) h. U

Powyzsza analiza dopuszcza nastepujace uogélnienie.
Definicja 9. W notacji Def.[f] warstwa lewostronna wzgledem podgrupy H w grupie G
to zbiér

gH:=={g-h | heH}
dla pewnego g € GG. Analogicznie definiujemy warstwe prawostronna wzgledem podgrupy
H w grupie G,

Hg:={h-g | heH}.
13
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Stwierdzenie 15. W notacji Def.[5] i [9] zachodzi
V!JEG : |gH| = ‘H|7

przy czym |X| oznacza moc zbioru X.

Dowdd: Pozadana bijekcja to
H—gH : h—g-h.

Definicja 10. W notacji Def.|§| indeksem (lewostronnym) podgrupy H w grupie G nazy-
wamy moc zbioru warstw (lewostronnych) wzgledem H w G,

(G:H):=[{gH | geG}|.
Stwierdzenie 16. W notacji Def.[5]i[J relacja na G zadana, jak nastepuje:
a~gb < acbH,

jest relacja réwnowaznosci.

Dowad:
(1) Na mocy Stw. e € H, ale w takim razie a =a-e€aH, zatem a ~p a.
(2) a~gb <= Fpeg : a=b-h = b=a-h"!, ale na mocy Stw. heH = hleH, co
w sumie oznacza, ze beaH, czyli b~p a.
(3) aNHb N bNHC <~ ththEH : (a:b-hl A b:C'hg) — a=C'(h1'h2)E
cH <— a~gec.

O

Corollarium 1. Dowolna podgrupa grupy danej zadaje rozklad tej ostatniej na sume roztaczna
rownolicznych warstw (wzgledem tejze podgrupy).
Przyklady 9.
(1) Rozklad grupy Z/6Z na warstwy wzgledem podgrupy {[0]e,[3]6} 2 Z/2Z to
Z|6Z = ([0]6 +6 Z/2Z) u ([1]6 +6 Z/2Z) U ([2]6 +6 Z/27) .
(2) Rozktad grupy &x na (lewostronne) warstwy wzgledem podgrupy 2x to
GX = idx QlX U Tzo,90 le,
przy czym para (g, Yyo) (nietozsamych) elementéw X jest wybrana dowolnie.
(3) Rozktad grupy O(2,R) na (lewostronne) warstwy wzgledem podgrupy SO(2,R) to
O(2,R)=(§1) SO(2,R)u (5 5) SO(2,R).
(4) Prostej ilustracji geometrycznej pojecia warstwy dostarcza teoria liczb zespolonych. Ustalmy
(%0,y0) € C*, a wtedy zbior
R.(z0,y0) ={ A-(z0,50) €C | AeR}

jest wyposazony w naturalng strukture grupy (przemiennej) wzgledem operacji (+¢,—(+),
e —> (0,0)). Grupa ta jest izomorficzna z R, a jej geometrycznym przedstawieniem
jest prosta na plaszczyznie R? przechodzaca przez punkty o wspoirzednych (0,0) i
(x0,Y0). Warstwy wzgledem tej podgrupy reprezentujg proste rownolegte do tej ostatniej.
W szezegolnosed, dla (zg,yo) := (1,0) otrzymujemy rozklad (rozwarstwienie) plaszczyzny
zespolonej na rodzine prostych

C= L{{ ((0,y) +c R.(1,0)) .
! 14
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Warto réwniez przytoczy¢ w formie prostego wniosku z dwoch ostatnich stwierdzeri dosé nieoczeki-
wang wlasnosé grup skonczonych.

Corollarium 2. (Twierdzenie Lagrange’a) Przyjmijmy notacje Def. i Woéwcezas zachodzi
tozsamosé

(4) Gl =1H|-(G : H).
W szczegolnosdci wiec moc dowolnej podgrupy grupy skonczonej jest dzielnikiem mocy grupy.
Tytulem ilustracji nietrywialnych konsekwencji Tw. Lagrange’a, rozwazymy obecnie

Corollarium 3. Niechaj G bedzie grupa, g zas — jej dowolnym elementem. Zdefiniujmy rzad
elementu g jako

ord(g) :=min{ N e N* | gV =e }.
Zachodzi
ord(g) [1Gl,

tj. rzad dowolnego elementu grupy skoriczonej jest dzielnikiem rzedu grupy.

Dowdd: Liczba ord(g) jest rzedem podgrupy generowanej przez g,
ord(g) = (g) -

Nastepnie dowodzimy

Corollarium 4. Niechaj G bedzie grupa rzedu |G| = p, gdzie p € N* jest liczba pierwsza.
Wowczas G jest cykliczna, tj. generowana przez swoj dowolny element g # e,

(5) G=(g)-

Dowdd: Rozwazmy dowolny element g # e grupy G. Skoro (g) 3 g,e, to |{g)| > 1, ale tez — w
swietle Cor.[3]— |(g)||p, co wobec pierwszosci p implikuje |(g)|=p, czyli tez tozsamosé¢ (B). O

Na koniec — wynik z innej beczki, zaczerpniety z niej przy uzyciu Tw. Lagrange’a wlasnie:

Corollarium 5 (Tw.Fermata). Niechaj p € N* bedzie liczba pierwsza, n za§ — dowolna liczbg
calkowita. Wowcezas zachodzi kongruencja

nP

=n modp.
Dowdd: Rozwazmy ciato Z, reszt modulo p. Po usunieciu zen reszty zerowej [0], otrzymujemy

grupg o nosniku Z; z mnozeniem mod p jako operacja binarng (patrz: Zad. dom. 6). Jest to grupa

rzedu |Zy] = |Zy| - {[0]p} = p-1.
Jesli [n], = [0]p, to jest tez [nP], = [n]b = [0]) = [07], = [0], = [n]p, czyli n” =n mod p,
pozostaje zatem rozpatrze¢ przypadek [n], # [0],. Wowezas [n], € Z,, przeto na mocy Cor. (3| jest

p-1=k-ord([n],) dla pewnego ke N*. Wobec tego zachodzi réwnosé [n]h™" = ([n]zrd([n]P))k =

[1]F = [1¥], = [1],, ktora implikuje pozadang réwnosé [n]L = [n]2~! -, [n], = [1],+p [n]p = [1-n], =
[n]p- 0

W dalszej czesci wyktadu dokonamy abstrakeji pewnej oczywistej cechy podgrupy ker x (zadanej
przez dowolny homomorfizm grup x), ktora pozwoli precyzyjniej scharakteryzowaé kazda taka
podgrupe.
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Stwierdzenie 17. W notacji Def.[5} [6] [7] i [0] zachodzi
Vg ¢ gy kerx =kerx-1yg,

albo — réwnowaznie —

Ve g1y kerx (1) Inv(1)(g) = kerx.

Dowdd: Niech g € GV, a wtedy h € kery — X(g-(l) b1y Inv(l)(g)) = x(9) 2 x(h) (2
x (v (9)) = x(9) @) e@) @ x(Ivay(9) = x(9) <@ x (Ivay(9)) = x(g-q) vy (g)) =
x(eqy) = e2), zatem g-(1yker x-(1yInv(1)(g) c ker x. I odwrotnie, niech h € ker x, a wtedy zachodzi
— w konsekwencji poprzednio udowodnionego zawierania — h = g (1) (Inv(l)(g) ‘() P g) (1)
Inv(1)(9) € g-1) ker x (1) Inv(1)(g).

Definicja 11. W notacji Def. i |§| dzielnik normalny (albo inaczej podgrupa normalna)
grupy (G, ¢a,01,60) to jej podgrupa (o nosniku) H c¢ G o wlasnosci
Veeqg + gHc Hg.
Rownowazna definicja to
Vgea gHg_1 cH,
czyli tez — wobec dowolnosci g (obok ktérego mozemy rozwazaé g—1) —
Vgeq gHg ' =H.

Przyktady 10.
(1) Dla dowolnego n € N podgrupa nZ (wielokrotnosci n) jest dzielnikiem normalnym Z.
(2) Podgrupa [G,G] dowolnej grupy G. Istotnie, dla dowolnych elementéw z,g,h € G za-
chodzi tozsamosé

Adx[g7h:| = [xgah] ' [h,l’] € [GaG] :
W szczegoblnosci zatem grupa alternujaca na zbiorze X jest dzielnikiem normalnym grupy
symetrycznej na X.
(3) Podgrupa Znn(G) c Aut(G) automorfizméw wewnetrznych dowolnej grupy G. Wynika
to z oczywistej tozsamosci

Vyeaut(c) @ x°Adgox ' =Ad
geG

x(9) S Inn(G) .

Prawdziwe jest ogdlne
Stwierdzenie 18. Kazda podgrupa grupy przemiennej jest normalna.
Dyskusja istnienia dzielnikéw normalnych grupy danej prowadzi do naturalnej

Definicja 12. Grupa prosta to taka, ktéra nie posiada podgrup normalnych wtasciwych i ni-
etrywialnych, tj. ré6znych od calej grupy i od podgrupy trywialnej.

Przyklady 11. Grupa alternujaca na zbiorze X o mocy |X|# 4.

W przypadku ogélnym pokazemy, ze kazdy dzielnik normalny jest jadrem pewnego homomorfizmu,
co doprowadzi nas do pojecia grupy ilorazowe;j.

Stwierdzenie 19. W notacji Def.[p] 0]i[I1]struktura grupy na grupie G i jej dzielniku normalnym
H c G indukuje naturalna strukture grupy na zbiorze warstw (lewostronnych, a wiec tez — w tym
przypadku — prawostronnych)

G/H={gH | geG}
okreslona, jak nastepuje (ponizej g,g1,92 € G sa dowolne)
e mnozenie: g1H © goH =1 H - g2 H;

e odwrotnosé: Invgy(gH) = g H;
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e jedynka: 1g g :=H.

Dowdd: Pokazemy najpierw, ze g1H,goH € G/H —> ¢g1H ® goH € G/H. Istotnie,
g HogH = {gi-hi-g2-ha | hi,hoeH }={g1-92-(95" ‘h1-92)-ho | hi,ho€eH }

= {gi-g2hi-hy | hihoeHY}={g1-g2-h | heH}=(g1-g)HeG/H,

przy czym przedostatnia rownos¢ wynika z tozsamosci H - H = H. Lacznosé dzialania grupowego
- implikuje natychmiast tacznosé¢ o.

Wobec powyzszego jest tez ¢ *H ® gH = H, a ponadto gH ® H = gH, czyli — istotnie — H jest
elementem neutralnym © i g~ 'H jest odwrotnoscia gH. O

Definicja 13. W notacji Def.i@oraz Stw.grupa ilorazowa grupy (G, ¢2, ¢1,00) wzgledem
dzielnika normalnego H to grupa

(G/H,@,InvG/H, {o} — H) .
Homomorfizm kanoniczny grupy G w jej grupe ilorazowa G/H to odwzorowanie
g G>G[H : g— gH.

Bywa ono tez nazywane rzutem kanonicznym modulo H.
Przyktady 12.
(1) Opisana wezesniej struktura grupy (przemiennej) na zbiorze Z/nZ reszt modulo n € Nx{0}
(z dodawaniem modulo n) to struktura grupy ilorazowej na zbiorze warstw w Z wzgledem
dzielnika normalnego nZ.
(2) Grupa automorfizméw zewnetrznych (zwana takze — bardziej adekwatnieﬂ — grupa
klas automorfizmoéw)

Out(G) = Aut(G)/Inn(G) .
3. CIAGI DOKLADNE I ROZSZERZENIA GRUP
Para homomorfizméw (jg, G/ 1), ktora zapiszemy w postaci
H-2 6, il
spelnia oczywista relacje
kermg g =imjy .

Wyraza ona, w polaczeniu ze Stw.[17] zapowiedziane wczesniej utozsamienie pomiedzy dzielnikami
normalnymi a jadrami homomorfizméw. Jej abstrakcje opisuje

Definicja 14. Niechaj (G(“),¢§a) io‘)vfbfﬁ)), o € {1,2,3} bedzie trojka grup i niech x(s)
GP) — @B+ B e{1,2) bedzie parg homomorfizméw grup. Piatke

o a®

nazywamy ciagiem dokladnym (grup), jezeli

X(1) X(2)

a®

ker x(2y =im x(1) -

Ogolniej, przeliczalna rodzina grup {G,}nez 1 stowarzyszonych homomorfizméw opisana dia-
gramem

X(0) G(l) X(1) G(2) X(2) X(n-1) G(n) X(n)

nosi miano ciggu dokladnego, jesli

Vietn=a ¢ KerX(ke1) = imx (k) -

4Naleiy zauwazy¢, ze elementami Out(G) nie sa automorfizmy zewnetrzne G, lecz ich warstwy w Aut(G).
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Krotki ciag dokladny to ciag doktadny szczegdlnej postaci

X(1)

1-—ac® G@ X®  ~3) 1,

w ktorym spetniona jest koniunkcja warunkéw:

(1) x(1) jest mono;

(2) x(2) jest epi;

(3) kerx(a) =im x(1).
Trojke (G(z),X(l),X(g)) nazywamy wtedy rozszerzeniem grupy G®) przez grupe G\ Przy
tym ilekro¢ im x) ¢ 27(G®), moéwimy o rozszerzeniu centralny (mozliwym wtedy tylko,
gdy G jest przemienna).
Przyklady 13. Niechaj (G, p2,d1,00) bedzie dowolna grupa, H c¢ G za$ — jej dzielnikiem
normalnym. Wéwczas diagram

(6) ]_—>HJ—H>GTFGJ>G/H—)1
zadaje krotki ciag doktadny. Kazdy ciag dokladny tej postaci bedziemy odtad nazywaé normal-
nym ciggiem dokladnym. Waznym przyktadem takiego ciagu jest

J2nz TR/27L

1—27Z —R R/277Z — 1,

w ktorym 277 i R nalezy rozumieé jako nosniki struktury grupy zadawanej przez dodawanie liczb
(rzeczywistych). Wobec oczywistej relacji

kere" = 277
wypisanej dla epimorfizmu grup z Przykl.@(G), dostajemy — na mocy TW. -
R/277Z =2 U(1),

co pozwala przepisa¢ powyzszy normalny ciag dokladny w postaci powszechnie spotykanej w lite-
raturze, tj.

1—27Z—R—U()—1.

Ciagi doktadne odgrywaja istotng role w analizie niektérych zagadnien algebry homologicznej oraz
(nie bez zwiazku z poprzednim) w dyskusji rozszerzen algebr i grup Liego, spotykanych w fizyce.

Na koniec tej czeéci wykladu omoéwimy wazne przyktady homomorfizméw indukowanych i
kanonicznych, ktore

e pozwalaja nam lepiej zrozumieé¢ kanoniczna strukture dowolnego homomorfizmu grup,
wzglednie

e wytyczaja prosta droge ku fizykalnie nader istotnej konstrukeji iloczynu poétprostego grup,
wzglednie

e ustalaja naturalng hierarchie w zbiorze grup ilorazowych wzgledem dzielnikéw normalnych
grupy dane;j.

Zaczniemy od twierdzenia podsumowujacego dyskusje struktury jadra homomorfizmu.

Twierdzenie 1 (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie). W notacji Def.|§|7 mioraz Stw. ker x
jest dzielnikiem normalnym G, a nadto istnieje kanoniczny izomorfizm grup

GW [ker x 2 im y.
Dowdd: Pierwsza czes¢ twierdzenia wynika wprost ze Stw.[I7] zajmiemy si¢ przeto czescia druga.
Zdefiniujmy odwzorowanie
Ay GW [ker y — imx : gkerx — x(g).

5Rozszerzenia centralne grup odgrywaja istotna role w opisie symetrii kwantowej teorii pola.
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Latwo wida¢, ze definicja ta ma sens (tj. nie zalezy od wyboru reprezentanta warstwy), bowiem
dla dowolnego h € gker x zachodzi — wobec Jpekery : h=g-(1)k — tozsamos¢

(7) x(h) = x(g-(1) k) = x(9) “2) X(k) = x(9) "2y ¥ = x(g) -

Odwzorowanie to jest jawnie surjektywne, gdyz h e imy = 3J,cm : h=x(g) = A\ (gkerx),
czyli im Ay =imy.
Jest ono takze injektywne, co wynika z nastepujacego rozumowania (wykorzystujacego Stw.:

A(gkery) = = x(g)=e® <= gekery < gkerx =kery,

czyli ker A\, = {ker x}, a ker x jest elementem neutralnym w grupie G [ker x.
Na koniec przekonujemy sie, ze A, jest homomorfizmem grup,

Me(grkerx@gakerx) = A(g1-1)g2kerx) =x(91 1) 92) = x(91) -2y x(g2)

= A(grkerx) -(2) Ay (gakerx).

Prosta konsekwencja powyzszego twierdzenia jest

Corollarium 6. Niechaj (G, ¢a,d1,¢0) bedzie grupa i przyjmijmy notacje Przykl.(l), Stw.i
oraz Def.[13] Istnieje kanoniczny izomorfizm grup

Inn(G) 2G/Z(G).

Dowdd: Na mocy Stw.[§| oraz Przyk!.[§|(4) zachodzi
imAd. = Znn(G) A ker Ad. = Z(G).
]

Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie pozwala réwniez dokonaé kanonicznego rozktadu dowolnego
homomorfizmu.

Twierdzenie 2 (O uniwersalnoéci rzutu kanonicznego). W notacji Def.[6] [7]i[13] oraz Stw.[19] (dla
H = ker x) istnieje doktadnie jeden monomorfizm indukowany

¥ : GY/kery » G?

o wlasnosci
(8) X =X © TGO jker -
Indukuje on — wedle Tw.[I] - izomorfizm

Ay G [ker y — im
co pozwala roztozy¢é x w postaci

X = Jimx © Ax © TG /ker x »
gdzie Jim, @ imy = G® jest standardowym wlozeniem.
Dowdd: Istnienie A, jest oczywista konsekwencja injektywnosci ¥ — patrz: Stw. Roéwniez

Jednoznacznos¢ okreslenia X jest poza wszelka watpliwoscia wobec surjektywnosci mga) jier - Po-
zostaje zatem wykazaé¢ istnienie ¥. Postulujemy

X2 GO /kery — G : gkery — x(g).

Powyzsza definicja ma sens, albowiem dla innego wyboru reprezentanta h = g -1y k € gkerx
dostajemy

x(h) =x(9),
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por. (7). Ponadto, jak tatwo widaé, X jest homomorfizmem. Pozostaje upewnié sie, ze jest to
odwzorowanie injektywne, pamigtajac, ze 150 jkery = ker x. Zachodzi

N(gkery) =e®  «—  x(g9)=e® = gekery < gkery=kerx

<= kery={kerx}.

Kolejnym waznym wynikiem jest

Twierdzenie 3 (Drugie twierdzenie o izomorfizmie). Niechaj (G, ¢2, ¢1, ¢o) bedzie grupa i niech
H,K c G niosg strukture podgrupy G, przy czym zaktadamy, ze H jest normalna. Woéwczas
K -H c G jest podgrupa, K n H c G jest podgrupa normalna, a ponadto istnieje kanoniczny
izomorfizm grup ilorazowych

K-H/H=K/(KnH).

Dowdd: Sprawdzimy najpierw, ze K - H jest podgrupa.
(1) Niechaj (ki,h1),(k2,h2) € K x H, a wtedy — wobec Vg : gHg™' = H — zachodzi
ki-hi-ky-ho=(ky-ko)-(k3'-hy-ko-hy)eK-H.
(2) Niech teraz (k,h) e K x H. Skoro K i H sa podgrupami, to takze (k™',h™1) e K x H, a
zatem — wobec normalnogci H — znajdujemy (k-h)'=h 'kt =kt (k-h k) e K-H.
W nastepnym kroku rozpatrujemy odwzorowanie
o : K— (K-H)/H : k—(k-e)H =kH

ktore jest dobrze okreslone, gdyz H = eH c K - H jako podgrupa normalna. Latwo widaé, ze ¢
jest homomorfizmem,

(k1 ko) = (k1 -ke)H = k1 H © ko H = (k1) © p(k2),
a przy tym jest surjektywne, bowiem
g=k-he K-H — p(k)=kH=(k-h)H =gH .
Jadro epimorfizmu ¢ wyznaczamy w rachunku
wk)=H < kH=H < keH,
ale tez k € K, zatem
kerp=KnH,

co zarazem pokazuje, ze KnH jest podgrupa (na mocy Stw.[10). Tw.[l]odniesione do ¢ przesadza
o istnieniu pozadanego izomorfizmu kanonicznego,

K/(KnH)=K/kerpzimp=(K-H)/H.

4. TLOCZYN POLPROSTY GRUP W ALGEBRZE I GEOMETRII

Powyzsze twierdzenie, pozornie dosé abstrakcyjne, opisuje szeroka klase fizykalnie istotnych
struktur okreslanych mianem iloczynéw (pot)prostych grup. Dla ich omowienia konieczne bedzie
wprowadzenie dodatkowych pojeé, ktére poprzedzimy uwaga o charakterze ogélnym. Beda nas
ot6z interesowaé grupy o strukturze iloczynowej

G=H K
20



Grupy — struktury i konstrukcje elementarne (TG ’23/24 1.1, 1.II & 1.III [rrS])

z jednoznacznym rozkladem na czynniki (z H i K) oraz prostym prawem rozktadu dla wyniku
operacji grupowej ¢o. Motywacji do tego typu rozwazan dostarcza intuicyjny przyklad geome-
tryczny. Oto mozna pokazaé, ze dowolny ruch euklidesowy na plaszczyznie R? (tj. przeksztalce-
nie plaszczyzny na siebie zachowujace odleglosci pitagorejskie) jest zlozeniem przesuniecia Ty o
pewien wektor V' iobrotu Ry o pewien kat 6 (czasem uwzgledniamy jeszcze odbicia) wzgledem
wyroznionego punktu plaszczyzny (np. tego o wspolrzednych (0,0)),

R2—R? : 2 Ryz+V = (Ty,Rg) > .

Powstaje naturalne pytanie o strukture grupy na zbiorze par (v, Rp), na ktore odpowiedz daje
prosty rachune

(Tvz’R92)o(TV1>R91)‘>‘r = (TVZ,Rgz)D(R91$+‘/1):R92(R91.’E+‘/1)+V2

= R92 OR911'+ (R92V1 + Vg)

(TR, vi+va, Ro, © Ro,) > .
Jest zatem
(Tvy, Ro, ) o (Tvi, Ro, ) = (Try, vi+va, Rg, © R, ) -

Wprowadzmy oznaczenia

Tv == (Tv, Ro), Ry := (To, R),
a wtedy ogdlny element grupy ruchéw euklidesowych zapiszemy jako iloczyn przesuniecia i obrotu,

g:=(Tv,Ry) =Ty o Ry.
Przy mnozeniu elementéw grupy roztozonych jak wyzej dostajemy
g10g2 =Ty, o Ry, 0Ty, o Ry, = (Tv, o Ry, o Ty, o Ry,') o (Rp, o Ry, )
ale tez
RooTvoRy' =RgoTyoR g=Tg,v,
czyli translacje tworza podgrupe normalna grupy ruchéw euklidesowych, a stad ostatecznie
g1°92 = TV1+391V2 o E91+92 .

Tego typu struktury (tutaj: iloczyn polprosty grupy obrotéw i grupy przesunieé plaszczyzny, ale
tez grupa Poincarégo, ktora spotykamy w teorii wzglednosci!) omoéwimy w sposéb ogdlny ponizej.

Definicja 15. Niechaj (G, 2, d1,¢0) bedzie grupa. Podzbiory H,K c G niosace strukture
podgrupy G okreslamy mianem istotnie rozlacznych, gdy

HnK={e}.
Tloczyn algebraiczny (no$nikéw) podgrup istotnie roztacznych zapisujemy jako

HeK

i okreslamy mianem istotnie roztacznego iloczynu grup H i K. Przy tym grupa H jest
nazywana dopelnieniem K w H e K i vice versa.

Niechaj H c G. Wowcezas H jest podgrupa z dopelnieniem, jesli (jest podgrupa G oraz)
istnieje podgrupa K c G spelniajaca warunek G = H o K.

O naturalnosci pojecia dopelnienia w kontekscie naszych rozwazan przekonuje
Stwierdzenie 20. Kazde dopelnienie podgrupy normalnej grupy danej jest kanonicznie izomor-

ficzne z grupa ilorazows warstw wzgledem tejze podgrupy (w grupie).

bW istocie przemycamy tutaj strukture modutu grupy ruchéw euklidesowych na zbiorze R2. O strukturach
takich powiemy wiecej juz wkrotce.
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Dowdd: W s$wietle Tw.[3] zachodzi, dla dopelnienia K podgrupy normalnej H c G grupy G,
G/H=(HeK)/H=2K/(HNnK)=K/{e} 2 K.

Znaczenie warunku istotnej rozlacznosci eksponuje

Stwierdzenie 21. Przyjmijmy notacje Def.[I}] Wowczas
(1) ( Ve N iyerxx + g=h-k ) <~ G=HeK.
(i) ( Vgermx Nnpyerrxrc : g=h-k) <= HnK ={e}.

Dowdd:

Ad (i) Na to, izby Vgeg I(hk)erxx @ g = h-k, potrzeba G ¢ H- K, ale H,K c G, przeto
H - K c G, wiec ostatecznie istnienie rozkladu dla dowolnego elementu grupy G jest
réwnowazne rownosci

G=H K.
Jego jednoznacznosé jest trescia punktu (ii), ktorego dowodzimy w nastepnej kolejnosci.

Ad (ii) Niech HnK = {e}, a wtedy rownosci hj-ky = g = ho-ko zachodzace dla (hy, k1), (ha, ko) €
H x K implikuja h3'-hy =e = ko k7', czyli (hi, k1) = (ha, ko).

Wynikanie odwrotne udowodnimy przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Niechaj g €
HnK~{e}. Wowczas g-e = g = e-g ma rozklad jawnie niejednoznaczny, co jest sprzeczne
z zalozeniem.

O

Istnienie jednoznacznego rozkladu na elementy podgrup nie okresla jeszcze wzglednej relacji
miedzy H i K, koniecznej do zdefiniowania dziatania grupowego na H e K = G. Najprostsza taka
relacja to

Vhryerxi @ h-k=k-h.
Pozwala ona utozsami¢ G = H x K (jako grupy). Ponizej oméwimy nieco mniej restryktywna
strukture.
Definicja 16. Przyjmijmy notacje Def. Grupa G jest (wewnetrznym) iloczynem poéipro-
stym podgrupy H z podgrupa K, oznaczanym symbolem
G=HxK,

gdy jest ona istotnie roztacznym iloczynem H i K, przy czym H jest dzielnikiem normalnym G.
Wowczas H jest dopelnieniem normalnym K w G.

Jedli takze K jest dzielnikiem normalnym, to G nazywamy (wewnetrznym) iloczynem
prostym podgrup H i K, piszac przy tym

G=HxK.
H jest wtedy dopelnieniem prostym K w G (i vice versa).
Zajmiemy sie w pierwszej kolejnosci szczegélnym przypadkiem iloczynu poélprostego, jakim jest
iloczyn prosty.
Stwierdzenie 22. W notacji Def.[TH i [10] istnieje kanoniczny izomorfizm
HxK>HxK,

przy czym po prawej stronie mamy tu do czynienia z zewnetrznym iloczynem prostym grup
H i K ze struktura grupy na nosniku H x K (produkt kartezjanski zbiordw H i K) zadawana
przez operacje binarna

¢>2< : (HXK)X(HXK)HHXK : ((hl,k‘l),(hg,k‘g))'—>(hl'hg,kl'k‘g)
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o elemencie neutralnym (eg,ex) oraz odwrotnosci

¢ HxK O : (hk)— (K1),

Dowdd: Rzeczony izomorfizm przyjmuje postac
e: HxK—HxK : h-kw~ (hk).

Jednoznacznosé rozktadu w H x K gwarantuje, ze jest on dobrze okreslony, a nadto, wobec
réwnosci

H-Ksh-(h'k-h)=k-h=(k-h-k™') - keH K,
implikuje
V(hrkyerxx - h-k=k-h,
co oznacza, ze € jest homomorfizmem grup,

S(hl'kl'hg'kg) = S(hl'hg'kl'kQ):(hl'h27k1'k2):¢§ ((hl,kl),(hg,kg))

¢; (S(hl . kl),E(hg . k‘g)) .
Jest on jawnie surjektywny, a przy tym ma trywialne jadro,

e(h-k)=(e;e) < h=e=k = h-k=e.

Bez trudu dowodzimy

Stwierdzenie 23. Przyjmijmy zapis jak w Stw. Podzbiory H := Hx{ex} c Hx K i K :=
{eg} x K c H x K niosa strukture podgrup normalnych w H x K i zachodzi

HxK=H~xK.

Struktura iloczynu prostego grup stanowi zatem banalne rozszerzenie struktury grupy na ilo-
czyny kartezjanskie zbiorow, a kazdy iloczyn prosty jest — w istocie — wewnetrzny (lub zewnetrzny
— wedle gustu). O wiele ciekawsza (takze z fizykalnego punktu widzenia) jest ogélniejsza struktura
iloczynu potprostego, do ktorej przejdziemy obecnie.

Stwierdzenie 24. W notacji Def.[THi[I6] oraz Stw.[§] istnieje kanoniczny izomorfizm
HxKzHxzg K,

przy czym po prawej stronie mamy tu do czynienia z zewnetrznym iloczynem pélprostym
grup H i K stowarzyszonym z homomorfizmem grup

Ad : K — Aut(H)

indukowanym — w $wietle Stw. — poprzez ograniczenie odwzorowania do podgrupy K c G
w dziedzinie (w ktorej zanurza sie kanonicznie jx : K — @) i do podgrupy normalne; H c G
(w ktorej zanurza sie kanonicznie jp : H — G) jako dziedziny elementéw obrazu Znn(G), tj.
danym — dla dowolnych (k,h) € K x H — w postaci

Ad(k)(h) = 55 (Adye vy 0 21 (R)) 4

ze strukturg grupy na no$niku H xz5 K = Hx K (produkt kartezjanski zbiorow H i K) zadawang
przez operacje binarna

2 (HxK)x (HxK) — HxK ¢ ((h1,k1), (ha, k2)) — (hy - Ad(ky) (ha), ks - k2)
o elemencie neutralnym (ep,ex) oraz odwrotnosci

MLUHSK O (k) — (Rd(E)(07Y), k7).
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Dowdd: W pierwszej kolejnosci nalezy upewni¢ sie, ze wskazane operacje okreslaja na zbiorze
H x K strukture grupy. W tym celu poréwnujemy wynik

263 (k). (. ka) ), (hs, k) = 63 (- B (ko) (ha) - Ko ), (R, )

= ((h1-Ad(k1)(h2)) - Ad(ky - ko) (hs), (k- k2) - Ks)

z wynikiem
?((hlvkl)ﬁéﬁ((hmb)’(h37k3)))= gﬁ((hhkl)v(hz'm(k2)(h3)7k2'ks))

= (h1-Ad(ky)(ho - Ad(k2)(hs)), k1 - (k2 - ks3)),

wnioskujac o ich tozsamosci na podstawie zatozenia o lacznosci operacji binarnych w H i K, a
nadto — na gruncie automorficznosei Ad(k),

Ra(ky) (2 - B (k) (h3)) = Kd(ko) (ha) - (Kd(hr) o Bd(ka)) (ha).
i homomorficznosci m,
Ad(ky - k2) = Ad(k1) o Ad(ks).
Powyzsze poréwnanie przesadza o lacznosci operacji binarnej QS;AVd. Ponadto mamy
F((€H76K)7 (h,k)) = (em - Ad(ex) (), ex - k) = (Ad(ex ) (h), k) = (idm (h), k) = (b, k),
znow z racji homomorficznosci Ad, a do tego
zﬂl((hvk)a (er,ex)) = (h-Ad(k)(en),k-ex) = (h-Ad(k)(en), k) = (h-em, k) = (h, k)

w konsekwencji automorficznosei Ad(k). Istotnie przeto element (en,ex) jest elementem neu-

tralnym dziatania (bé\d. Wreszcie tez — z przyczyn j/w —
2((hy k), (RA(E) (WD), E ) = (h- (Ad(k) o Kd(K™)) (1), k- k)

= (h-Ad(k-&") ("), ex) = (h-Ad(ex)(h"). ex) = (h-h " ex) = (em.ex)
i analogicznie

SRR (R, EY), (k) = (RA(E) (A7) - Kd(K 1) (R), k72 - k)

= (Ad(K) (A7) exc) = (Ad(k ™) (en) exc) = (e exc)

co oznacza — koniec koricow, wiec po wykorzystaniu wszystkich poczynionych zatozen — ze w istocie
Ad ,Ad

mamy do czynienia z grupa, (H x K, ¢34, ¢, 0 —s (egr,ex)).
Istotna roztacznosé H i K w H x K pozwala zdefiniowa¢ jawnie bijektywne odwzorowanie
t: HxK — HxK : h-k~— (h,k).
To spekia

W((h1 k1) (he-k2)) = o((he-(ki-ho-ki")) (k1 ko)) = (ha- (ki-ho-ki'), ke -ko)

(h - Kd(k1) (ha), b - ko) = 65 4((ha, k1), (s )

2o (1xt)(hy -kiyhy ko)

czyli jest homomorfizmem grup. O

Wiedzeni intuicja wyprowadzong w przypadku iloczynu prostego grup tatwo dowodzimy
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Stwierdzenie 25. Przyjmijmy zapis Def.[I5]i[I6] oraz Stw.[§i . Niechaj H i K beda grupami i
niech

o K — Aut(H)
bedzie dowolnym homomorfizmem grup. Zbiér H x K wraz z operacjami: binarna
¢35+ (HxK)x (HxK)— HxK : ((hi,k1), (ha, k2)) — (ha - (k1) (ha), k1 - k2),
unarna
¢+ HxK O ¢ (hk) — (a(k™")(R7"), &)
oraz nularna
05 : {o} — HxK : er—(en,ex)

jest grupa, okreslana mianem zewnetrznego iloczynu poélprostego grup H i K stowarzy-
szonego z «. Podzbiory H = Hx{ex} c Hx K i K := {eg} x K ¢ H x K niosg strukture
podgrup w H x, K, przy czym pierwsza z nich jest podgrupa normalng, i zachodzi

Hx,K=HxK.
Nieoczywisty pomost pomiedzy powyzszymi rozwazaniami i tymi z Rozdz.[3] przerzuca

Twierdzenie 4. Niechaj H,K i G beda grupami. Grupa G jest izomorficzna z zewnetrznym
iloczynem polprostym H x, K stowarzyszonym z pewnym homomorfizmem « : K — Aut(H)
wtedy i tylko wtedy, gdy grupy H, K i G sa w relacji opisywanej przez krotki cigg doktadny grup
1—H-Le 5 K—1,

w ktorym epimorfizm 7 rozszczepia sie, tj. istnieje homomorfizm grup

c: K—G@G
o wlasnosci

moo =idg .

Homomorfizm o tej wlasnosci nazywamy cieciem .
Przy tym ¢ = idy (homomorfizm staly, okreslajacy na H x K strukture iloczynu prostego)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

[1(H),0(K)] ={ea}-
Przyklady 14.

(1) O(2,R) =S0(2,R) x{(§7),(5 %)} =SO(2,R) x Z/2Z.
(2) Dla dowolnego zbioru X 5 {xo,y0}, o * yo mamy rownosé

Gx =RAx x {ianTa:oyyo}a

stuszng dla dowolnego wyboru elementéw xg i yg # xg. Przyktad ten ilustruje nastepujaca
teze: Dopelnienie podgrupy — o ile istnieje — nie jest w ogdlnosci dane jednoznacznie.

(3) Grupa dwuscienna (albo diedralna) rzedu 2n, czyli grupa symetrii n-kata foremnego na
plaszczyznie R? = C, o $rodku symetrii w punkcie o wspotrzednych (0,0) i wierzchotkach
w punktach o wspotrzednych (zx,yx) € /1, ke0,n— 1. Grupa ta jest generowana przez
obrét Ry, o kat 6, := 27“ wokol punktu o wspohrzednych (0,0), pod wplywem ktorego
wspOlrzedne punktu wielokata z = (x,y) transformuja sie wedle przepisu

R@n > (‘Iay) = eien ! (Iay) )
oraz przez odbicie Ppx wzgledem prostej Im(z) =0,
Pox > (z,y) = (z,y) = (z,-y).
Oczywiscie odbicie to nie jest obrotem, mamy zatem rozktad

Doy = ZnZ % Z[2Z = (Raz ) % {Pox)
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(10)

z prawem komutacji dla generatoréw
Pox o Rax oPgly = R_2x = Rz .
n n n

Opisana grupa odgrywa, wesp6l z grupa cykliczna, podstawowa role w klasyfikacji siatek
krystalograficznych w dwoch wymiarach (w wiekszej liczbie wymiaréw pojawiaja sie jako
grupy symetrii dodatkowe grupy skoriczone), patrz: [DNET79, Rozdz.3 §20]. Symetrie
krysztalow rzeczywistych wspotokreslaja ich wlasnosci fizykalne i chemiczne.

Prostych, lecz zarazem pobudzajacych wyobraznie przyktadow iloczynoéw poétprostych grup
dostarcza niskowymiarowa topologia, z ktoéra zetknelismy sie w Przyki.(?) pod postaciag
grupy podstawowej przestrzeni topologicznej. Przyjrzymy si¢ strukturze tej grupy w
przypadku dwoch powierzchni 2-wymiarowych: 2-torusa i butelki Kleina, por. [DNF84]
Rozdz.1 §3]. Pierwsza z nich mozemy przedstawi¢ jako wynik utozsamienia punktow
(oznaczane symbolem ~r) na brzegu kwadratu I x I =[0,1] x[0,1] wedlug przepisu

T? := IXZ/ ~T Vster * ( (S,O) ~T (57 1) A (O’t) ~T (Lt) ) :

Latwo sie przekonaé¢ (uzywajac w tym celu kartki papieru), ze ten przepis w istocie zadaje
znany ksztalt torusa zanurzonego w R3. W przypadku butelki Kleina ogolna zasada jest ta
sama, jednak konkretny przepis na utozsamienie punktéw na brzegu kwadratu (oznaczane
symbolem ~g),

KB := IX2/ ~B vs,té] : ( (870) ~B (571) A (O’t) ~B (Ll_t) ) )

jest jakosciowo na tyle zlozony, ze nie dopuszcza realizacji (przez tzw. zanurzenie — patrz:
kurs analizy matematycznej na 3. semestrze) w postaci powierzchni w R?® bez samoprze-
cie¢. Bez trudu identyfikujemy generatory grupy podstawowej o bazie np. w punkcie o
wspolrzednych x, := (0,0) — w obu przypadkach sa to klasy homotopii petli biegnacych
wzdtuz krawedzi kwadratu, ktore tacza sie w tym wierzchotku. Oznaczmy je, odpowiednio,
jako

a: I—TI?: t—s(t0),

b: I —I2: t—s(0,1).
Zachodza oczywiste tozsamosci:

([a].) =2 Z = ([b].)

(kazda z ,[dziur” w powierzchni trzeba obejsé catkowita liczbe razy, aby powroci¢ do punktu
wyjscia). Pozostaje okresli¢ strukture algebraiczng na zbiorze par ([a™].,[b"].), ktore ko-
duje relacja przemiennosci spelniana przez pare generatoréw ([a]., [b].). Jej wyprowadze-
nie w przyjetym modelu obu powierzchni jest banalne, oto bowiem wystarczy homotopijnie
$ciagnac na okrag b(I) (poprzez pozbawione ,dziur”, czyli jednospojne wnetrze 1*?) petle
biegnaca od (0,0) wzdtuz a(I) (w kierunku wzrostu wartosci parametru t) do (1,0),
a dalej wzdtuz b(I) (w kierunku zgodnym z kierunkiem wzrostu wartosci parametru
t na torusie i przeciwnym do tego kierunku na butelce Kleina) do (1,1) i na koniec
wzdtuz a(I) (w kierunku przeciwnym do kierunku wzrostu wartosci parametru t) do
(0,1) ~x (0,0), X € {T? KB}. Otrzymujemy w ten sposéb nastepujaca relacje

[aoboal. =[b]. — [a]. = [b]. » Inv ([a].) = [b].
— [a].. * [b]. = [b]. * [a]-
dla torusa i analogiczna relacje
[aoboal. = [b]. — [a]. * Inv ([b].) * Inv ([a]..) = [b].
= Inv ([a].) = [b]. = [a]. = Tnv ([b]..)
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[Die65]
[Die68]
[DNF79]
[DNF84]
[KTOS]
[Leell]
[Mau91]

[PS97]

[Tur94|

dla butelki Kleina. A priori nie mozna wykluczy¢ pojawienia sie dalszych relacji miedzy
generatorami a i b, tatwo jednak przekonujemy sie, ze zadne dodatkowe nietrywialne
relacje pojawi¢ si¢ nie moga. Istotnie, kazda taka relacje mozna sprowadzi¢ do postaci

N
T a2 = o)

dla pewnych my, ny € Z. Uwzgledniajac relacje przemiennosci dla elementow o™ € (a), m €
Z 10" e(b), neZ implikowane przez @D,

a™-b"t=b"-a™
oraz — odpowiednio —

a™ b = b(—l)m_ln ca™ 7

bez trudu przepisujemy relacje w postaci
[a]ggﬂ my [b]?j(mkvnk) = [eg+]. — [a]gi\’ﬂ me _ [b]:ﬁ(mkmk) ,

przy czym zaleznos¢ wypadkowego wyktadnika 7i(myg,nk) € Z od my 1 ni daje sie
prosto wyznaczyé. Rzut oka na obie geometrie przekonuje, ze powyzsza relacja moze
by¢ spelniona (tozsamosciowo) przy

N
Z mg = 0= ﬁ(mk,nk) .
k=1
7 naszej analizy wynika jasno, ze o ile w przypadku torusa mamy do czynienia z iloczynem
prostym podgrup generowanych przez obie klasy homotopii petli,

m(T%,2,) =([b].) % ([a].) 2 Zw Z,

o tyle w przypadku butelki Kleina grupa podstawowa ma strukture nietrywialnego iloczynu
potprostego,

™ (KB, 2.) = ([b]-) x([a].) 2 Z % Z.
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ZADANIA DOMOWE I NA CWICZENIA
Zadanie domowe 1. Udowodnij Stw.[T}

Zadanie domowe 2. Przekonaj sie o prawdziwosci stwierdzen dot. grupy homografii wypisanych

w Przykl.(4) (ustal jawna postaé¢ operacji binarnej, unarnej i nularnej na Hom(C); sprawdz,

ze wskazane szczegdlne homografie tworza uklad generujacy — czy rozktad homografii na ich su-

perpozycje jest jednoznaczny?). Przeanalizuj wlasnosci teoriogrupowe przyporzadkowania h —
@) eC(2) (jadro, obraz etc.), patrz: Przykh.[3(4).

Zadanie domowe 3. Udowodnij Stw.[5}
Zadanie domowe 4. Udowodnij Stw.[§]

Zadanie domowe 5. Uzywajac odwrotnego algorytmu Euklidesa pokaz, ze zbior Z, = {[k], | k €
0,p— 1} reszt modulo tworzy cialo, ilekro¢ p € N* jest pierwsza.

Zadanie domowe 6. Niechaj (K,+,-,—(-),(-)™',® +~ 0,8 = 1) bedzie ciatem. Rozwazmy zbiory:
K*:= K~ {0} i K*:= K~ {1}. Udowodnij, ze pierwszy z nich z (ograniczeniem) mnozenia - na
K jest grupa przemienna, drugi zas staje si¢ taka grupa, gdy wyposazyé¢ go w operacje binarna
w:K* xK* — K*: (k,l) — k+1—-k-1 (w szczegolnosci nalezy sprawdzi¢, ze operacja ta jest
dobrze okreslona). Wskaz izomorfizm pomiedzy tymi dwiema grupami.

Zadanie domowe 7. Dowiedz prostoty grupy z Przyk!.[I1]
Zadanie domowe 8. Udowodnij Stw.[23]

Zadanie domowe 9. Udowodnij Stw.[25|

Zadanie domowe 10. Udowodnij Tw.[d]

Zadanie domowe 11. Udowodnij

Twierdzenie 5 (Grupa symetryczna w terminach generatoréow i relacji). Przyjmijmy notacje
Def. i |§| oraz Przykl.(l). Ustalmy n € N\ {0} i niecha] (Gn,~, ()t e— e) bedzie grupa
generowang przez rodzing {g;},.,—7 swoich elementow,

Gn = (.915927' .. agn_1> ’
speliajacych nastepujacy zupelny uktad relacji, wypisanych dla dowolnych indekséw i,j € 1,n -1,

91‘2263
li-jl=1 = (gi-g;)% =e,

i-jl>2 = (9i-g;)*=c.
Woéweczas istnieje jedyny homomorfizm grup
X i Gn— 6,
o wlasnosci
Vit ¢ x(9i) =i,
gdzie 7; = (4,7 + 1) jest transpozycja o nosniku {4, + 1}. Homomorfizm ten jest izomorfizmem.
Zadanie domowe 12. (dodatkowe) Udowodnij
Stwierdzenie 26 (Lemat o Pieciu (Morfizmach)). Niechaj

71 2

Gy Go Gy —2 g, — 1 Gy

H, Hs Hy

n3 M4
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beda dwoma ciggami doktadnymi grup przemiennych. Dla dowolnego diagramu przemiennego

Y1 Y2

Gy Go Gy—2 g, — 1 o q

S S S M

H, Hy H3 —————> Hy ———Hs

m 72

w ktorym v;, i €{1,2,3,4,5} sa homomorfizmami grup przemiennych, zachodza implikacje:

(i) x1 jest epimorfizmem i x2 oraz x4 sa monomorfizmami =  y3 jest monomorfizmem;
(ii) x5 jest monomorfizmem i y2 oraz x4 sg epimorfizmami == x3 jest epimorfizmem;
(iil) xj, je€{1,2,4,5} sgizomorfizmami == x3 jest izomorfizmem.

Zadanie domowe 13. (dodatkowe) Przeliczalna rodzine grup przemiennych C, = {C), }nez wraz
z homomorfizmami grup przemiennych opisanymi diagramem

dq do ds dy

Cy Cs

Ci Cs Cs

o wlasnosci
kerd, ;1 o imd,,, nez

okreslamy mianem kompleksu kolaricuchéw o operatorach kobrzegu d, = {d, },z. Koho-
mologia kompleksu (C,,d,) to suma prosta grup przemiennych

H*(C.,ds) == @ H"(C.,ds)

nez

o sktadowych
H"(C,.,ds) =kerd, /imd,_1 .

Sktadowa H™(C,.,ds) jest przy tym okreslana mianem n-tej grupy kohomologii kompleksu
(C.,ds). Jej elementy zwyczajowo zapisujemy w postaci

[c]=c+imd,_q.

Udowodnij (w szczegolnosci okreslonosé wszystkich wskazanych w tresci odwzorowar i ich homo-
morficzny charakter, a takze — doktadnosé ciagu w kohomologii w kazdym z jego wierzchotkow)

Twierdzenie 6 (O homomorfizmie laczacym). Niechaj (Ci,d%), i€ {1,2,3} beda trzema kom-
pleksami kotaricuchow, dla ktérych dany jest krotki ciag dokladny

{1}z — C} 2502 25 0% — {1}z,

o skladowych

1 2
Xn Xn
1—>C,1L—>C’721—>C7?;—>1,
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ktore czynia przemiennym kazdy z (pod)diagramow

1 1
1 2 3
d“'_l dn—l dn—l
1 2

1 Xn 2 Xn 3
1 cl c? c3 1

d? d? d?

X» X
1 n+1 2 n+1 3

1 C(n+1 Cn+1 Cn+1 1

d;d—l d?u—l dfml
1—— > : — 1

Powyzszy krotki ciag doktadny kanonicznie indukuje (diugi) ciag dokladny w kohomologii

1
Bn-1

20 (€3, d3) < (O D) e B (O, d2) e (G d8) e (O dD) S e (02, d2) X

w ktorego zapisie
Xow + HY(CLdY) — HM(CH A+ [l Dai(9)], Ae{1,2},

Bn + H"(CJ,d) — H™'(C,,d,)

sa tzw. homomorfizmami laczacymi okreslonymi, jak nastepuje: Niechaj c € C2 bedzie kotan-
cuchem zamknietym, tj. d3c = 0. Wowczas kobrzeg d2b jego przeciwobrazu b e C? wzgledem
X2 nalezy do jadra x2,,, zatem wyznacza kolaricuch a € C},; speliajacy réwnosé x.,;(a) = d2b.
Kotaticuch ten jest zamkniety, d!, a =0, zatem mozna zdefiniowaé

Bn([e]) = [a].
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