ALGEBRA GRUPOWA, KATEGORYCZNIE
(TG ’23/24 1.XIV I 1.XV [RRS])

SPIS TRESCI

[2.  Konstrukcja wtasciwal
[3.  Reprezentacje|

O O W

Przedmiotem naszych rozwazan bedzie naturalna struktura algebraiczna na przestrzeni funkcji
na grupie skonczonej

(T, ., Inv,e —>¢€), IT| < o0
(symbol operacji binarnej . bedziemy na ogét pomijaé) o wartosciach w ciele liczb zespolonych
(C = R2’ 5 _(')7 (')_17 o — (07 0)7 o — (17 0)) .
1. REKWIZYTY

Zaczniemy od przypomnienia elementarnych faktow z teorii reprezentacji grup skoriczonych,
przy czym przez reprezentacje grupy I' na przestrzeni C-liniowej (V,+v,—y(-),o — OV;DV)
bedziemy rozumie¢ homomorfizm grup

p € Homg,, (I', GL(V;C)) .

(1) Kazda skonczeniewymiarowa reprezentacja p grupy skonczonej I' jest uni-
taryzowalna poprzez redefinicje iloczynu skalarnego (-|-) na jej nosniku V,
indukowang przez te reprezentacje,

(1= Gl o S p(3) % p()
|F| ~ell

Na tej podstawie bedziemy zakladac¢, ze na kazdej rozpatrywanej ponizej przestrzeni C-
liniowej bedacej no$nikiem takiej wlasnie reprezentacji zostal wybrany iloczyn skalarny,
wzgledem ktérego reprezentacja ta jest unitarna. Iloczyn taki pozwala wybra¢ w V, baze
ortonormalna
{ep,i}iel,dimc v, (ep,i | ep,j) =i 5
dla ktorej
6;,1' = (ep,i | ) .
Wykorzystujac kanoniczny izomorfizm skoriczenie wymiarowych przestrzeni C-liniowych
Endc(V,) 2V, ®cV,,
otrzymujemy stad baze

(1) End(c(Vp) = <6;’i ®c ep’j|i,j €l,dimcV, Yo,
w ktorej
dim¢V, dimc¢V
Endc(V,) > x = ‘21 (e;,jv x(€pi)) B(ep,; ®C €p,j) =: ‘Zl Xp.jib (€, ®c €pj)
i,j= i,j=

przy czym & symbolizuje (punktowe) dziatanie C na Endc(V,)
1
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(2)

Przestrzen C-liniowa
((CF’ ‘i'a ;(‘)7 o —(; ®)

funkcji na I' o wartosciach zespolonych (ze zdefiniowanymi punktowo: suma +, prze-
ciwnoscia =(-) i dzialaniem ciala skalarow ©) jest wyposazona w naturalng strukture
hermitowska

([)r s C"xC" —C : (F,G)— — > F(9)-G(g)-

yel'

|F|
Zbior T klas I-ekwiwariantnego izomorfizmu (tj. r6wnowaznosci) reprezentacji
nieprzywiedlnych grupy I' jest réwnoliczny ze zbiorem

I'/AdT' ={ Adr(y) | ~el'}
klas sprzezonosci I', wiec — w szczegolnosci — skoiiczony, co wynika z tego, ze
stowarzyszone z klasami [r]. T, m e Homg,,(I', GL(Vx;C)) charaktery

X[r]. : [ —C : yr—try_(7(7))

tworza baze podprzestrzeni funkcji klas

={FeC" | Vor : AdJF=F}
ortonormalng wzgledem (-|-)r,

(X{m1. | X[m0 )T = O] o). -

Konstatacja ta nadaje sens rozmaitym wyrazeniom wypisywanym ponizej, w ktérych po-
jawia sie suma wyrazen indeksowanych elementami T'.
Wymiary d, :=dim7 reprezentacji nieprzywiedlnych I' spelniajg tozsamosé
>, dz=1rl.
[r]~€T

Rodzina funkcjﬂ
{Tl'ij 3:\/d_ﬂ—(€ﬂ—7i|7((')eﬂ—,j)ﬁ€(cr ‘ Z',jEl,Tﬂ-, [T(]NEF}

tworzy baze przestrzeni C' ortonormalna wzgledem (-|-)r,
(7Tij |7T1,€l)r = 6[,T]N,[7T,]N6i,k (5;71 .
Operator P, rzutu ortogonalnego na sktadnik @7 Vr, m, € N w sumie prostej
My
D DV-
[].eT i=1
bedacej nosnikiem reprezentacji
My
P
[r].eT =1
jest dany wzorem
‘n' Z X (W)DW@( )
|F| ~yel’

Ten punkt nie byl wprost dowodzony w trakcie wyktadu, stanowi on wszakze prosty
wniosek z wczesniejszych rozwazan, ktérego okazanie pozostawiamy uwaznemu Czytel-
nikowi jako éwiczenie.

1Zwracamy uwage Czytelnika na niewinng zmiane notacji wzgl. reszty wyktadu, polegajaca na transpozycji

indeks6w bazowych niesionych przez elementy macierzowe dowolnego endomorfizmu. Zmiana ta nie zmienia w
sposob jakosciowy wnioskéw z dotychczasowych dociekan, ktore cytujemy we wprowadzeniu, okaze sie¢ natomiast
wygodniejsza od tej wprowadzonej uprzednio w konkretnych rachunkach prowadzonych ponizej.
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2. KONSTRUKCJA WEASCIWA
Punktem wyjscia do szczegolowej dyskusji struktury algebraicznej na zbiorze C' jest wygodny
wybor bazy — te mozemy przyjaé¢ w postaci

C"=(3,|yel), &, : T —C: WF,{ (1,0)

zauwazywszy, ze dowolna funkcja F € C'' spelnia tozsamosé

F=3% F(v)0d,.
yel

Obok standardowego punktowego iloczynu funkcji na C'' mozna okresli¢c dodatkowa operacje
binarna, a mianowicie

Definicja 1. W przyjetych wczesniej oznaczeniach splot funkcji (na grupie skoriczonej) to odw-
zorowanie

x: C'xCh —C" : (FG)— ) F(7) oG,
yel’

zadane w terminach lewego dziatania regularnego I' (na sobie),
£ : T — AutGrp(F) Dy,
czyli — mowigc wprost —

FxG(y)= ) F(a)-Gla™7)= ) F(ya™')-G(a).

ael ael’

O tym, jak naturalng jest wprowadzona powyzej operacja algebraiczna, przekonuje
Stwierdzenie 1. Splot funkcji indukuje na zbiorze generujacym
Al = {0y }yer © ct

strukture grupy kanonicznie izomorficznej z grupa I

Dowdd: Zauwazmy przede wszystkim, ze dzialanie * nie wyprowadza poza AT,

Voer ¢ 00+ 05(1) = X 0a(307)-05(0) = 0a(187) 2005(7) = Gu 05 = dap.
fel

7 powyzszej rownosci wynikaja natychmiast tozsamosci

Oy * 0e = 0y = e x 0y,
ktore identyfikuja funkcje . jako element neutralny operacji . Implikuje ona takze relacje

0, =601

Ostatecznie zatem stwierdzamy istnienie postulowanej struktury grupy

(A", %, Inv*, e —> 4,)
i bez trudu wskazujemy izomorfizm grup, o ktérym mowa w tezie stwierdzenia,

5 : T —Ar : v — 0,
O

Udokumentowawszy w ten (elementarny) sposob naturalnosé¢ wprowadzonej uprzednio catkowicie
ad hoc operacji splotu, mozemy nastepnie sformulowaé

Definicja 2. W przyjetych wczesniej oznaczeniach algebra splotowa na grupie I' to unitalna
algebra taczna nad cialem C okreslona jako

(C(F) = CF’ 'i'7 ;(')7. — 03 *, 0 —> 56) :
3



Algebra grupowa, kategorycznie (TG ’23/24 1.XIV i 1.XV [rrS])

Nie jest to jeszcze wlasciwy obiekt naszych dalszych rozwazan — ten otrzymujemy wykorzystujac
istnienie dwoch antyinwolucji: Inv na I' i sprzezenia zespolonego na C do dalszego wzbogacenia
struktury algebraicznej. Zdefiniujmy w tym celu jawnie anty-C-liniowe odwzorowanie

1:CT)—CT) : Fr—Inv'F,

przy czym uzywamy tu oznaczenia F(7):= F(v). Latwo widaé, ze jest ono antyinwolucja,

FG}) = FxOE =T FyTa)-Gla)= 3 Fra™) -Glayy™)
= X FHB) GHBT) = (GF (7).

Bel
Warunek niezwyrodnienia dla F' # 0 sprawdzamy w rachunku
(F*«F)(e) =) Fiey")-F(0) =Y F() - F() = Y [FMPF#0 = F'«F=0.
~yel’ ~yel’ ~yel’
Formalizacja powyzszych obserwacji wymaga
Definicja 3. Algebre 2 nad cialem C (z mnozeniem -g) okreslamy mianem *-algebry (nad
C), jesli jest dane odwzorowanie * : 24 (J : a —> a”, zwane inwolucja, o wlasnosciach

Vg el Yarame (A1 B ap +da>as)® =N >af + A >ab (anty-C-liniowosé);
Vag.aser © (@190 a2)* = a3 -9 af (antymultyplikatywnosc);

* o0 * =idy (inwolutywnosé);

Vaer : (a#0yq = a*-qa+0) (niezwyrodnienie).

Homomorfizm x-algebr (albo inaczej *-homomorfizm) 24, A € {1,2} (o odnosnych in-
wolucjach *4) to taki homomorfizm algebr x € Homajg, (21,%l2), ktory spetnia warunek x o *; =
*9 O X.

*-Algebry (nad C) wraz z odno$nymi *-homomorfizmami tworza kategorie *-algebr (nad
C), ktora bedziemy oznaczaé¢ symbolem xAlg.

Przyktady 1.

Niechaj V' bedzie dowolng (skoriczenie wymiarowa) przestrzenia unitarna nad C, tj. przestrzenia
C-liniowa wyposazong w iloczyn skalarny (czyli forme pottoraliniowa niezwyrodniata) (-]-). Wow-
czas sprzezenie hermitowskie 1 wzgledem (+|-) okresla na algebrze End¢ (V) endomorfizmow V' (z

superpozycja jako mnozeniem) naturalng strukture =-algebry, ktora bedziemy oznaczaé¢ symbolem
Endc(V, 1).

Jako wniosek z naszych ostatnich rachunkéw mozemy sformutowaé kluczowa

Definicja 4. W przyjetych wczesniej oznaczeniach algebra grupowa na grupie I' to unitalna
x-algebra taczna nad C powstata z algebry splotowej przez wyrdznienie inwolucji I, tj. dana w
postaci

(C(F)a +, ;('), o 0;x, 0 — d; i) .
O naturalnodci i strukturalnym charakterze konstrukcji algebry grupowej zaswiadcza

Twierdzenie 1. W przyjetych wezesniej oznaczeniach przyporzadkowanie I' — C(T') ma charak-
ter funktorialny, tzn. istnieje funktor kowariantny

C(-) : Grp™ — *Alge
ktorego sktadowa obiektowa realizuje rzeczone przyporzadkowanie.
Dowdd: W pierwszej kolejnosci dowolnemu homomorfizmowi grup (skoniczonych) x : I'y — I'y

przypiszemy *-homomorfizm C(y) : C(I'y) — C(T'2) odno$nych algebr grupowych. Ten jest w
szczegolnosci odwzorowaniem C-liniowym, wystarczy przeto zapostulowaé jego posta¢ na bazie,

CON(6) = dy(v) »
4
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a nastepnie sprawdzié, czy otrzymany ta droga jedyny homomorfizm przestrzeni C-liniowych (oz-
naczany przez nas tym samym symbolem)

COON(F) = ) F(7) @dy(y)

~yel'

spelnia tozsamosé

CON(F #1 G) = C(x)(F) »2 COO(G) -

O tym, ze tak w istocie jest, przekonujemy sie poréwnujac rezultat ponizszego rachunku

COOF 1 G)(7) Y, (Fx1G)(a) dymy(v) = > (Frx1G)(a)

ael'; aex H({7})

>, F(ap™)-G(B)

aex™ ' ({7}) Bels

z tym otrzymanym w rachunku

(CON(F) =2 CON(G)) (7)

Yo F(a)-G(B) - (Oya) *20x(5) (V) = D, F(a)-G(B) dyap)(7)

«a,Bely a,Bel’y

> > F(aBB)G(B) dyany ()

ﬁeI‘l 04561‘1

= Y > F(apph)-G(p),
Bel't afex 1 ({v})

w ktorym przywotalismy Stw.[I[] Skoro tez

COOFEM(y) = 3 Fh(a) b= ) Flah)s= > Fa™t)

ael’y aex ' ({v}) a“tex 1 ({v'})
= 2 FB)-0ysn( ) = Y F(B)-0ys(v1) =CON(F) (),
Bel'y Bel'y

to jest jasnym, ze C(x) jest »-homomorfizmem algebr grupowych. Wystarczy teraz upewni¢ sie,
ze przyporzadkowanie y —> C(x) ma nastepujace wlasnosci

(4) Clx20x1) =C(x2) e C(x1) C(idr) =ide(ry »

z ktorych pierwsza zostala zapisana dla dowolnych yx, € Homgyp<=(I'y,T11), n € {1,2}. Oba
sprawdzamy bez trudu na bazie dziedziny,

C(x2 ° X1)(8) = dtxsox)() = s () = Cx2) 0y, () = Cx2) (C(x1) () = (Cx2) 0 C(x1) ) (85) ,

C(idr)(6y) = didr.(v) = 04 = ide(r) () -

Odwzorowanie C(-) jest zatem — w istocie — funktorem kowariantnym. O

Zwiezte wystowienie strukturalnych wlasnosci przyporzadkowania algebr grupowych grupom
wymagalo od nas uzycia konstrukcji z teorii kategorii stanowiacej naturalna abstrakcje pojecia
reprezentacji grupy, czyli funktora. Wychodzac od tej obserwacji mozemy antycypowaé, dokad
zaprowadzi nas préba uzwarcenia, w tym samym duchu kategorialnym, opisu mechanizmu in-
dukcji reprezentacji algebr grupowych z reprezentacji odnosnych grup — ten szlak rozumowania
zaprowadzi nas nieuchronnie do kategorii, ktorej obiektami beda kategorie (takie jak kategoria
reprezentacji unitarnych danej grupy) i ktorej morfizmami beda funktory, o relacjach ustalanych
za posrednictwem odwzorowan naturalnych. Substancji do wypowiedzianych tu skojarzen dostar-
cza wyktad [Sus23)|.
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3. REPREZENTACJE

Tytulem przygotowania bazy pojeciowej pod dyskusje mechanizmu indukcji reprezentacji al-
gebry grupowej z reprezentacji odnosnej grupy wyabstrahujmy z definicji unitarnej reprezentacji
grupy strukture pewnego szczegolnego funktora kontrawariantnego.

Definicja 5. W przyjetych wcze$niej oznaczeniach kategoria reprezentacji unitarnych grupy
I' to (mata) kategoria URep(T"), ktorej obiektami sa reprezentacje unitarne I', morfizmami zas —
I'-ekwiwariantne odwzorowania unitarne miedzy ich nosnikami.

Analogicznie okreslamy

Definicja 6. Kategoria »-reprezentacji x-algebry 2 to (mala) kategoria «Rep(2l), ktorej
obiektami sa *-reprezentacje A, tj. *-homomorfizmy 26 — Endc(V,7T), morfizmami zas — 2A-
ekwiwariantne odwzorowania unitarne miedzy ich nosnikami.

Mozemy juz teraz wyartykulowaé¢ wazne stwierdzenie porzadkujace nasza dotychczasowa wiedze.

Stwierdzenie 2. W przyjetych wczesniej oznaczeniach przyporzadkowania I' — URep(T) i
2A — xRep(2) maja charakter funktorialny, tj. istnieja funktory kontrawariantne

URep : Grp<® — Cat, *Rep : xAlge —> Cat

z kategorii grup skoriczonych wzgl. x-algebr nad C w kategorie Cat wszystkich kategoriﬂ7 ktorych
sktadowe obiektowe realizuja odno$ne przyporzadkowania.

Dowdd: W ramach konstruktywnego dowodu tezy stwierdzenia stowarzyszymy z dowolnymi ho-
momorfizmami: x € Homgrp<= (I'1,T'2) (grup skonczonych) oraz & € Hom, alg. (21,%2) (*-algebr)
morfizmy w Cat, czyli funktory

URep(x) : URep(I's) — URep(I'1)
oraz — odpowiednio —
*Rep(§) : *Rep(Az) — «Rep(2A1),

i to w taki sposéb, aby homomorfizmom identycznosciowym idr wzgl. idg byly przyporzad-
kowane (endo)funktory identycznosciowe idygrepry wzgl. id,gep(2y oraz by dla dowolnych par
homomorfizméw x, € Homgrp<e (I, Tni1), ne{1,2} wzgl. &, € Homualg, (Up,Ans1), ne{1,2}
zachodzily relacje

URep(x2 © x1) = URep(x1) © URep(x2)

wzgl.

*Rep(€2 0 1) = *Rep(&1) © *Rep(&2) ,

w ktorych zapisie uzyliSmy symbolu ¢ dla oznaczenia ztozenia funktoréw. Postulujemy przeto,
dla dowolnych p; € Homeyp(I2, U(V;, ():)) 1 R; € Homuarg, (U2, Ende(V;, 1)), 4 € {1,2} (dla
pewnych iloczynow skalarnych (:-); i odnosnych sprzezenn hermitowskich f, na przestrzeniach
C-liniowych V),

Vi, pi) — Vi, piox) (sktadowa obiektowa)

URep(x) : » "
(V1,p1) — V2, p2) = Vi,piox) — (V2,p20X)

(Vaery, @ Yopi(y)=pa(y) o))
(sktadowa morfizmowa)

2Jej obiektami sa kategorie, morfizmami za$§ — funktorialne miedzy nimi odwzorowania.

6
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oraz

Vi, Ri) — (Vi,R;i 0 &) (sktadowa obiektowa)

*R :
ep(€) (Vi, R1) = (V2, R2) — | V1, Ri0&) < (Vo Ry o)

(Vxex, : CoRi(X)=Ra(X)o()
(sktadowa morfizmowa)

Jako ze, w rzeczy samej, p; o x € Hom(;,]rp(f‘l,U(Vi7 (|)l)) (ztozenie homomorfizmow grup jest
homomorfizmem grup) i R; o & € Hom,alg, (Qll,EndC(Vi,Ti)) (ztozenie *-homomorfizmow jest
x-homomorfizmem), a nadto

Vyer, + %o (prox)(7) = (p2ox)(v) 0¥, Vxea, + Co(R10&)(X)=(R208)(X)0C,
widzimy, ze obie powyzsze definicje maja sens. Kontrawariantny charakter tych przyporzad-
kowan jest oczywisty, oto bowiem — np. - (oznaczenia jak w Roéwnosci , a do tego p €

Homg,p(I's, U(V, (1)) dla pewnego iloczynu skalarnego (+|-) na przestrzeni C-liniowej V)
URep(xz0x1)(V,p) = (V.po(xzox1))=(V,(poxz)oxi)=URep(x1)(V,pox2)

URep(x1) (URep(x2)(V,p)) = URep(x1) © URep(x2)(V, p)

(dowod dla xAlg: jest w pelni analogiczny, a sama wlasnosé jest trywialnie dziedziczona przez
sktadowe morfizmowe funktoréw). I wreszcie, wprost z definicji

URep(idP) = idURep(I‘) ) *Rep(idﬁ) = id*Rep(Ql) )
co koniczy dowod funktorialnosci przyporzadkowan I' — URep(T') i 2+~ xRep(2l). O

W obecnosci trzech wprowadzonych tutaj funktoréw ukltadajacych sie w diagram trojkatny

Grp<oo

C() URep

*Alge TRen Cat

pojawia sie naturalne pytanie o relacje miedzy funktorami URep i *RepoC(+). Prostej odpowiedzi
na nie dostarcza

Twierdzenie 2. W przyjetych wczesniej oznaczeniach istnieje transformacja naturalna

C.{-) : URep == *RepoC(-).

Dowdd: Musimy wykazaé istnienie rodziny morfizmoéow (czyli funktoréow kowariantnych)
{ Cr () e Homcat (URep(I'), *Rep(C(T))) }reobj(Grp<=) ;

spetniajacych dla dowolnego x € Homg,p<=(I'1,I'2) tonamoécﬂ

(5) Cr, () o URep(x) = *Rep(C(x)) o Cr, () -

Sktadowa obiektowa takowego funktora indukuje x-reprezentacje algebry grupowej I' z zadanej
(dowolnie) reprezentacji grupy I'. Postulujemy ja w najprostszej mozliwej postaci, tj. z zachowa-
niem nos$nika reprezentacji:

Cr() : (V,p)— (V,Cr(p)),

?’Naleiy pamietaé o kontrawariantnym charakterze funktorow URep i *Rep.
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przy czym homomorfizm *-algebr Cr (p) € Hom, aig, ((C(F), Endc(V, T)) zadajemy na bazie dziedziny
wzorem

Cr(p) (1) = p(7),

po czym rozszerzamy (w sposob jednoznaczny) do odwzorowania C-liniowego,

Cr(p)(F)=Cr{p) (> F(v)@d,) = > F(7)5p(7).

vel' yel
Pozostaje jeszcze sprawdzié¢ tozsamodci
Cr{p) (F x G) =Cr (p) (F) o Cr (p) (G)
oraz
Cr(p) (F*) =Cr (o) (F)",

co czynimy bez trudu w bezposrednich rachunkach:

Colp)(F)oCr(p) (@) = (3 Flappa) (T GHEA) - ;F F(a)-G(B)5p(aB)
- X BZF F(a)-G(a™ appo(af) = T T Fla)-Gla™)8p(7)
= E%(F * Q) (7)Bp(7) = Cr(p) (F * Q)
Colp)(F) = Colp) (X FGI08) =Crlph(E FOY 0d,) = ¥ FORe(r) = X FRIEe()'
- (> F(7)5p(7)) = Cr (o) (1)1,

przy czym przedostatnia rownosé jest konsekwencja unitarnosci p. Konstrukcje funktora Cr ()
wieniczy definicja jego sktadowej morfizmowej (zapisana w konwecji dowodu Stwierdzenia [2))

P P
Cr() = (Vo) — Vo,p2) ) — ((V1,Cr (p1)) — (V2,Cr (p2)) ),
ktorej sensownosé¢ wynika wprost z C-liniowosci . Jej trywialng konsekwencja sa tozsamosci
Cr (2 041} = Cr (¢2) o Cr (¢1) Cr (id(v,p)) = 1dw.cro)) »

nieodzowne dla funktorialnosci Cr ().

Skonstruowawszy poszukiwane funktory, sprawdzamy tozsamosé¢ (5). Przywolujac jawna postaé
funktorow URep(x) i *Rep(€), & = C(x) z dowodu Stwierdzenia [2| stwierdzamy pozadana
réwnosé sktadowych obiektowych,

(Cr, (o URep(x))(Vi,pi) = Cr, ((Vi,piox))=(Vi,Cr, (piox)) = (Vi,Cr, (pi) ° C(x))

= *Rep(C(x))(Vi,Cr, (pi)) = *Rep(C(x)) © Cr, (-) Vi, pi) ,

zasadzajaca sie na ciggu trywialnych réwnosci

Cr, (piox) (F) = EF: F(v)5Cr, {piox) (6,) = ZF: F(y)B(piox)(v) = ZF F(7)epi(x(7))
= ZF: F(7)5Cr, (p2) (8x(+)) = Cr, (p2) ( EF: F(7) ®6y(y)) = (Cr, (p2) e C(x))(F).

Identycznosciowy charakter sktadowych morfizmowych wszystkich sktadanych funktoréw czyni
sktadowa morfizmowa dowodzonej réwnosci oczywista. O

Na zakonczenie spozytkujemy zgromadzong wiedze oraz fakty przytoczone w Rozdziale [I] for-
mutujac nietrywialne, a zarazem catkowicie konstruktywne
8
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Twierdzenie 3. W przyjetych wczesniej oznaczeniach funktorialny obraz reprezentacji

T = ®[7T]NEF7T € HOmGrp<°° (F, @A U(Vﬂ-, (|)7T))
[m]~el

wzgledem komponenty obiektowej transformacji naturalnej Cr(-) z tezy Twierdzenia [2| jest *-
izomorfizmem,

Cr(re) + C(T) — @ Endc(Vr,t,),
[mw].el

ktory w polaczeniu z (dowolnym) wyborem bazy w kazdej z przestrzeni C-liniowych V; (z odnos-
nymi sprzezeniami hermitowskimi f,) okresla konkretna macierzowa realizacje algebry grupowej
wymiaru |T|.

Dowdd: O

C.D.N....
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