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1. GRUPY LIEGO I ICH GEOMETRIA STYCZNOSCIOWA

Ostatni wyktad dostarczyl rzetelnej motywacji do studiowania grup, ktorych elementy zaleza
w sposob ciagly lub zgota gladki od (zbioru) parametréow. Naturalnego uogolnienia i formaliza-
cji naszych rozwazan dostarcza teoria grup Liego, tj. zbioréw wyposazonych w uzgodnione wza-
jem struktury: algebraiczna strukture grupy (wprowadzona na pierwszorocznym wykladzie z Al-
gebry i omoéwiona szczegoélowo na kursie Teoria Grup I) i geometryczna strukture rozmaitosci
rozniczkowalnej (wprowadzona na drugorocznym wyktadzie z Geometrii rozniczkowej). Uzgod-
nienie takie ma daleko idace konsekwencje dla stycznosciowego rachunku rézniczkowego na tych
rozmaitosciach, ktorego liczne strukturalne zastosowania w mechanice klasycznej (np. teoria od-
wzorowan momentowych w opisie symetrii i redukcji symplektycznych) i teorii pola (np. cechowanie
symetrii sztywnych, zw. tez globalnymi, ale takze nieliniowe realizacje symetrii istotne w opisie
zjawisk takich jak mechanizm Higgsa czy odwrotny mechanizm Higgsa) czynia studium jego pod-
stawowych wtasnosci nieodzownym elementem niniejszego kursu. Z owego studium wyprowadzimy
naturalnie pojecie (stycznosciowej) algebry Liego (grupy Liego), ktorego desygnat zostanie nastep-
nie poddany abstrakcji i klasyfikacji, co bedzie stanowilo punkt wyjscia do dyskusji teorii reprezen-
tacji o fundamentalnym znaczeniu fizycznym (w kontekscie, m.in., klasycznej teorii oddzialtywan
fundamentalnych i kwantowomechanicznej klasyfikacji pol materii i nosnikow oddziatywari).

Zaczniemy od poje¢ podstawowych

Definicja 1. Grupa topologiczna to grupa
(G,m = Inv=()" er— e) ,

ktorej nosnik G jest przestrzenia topologiczng, a odwzorowania strukturalne m i Inv sg ciagle.
Podgrupa topologiczna grupy topologicznej (G, m,Inv,e —> ¢) to grupa topologiczna (H,
m M xm, Inv g, ® — ), ktorej nosnik H jest podprzestrzenia topologiczng przestrzeni G. Homo-
morfizm topologiczny miedzy grupami topologicznymi (G1,m1,Invy, e — e1) i (Ga,ma,Invy,
ey —> e3) to homomorfizm grup ciggly wzgledem topologii dziedziny i przeciwdziedziny.

Analogicznie definiujemy grupe Liego jako grupe, ktorej nosnik jest rozmaitoscia gltadka, a
odwzorowania strukturalne m iInv sg klasy C'*. Podgrupa Liego grupy Liego (G, m,Inv, e —>
e) to grupa Liego (H,mlg.q,Inviyg, e — €), ktorej nosnik H jest podrozmaitoscia klasy C*
rozmaito$ci G. Homomorfizm grup Liego to homomorfizm grup gltadki wzgledem struktury
rézniczkowej dziedziny i przeciwdziedziny.

Przyktady 1.
(1) RX’I’L
(2) R/27Z=U(1) =S
(3) SU(2)=S?
(4) grupa Poincarégo I1SO(3,1) = SO(3, 1)xR*4
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(5) Grupa liniowa gléwna GL(n;R) dziedziczy topologie i strukture rézniczkowa z przestrzeni
R(n) = R*"” | w ktorej jest zanurzona jako podzbiér otwarty det{,ll)(R;ho) (wszak det(,) :
R(n) — R jest odwzorowaniem wielomianowo zaleznym od wyrazoéw macierzy, wiec
ciaglym)

(6) wiele innych, ktore zostana przedstawione na ¢wiczeniach.

Lemat 1. Przyjmijmy zapis Def.[T] i niechaj G bedzie grupa topologiczna. Dla dowolnego ele-
mentu g € G i dowolnego otoczenia otwartego O, € (G) elementu neutralnego e € G istnieje
otoczenie otwarte Oy € 7(G) elementu g spelniajace warunek

mg o (Invg xidg)(Oy x Oy) € O, .

Dowdd: Odwzorowanie f = mg o (Invg x idg) jest ciagle (w topologii produktowej na swej
dziedzinie), przeto istnieja otoczenia otwarte 01,02 elementu g o whasnosci (O x Os) ¢ O,.
Otwarte otoczenie O1 N Oy =: O, spetnia pozadany warunek f(O,x Oy) c O,. O

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.[I] i niechaj (G,m,Inv,e — e) bedzie grupa Liego.
Czworka

(TG, Tm, TInv, (,0) — O1,c € T.G)

jest grupa Liego noszaca miano stycznej grupy Liego. Rzut kanoniczny g : TG — G oraz
ciecie zerowe O1g sg homomorfizmami grup Liego spelniajacymi relacje

(1) TG © OTG = ldG .

Dowdd: Chwila zastanowienia uswiadamia nam, ze przyporzadkowanie rozmaitosci gladkiej jej
wigzki stycznej ma charakter funktorialny (zrozumienie uzytego tu niezwykle ekonomicznego
skrotu pojeciowego umozliwia krotkie wprowadzenie do jezyka teorii kategorii, ktoére zataczam
w oddzielnym pliku). Funktorialnos¢é T zapewnia transport nie tylko pelnej struktury (czyli
struktury gladkiej i odwzorowarl) grupy Liego G, ale takze jej aksjomatyki — funktorialnym
obrazem diagramow przemiennych wyrazajacych aksjomaty G sa analogiczne diagramy dla TG.
Jedynym zatem nietrywialnym punktem dowodzonego stwierdzenia jest ten moéwiacy o homomor-
ficznym charakterze rzutu kanonicznego i ciecia zerowego oraz ich wzajemnej relacji. Zacznijmy od
rzutu kanonicznego. Zwazywszy definicje odwzorowania stycznego, stwierdzamy, ze dla dowolnych
(g,h) € G2 jest

T(g,h)m : T(gyh)(GXG) ETgGGBThG —’Tm(g,h)G;
zatem
mrg o Tm=mo (T1g X T1G) ,

a to jest wlasnie definiujaca wlasno$é homomorfizmu grup, przy czym wobec gladkosci m takze
odwzorowanie styczne jest gladkie, mamy przeto do czynienia z homomorfizmem grup Liego. Aby
postapi¢ dalej, musimy wejrze¢ w strukture T, ,ym. Dla dowolnego elementu g € G zdefiniujmy
odwzorowania gladkie

ly s GO hmlgh), Py i GO i b mlhig).
Wybierzmy lokalne mapy: &, = (z*,2%,...,2™) : O, = Uy e T(R*™), n=dimG na pewnym
otoczeniu otwartym O, punktu g, s, = (y*,y%,...,y") : O = Uy € J(R*™) na pewnym
otoczeniu otwartym O, punktu h oraz kg, = (2,2%,...,2") : Oy = Uy, € T(R*™) na

pewnym otoczeniu otwartym Og., punktu g-h, a wtedy — dla dowolnych V = V* aaxi (9) e T,G i
W=w*2_(h)eT,G - dostajemy

ay a

0(2“07710(%;1 xkp'))

T(g,h)m(‘/v W) = 1% T(HQ(Q)’ "fh(h)) 387(9 -h)
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e 0(z“omo(n;1><n,;1))( ( h 9 h
Ay® Kg g)7"£h( )) azu(g' )

8(2"'07n0(m_1><m:1)) . 6(2“07”0(H_1X“_1)) .
et (rg(9); rn(h)) 1 ——— =" (k4(9),kn(h)) rozpormajemy

elementy macierzy odwzorowaii liniowych Tgpp 1 Tply, odpowiednio, mozemy zatem przepisacé
powyzsze w wygodnej postaci

W wyrazeniach

(2) T(gmym = Typnopry + Tplgopr,.
Na tej podstawie wnioskujemy o stusznosci réwnosci

Tmo (01q x01c)(g,h) = T(gnym(0t,c,01,c¢) = Tepn(07,c) + Taly(07,c)

01,,c +07,,c =07,,c =01 om(g,h),

ktora dokumentuje homomorficzny charakter Otq, przy czym — rzecz jasna — mamy tu do czynienia
z homomorfizmem gtadkim. Tozsamosé jest oczywista. U

Uwaga 1. Azeby do korica oswoié styczng grupe Liego, znajdziemy jeszcze jawng posta¢ morfizmu
TInv. W tym celu rowazymy tozsamosci

mo (idg xInv) o A=n=mo (Inv xidg) o A,

w ktorych zapisie uzylismy odwzorowan (jawnie) gtadkich
A:G—GxG:g—(g,9), n:GO: gr—e,
a ktorych funktorialnym obrazem wzgledem T jest
Tmo (idrg x TInv) o TA=0=Tmo (TInv xidyg) o TA.
Uwzgledniajac Rown. 7 wyprowadzamy stad tozsamosci (dla dowolnych ge G i V e T,G)
Topg1 (V) +Ty1lygoTgInv(V) =071,g = Tyrpg o TgInv(V) + Tgly1 (V)

czyli

Tolnv = -Telg10Typg1 = ~Tepg10Tgly.

Godzi sie¢ przy tym podkreslié, ze ostatnia réwnos$é nie wymaga powyzszego wyprowadzenia,
wynika ona bowiem wprost ze wzajemnej przemiennosci ¢, i pp dla dowolnych g,h e G.

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i zdefiniujmy dzialanie dolaczone
Ad. : GxG—G : (g,h) — m(m(g,h),Inv(g)) = Adgy(h).
Odwzorowanie
Tel. : Gr,aaxTeG—TG : (g,X) — Tely(X)

jest izomorfizmem grup Liego.

Dowdd: Na podstawie Rown. (2) mozemy przepisaé

T(g,.eym o (0Org xidt,c) (g, X) T(g.eym(07,a,X) = Type(07,c) + Tely(X)

(4)

czyli

Tegg(X) = TEE.(g,X),

Tl = T(g’e)m o (01 x idTeg) ,
co dowodzi gladkosci T./f.. W potaczeniu z obserwacja

(Te€~)71 = (WTG7T7!‘TG(<)€II’1VO7TTg(') ())7

ktora weryfikujemy w bezposrednim rachunku (w ktéorym v e TG):

(7TTG’ T‘n'Tg(-)EInvoﬂ'TG(-) ()) ° TEE'(ga X)
3
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= (7ma Trra () nvorra () () © Telg (X) = (9, Tglyr 0 Tely (X))

= (g,T€(£9—1 Ogg)(X)) = (gaTegg‘lvg(X)) = (Q,TEKE(X)) = (g,X),

Tel.o (116 Trre () fivorra () () (V)
= Teéﬂ'TG (v) °© T7TTG(U)E‘H'TG(U)’1 (U) = Tﬂ'TG(U)(E‘ﬂ'TG(U) ° gﬂ'TG (v)~t )(U)

= TT"TG(’U)(ée)(IU) =0,

-1
przekonuje nas to o dyfeomorficznym charakterze tego odwzorowania (zaleznosé (Te@) od argu-
mentu jest jawnie gladka). Pozostaje zatem upewni¢ sie, ze mamy do czynienia z homomorfizmem
grup. W tym celu obliczamy — dla dowolnych X,Y € T.G oraz g,h € G, a w odwolaniu do

Roéwn. —
Tel((9. X)) Tona" (1Y) =Tel(g-h, TeAdy-1 (X)) +Y)

= Telygn(TeAdp-1(X)+Y) = Te(lypn-1 0 0n)(X) + Tnlg o Tely(Y)

= Te (@h o Eg)(X) + Thég o Teéh(Y) = Tg@h(Tegg(X)) + Theg(Teéh(Y))

T(g,h)m(Tegg(X)v Tegh(Y)) = T(g,h)m(Tee-(gv X)v Teg-(ha Y)) .

Warto odnotowaé¢ na marginesie, ze Tl jest stycznosciowym odpowiednikiem dyfeomorfizmu
L. er{e} ¢ Gx {6} — G. O

2. POLA NIEZMIENNICZE NA GRUPIE LIEGO

Po przedyskutowaniu ogélnych wlasnos$ci geometrii styczno$ciowej rozmaitosci rézniczkowal-
nych bedacych nosnikami uzgodnionej struktury grupy przejdziemy obecnie do szczegdlowego
zanalizowania wyréznionych przez te strukture gladkich pol wektorowych na tych rozmaitosciach,
ktorych studium doprowadzi nas do abstrakcyjnej konstrukceji algebry Liego.

Definicja 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Pole wektorowe lewoniezmiennicze na grupie
Liego G to pole wektorowe Vp e I'(TG) o wtasnosci

VgeG . fg*VIV.

Analogicznie, pole wektorowe prawoniezmiennicze na G to pole wektorowe Vi € I'(TG) o
wlasnosci

vgeG : @g*V:V~

Uwaga 2. Jako ze powyzsze wzory prowadza czasami do nieporozumieni, wypiszemy drugi z nich
w jawnej postaci. Oto wiec dla dowolnych g, h € G zachodzi w ogoélnosci

(L2 V) () = Teprale (VL5 (1)) = Tornly(V(g ™ - 1)),
przeto warunek lewoniezmienniczosci przyjmuje postaé
Tyaby V(g7 1)) = V(R

Innymi stowy, przesuwajac stycznosciowo wzgl. lewej translacji ¢, na grupie wartoéé¢ pola wek-
torowego w dowolnym punkcie otrzymujemy wektor w punkcie poddanym translacji tozsamy z

wartoscig tegoz pola w tym punkcie.
4
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Stwierdzenie 3. Zbiory

X(G)

{VeI(TG) | V Ilewoniezmiennicze },

Xr(G)

sg podprzestrzeniami R-liniowymi w I'(TG), a ponadto komutator pdl wektorowych ogranicza sie
do kazdego z nich,

{Vel(TG) | V prawoniezmiennicze }

[ )e(Xu(G) x X (G)) c Xu(G), He{L,R}.
Pare
(%2(G), [ e tes (ayer (@)

nazywamy algebra pdl lewoniezmienniczych na G, a pare

(Xr(G), [ latxp@)xxa(c))

algebra po6l prawoniezmienniczych na G.

Dowdd: Pierwsza czesé tezy wynika wprost z R-liniowosci warunku lewoniezmienniczosci (wzgl.
prawoniezmienniczosci), a druga — z prostego rachunku (przeprowadzonego dla dowolnego elementu
g € G i dowolnych pol lewoniezmienniczych Vi,V € X1(G)):

gg*[vl7v2]G = [gg*vlaeg*VZ]G = [V1;V2:|G .

Analogiczny rachunek dowodzi prawoniezmienniczos$ci komutatora dowolnej pary pol prawonie-
zmienniczych. O

Uwaga 3. Przywolane powyzej zachowanie komutatora pél wektorowych stanowi szczegoélny
przypadek ogolniejszego mechanizmu, ktéoremu podlegaja tzw. pary pol wektorowych w F-
relacji wyr6znione przez dowolne gladkie odwzorowanie F' : M — M miedzy rozmaito$ciami
rozniczkowalnymi M, N. Przypomnijmy: elementy takiej pary (V,W) e I'(TM)xI'(TN) spelniaja
tozsamosé definiujaca

Vaert + W(F(2)) = T.F(V(2)).
Dla kazdych dwoch takich par (Va,Wa), A€ {1,2} dowodzimy tozsamosci

(5) Voerr © (Wi, Walrawy (F(2)) = T.F([V1, V:](2)),

wyrazajacej prawidtowosé: Komutator pierwszych sktadowych pary pol w F-relacji jest w F-relacji
z komutatorem drugich sktadowych pary. W rozpatrywanym powyzej przypadku para (V,V) jest
w {4-relacji dla dowolnego elementu grupy g € G.

Definicja 3. Algebra Liego nad cialem K to kolekcja (((V,+V,Pv,o — OV)7ZV)7[-7~]V)

zlozona z przestrzeni K-liniowej ((V, +v, Py, e — Ov),fv) oraz odwzorowania dwu-K-liniowego
skosnie symetrycznego

['7']V P VXV —V (an) — [an]V = _[w7U:|Va
zwanego nawiasem Liego na V, ktérego jakobiator

Jacy : VxVxV—5V

(X1, X2, X3) — [[ X1, Xo]v, Xs]v + [ X3, X1]v, Xo]v + [[ X2, Xa]v, X1]v

jest tozsamosciowo réwny zeru. Tozsamos$é w algebrze wyrazajaca znikanie jakobiatora nazywa
sie tozsamoscia Jacobiego.

Podalgebra Liego algebry Liego (((V, +v, Py,e—> 0y), év), [ ]V) nazwiemy algebre Liego
(W, +v twew, Py tw, e — Ov), by e ), [ -]v hwxw) 0 nosniku W ¢ V' bedacym podprze-
strzenia K-liniowsg V.

5
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Homomorfizm algebr Liego miedzy algebrami Liego (((Va, +oy, Poyo—>0,), EQ), [ ~]a), Q€
{1,2} to odwzorowanie R-liniowe x € Homg(V7,V5) o wlasnosci

['7']2 O(XXX) =X° ['7']1-
Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def.[3]i Stw.[3] Odwzorowanie
TAd : Xg(G) = X.(Q) : V— T.Ad(V())

jest izomorfizmem przestrzeni pol prawo- i lewoniezmienniczych. Istniejg kanoniczne izomorfizmy
przestrzeni R-liniowyc

H. : g=Der,C'(G,R) — Xy(G), He{L,R},
o wlasnosci
(6) Lo (R)’1 =T.Ad..
Indukuja one na przestrzeni g = T.G nawias Liego
['7']9 Cgxg—9 : (X17X2) — [LXNsz]F(TG)(e) .
Algebra Liego
(g, [, -]g) =LieG
(w ktorej zapisie g jest traktowana jako przestrzeri R-liniowa) nosi miano algebry Liego grupy

Liego G.

Dowdd: Dla dowolnego pola prawoniezmienniczego V € Xr(G) sprawdzamy lewoniezmienniczosé
jego obrazu wzgledem (jawnie R-liniowego i odwracalnego) T.Ad. w bezposrednim rachunku,
prowadzonym dla dowolnych g,h € G z uwzglednieniem prawoniezmienniczosci V,

lo+(TAA(V()))(h) = Te_ e ((T-AD. (V) (-1 (R)))

To1nly(To1nAdg1n(V(g7'h))) = Ty1n(h o pn-14) (V(g 7 h))

Telh o Tornpn-14(V(g7 ) = Telr(V(e)) = Tely 0 Thpn1 (V(R))

(T.AL(V()))(h).
Poszukiwania izomorfizmu L. zaczniemy od zauwazenia, ze dowolne pole lewoniezmiennicze V €
XL (G) spelnia tozsamosé

V(g) = (lg:V)(9) = Te i (99l (V(Ly1(9))) = Tely(V(e)) =V(e) o £,

gdzie £, g € G jest cofnigciem (funkeji), V(e) za$ jest rozniczkowaniem algebry funkcji na grupie
w jej elemencie neutralnym. Jako ze V(e) € g, powyzsza obserwacja podpowiada wprost definicje
poszukiwanego izomorfizmu. Okreslmy odwzorowanie, jawnie R-liniowe,

L :g—TI(TG) : X+— Xol'=Lx,

Bez trudu sprawdzamy lewoniezmienniczo$é pol w jego obrazie,

looLx = T, olg(Lxolyr()) = (Lxolyr())oly=Xoly (ol
= Xo(Egoégq_l(.))*:XOE;,@ 71(,):XO€.*ELX7 QGG

Kierujac sie wcze$niejszym rachunkiem postulujemy odwrotno$é L. w postaci, takze jawnie R-
liniowej,
eve : X (G)—g : V—V(e),
Der, C'(G,R) = { V ¢ Homg(C'(G,R),R) | Vf,ggcl(G,R) s V(S 'C1(G,R) 9) =V (f)-g(e)+f(e)-V(g) }

jest przestrzenia rézniczkowan algebry funkcji klasy C1 w e.

6
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oto bowiem zachodzi
V=eve(V)oll = Loy, (v)-
7 drugiej strony obliczamy
eve(Lx)=Xol =X,
wiec w istocie
eve = (L)L,

Zastapiwszy w powyzszym rozumowaniu dziatanie lewe regularne £. jego prawym odpowiednikiem
©., mozemy powtoérzyé to rozumowanie w odniesieniu do pél prawoniezmienniczych, co daje nam
izomorfizm

R :g—Xg(G) : X— Xop’=Ry,
o odwrotno$ci — jak poprzednio —
(R) ! =ev,.

Tozsamos¢ @ jest w oczywisty sposob spelniona, oto bowiem dla dowolnego wektora X € g
zachodzi tozsamosé

TAdoR(X) = T-Ad-(X °© @.*) =Xoplollo @fnv(-) =Xop'o anv(.) ol =Xo anv(.)u ol

= Xoploll=Xol'=L(X).

Pozostaje juz tylko przekonaé sie, ze jakobiator jawnie sko$nie symetrycznego i dwu-R-liniowego
odwzorowania [-,-]g znika tozsamosciowo. Czynimy to w bezposrednim rachunku, w ktorym
wykorzystujemy prosta tozsamosé (w ktorej, tak jak w tych po niej nastepujacych, opuszczamy
znacznik T'(TG) na komutatorze pol wektorowych)

L[X11X2]g = Leve([Lxl,LXQ]) = [LXULXQ] .
Oto wiec wyznaczamy

Jan(Xl’X27X3) [[X17X2]gaX3]g + [[X37X1]97X2]g + [[X27X3]gaX1]g

= [eve([LXULX'z])aXlS]g + [eve([Lxvaxl])vXQ]g + [eve([LXmLXs])aXl]g
= [Leve([prsz])?LXs](e) + [LGVe([Lxgnyl])’LXJ(e) + [Levﬂ([LX21LX3])7LX1](e)

= [[LXNLXz]’LXs](e) + [[LX3’LX1]7LX2:|(€) + [[LX27LX3]7LX1:|(6)

JacF(TG) (Lxy, Lx,, Lxy)(e) = Og,

co konczy dowdd stwierdzenia. O

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Stw.[]1 jego dowodu, przy czym zalozymy dodatkowo, ze N :=
dim G < oo. Wybierzmy w przestrzeni wektorowej g dowolng baze T = {ta}, g5, & wowczas
stale struktury algebry Liego LieG w bazie T to liczby fapc =-fBac€R, A,B,Cel,N
zdefiniowane przez rownania struktury algebry Liego LieG

(ta,tg] = fapc>tc, A,Bel,N.

W konsekwencji znikania jakobiatora na Lie G spelniaja one tozsamosciowo dwuliniowe relacje

faBp fpce + fcap foBe + feep fpAE=0, A,B,C,E€l,N,
zwane tozsamosciami Jacobiego dla stalych struktury LieG. Elementy bazy C*(G,R)-
modutu I'(TG) bedacej L.- wzgl. R-obrazem bazy T bedziemy oznacza¢ symbolem

LA(-) = Tef‘(tA)
7



Teoria Grup II '24/25 — 1., 2. i 3. Lie to me, Cartan!

wzgl.
Ra(-)=Tep.(ta).

Twierdzenie 1 (Funktorialnos¢ Lie). Przyjmijmy zapis Def. i Stw. Przyporzadkowanie
grupom Liego ich algebr Liego rozszerza si¢ kanonicznie do funktora

Lie : LieGrp — LieAlgy.
o skladowej morfizmowej

Lie : MorLieGrp — Mor LieAlgy
X . Teyx .
( G — Ggq )»—>(L1eG1—>L1eG2 )

Dowdd: Odwzorowanie T.,x jest dobrze okreslone, pozostaje zatem jedynie wykazaé, ze jest ono
homomorfizmem algebr Liego. Punktem wyjscia bedzie dla nas nastepujaca tozsamos$é funkcjo-
nalna, stuszna dla dowolnego elementu g; € G:

be(gn ox =x° g, -
Na jej podstawie obliczamy, dla dowolnych: funkcji f € C*(Go;R) oraz wektora X € gy,
Ty x(Lx(91))(f) Lx(g1) ox"(f) =X oly ox"(f)=Xo(xoly) (f)
= Xo(lyg)ox) (f) = (Xox")oliy,(f)

Te X(X) 0 3, (F) = L, x) (x(91)) (),

co pozwala skonstatowac, ze
Tx(Lx()) = L1, ) (x()),

czyli ze (L x> L, X x)) jest para pol w x-relacji w rozumieniu Uwagi |3} a zatem w $wietle wypi-
sanego w niej Rown. dla dowolnych wektoréw X, X5 € g; zachodzi pozadana tozsamo$é

[T61X(X1)7 T€1 X(XQ)]Qz

[LTel X(X1)7 LTelx(XQ)]GQ (62) = [LTel X(Xl)’ LTel X(XZ)]GQ (X(el))

TelX([LXl?LX2]G1 (61)) = TelX([X17X2]91) :

Stwierdzenie 5. Pola lewo- i prawoniezmiennicze na dowolnej grupie Liego sa zupelne.

Dowdd: Rozwazmy gladka krzywa catkowa v : Ja,b[— G przez v(tg) =go € G w tg €]a,b[ pola
lewoniezmienniczego V € X1, (G), tj. rozwiazanie zagadnienia poczatkowego
Dy(t) =V(7(1)), tela,bl, (to) = go-

Wybierzmy (dowolnie) czasy posrednie tq,ts spelniajace warunki a < t; < to < b i oznaczmy
At = tg —t; > 0. Krzywa, v bedziemy teraz dowolnie przedtuza¢ wykorzystujac przechodniosé
dzialania lewego regularnego na G, ktora pozwala nam wskazaé¢ go1 = y(t2)-y(t1) ' Zdefiniujmy
zatem Sciezke
Yar 2 Ja+ At b+ At[— G 1 t— Ly, oy(t - At).

Jest ona rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego

Dyae(t) = Tyt-at)lgs, 0 DY(t = AL), te]a+ At b+ At[, vae(ta) =v(t2),
a poniewaz t—At €]a, b[ dla dowolnego czasu t €]a+At, b+At[, przeto — wobec lewoniezmienniczosci
pola V —

Dyac(t) = T’Y(t—At)g_(Dl ° V(’V(t - At)) = V(£g21 oy(t- At)) = V(’YAt(t)) .
8
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Widzimy wiec, ze takze ya; jest gladka krzywa catkowa pola V), stad tez — na mocy Twierdzenia
o Jednoznacznosci Rozwiagzania Zagadnienia Cauchy’ego w dziedzinie okreslonosci — na niepustym
przedziale Al :=]a + At,b[3 t2 zachodzi réwnosé

Yattar =vtar
i otrzymujemy gladkie przedtuzenie 7 krzywej v do ]a,b+ At[ w postaci

o o v(t) dlatela,b]
¥+ Ja, b+ At[— G { Yae(t) dlatela+ At,b+ At

Dokonujac iteracji powyzszej procedury, mozemy gladko przedtuzyé wyjsciowa krzywa w sposéb
nieograniczony od gory, tj. do przedzialu ]a, co[. Podobny argument pokazuje, ze jest ona takze
przedtuzalna wstecz, tj. do | — oo, b[, ostatecznie wiec stwierdzamy, ze 7y przedluza sie gtadko
do R, co wobec dowolnosci go (wszak pole V jest okreslone na calej rozmaitosci G) daje nam
postulowana teze dla pél lewoniezmienniczych. Dowo6d w przypadku pél prawoniezmienniczych
przebiega w pelni analogicznie. O

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Stw.[4 i niechaj X € g. Jednoparametrowe grupy dyfeomor-
fizméw grupy Liego G stowarzyszone z polami: lewoniezmienniczym Ly,

‘C)l((Q) = (DLX('la'Q) i RxG—G (tvg) — ¢LX(t7g) = th(g) 5
oraz prawoniezmienniczym Rx,
RY(2) = Pryc(1,2) : RxG—G : (t,9) — Pry(t,9) =R{ (9),
przyjmuja postaé, odpowiednio,
(7) ‘Cf( =PLX(e)> Rf = E’Rtx (e) -
Dowdd: To, ze potoki zupelnych (i globalnie gtadkich) pol lewo- i prawoniezmienniczych zadaja

jednoparametrowe grupy dyfeomorfizméw G, wynika wprost z wiedzy zgromadzonej w trakcie I
semestru. Pozostaje sprawdzié¢ stusznosé tozsamosci . Obliczamy, dla dowolnego g € G,

% Mool (9) = Lx(g) = Teeg(LX(e)) = Tegg(% thoﬁf(@)) = % Meoly © L1 () = % Tt:o(@cf(e)(g)) )
gdzie w ostatnim kroku skorzystaliSmy z Reguly Laricuchowej dla pochodnej funkcji zlozone;j.
Sciezki £X(g) i £, 0 LX(e), przecinajace si¢ w chwili ¢ =0,

lyo Ly (e)=Ly(e)=g-e=g=Ly(9),
sa zatem wspolstyczne w tejze chwili, a wektorem stycznym jest warto$é pola lewoniezmienniczego

Lx w g. Obie tez sg krzywymi catkowymi pola Lx, oto bowiem dla dowolnego t € R zachodzi —
wprost z definicji —

§L5(9) = Lx oL (9),
a takze — wobec lewoniezmienniczosci Ly —
$lyoL¥(e)=Trxyly(LxoL¥(e))=LxolyoL(e)
dt*9g t L¥(e)tg\HX t X Ptg t :

Na mocy Twierdzenia o Lokalnej Jednoznacznosci Krzywej Catkowej Pola Wektorowego $ciezki te
sa tozsame. Analogicznie dowodzimy drugiej rownosci w Rown. . O

W dalszej czesci zajmiemy sie zatem wyréznionymi Sciezkami £X(e) oraz RX (e), badajac za-
leznos$¢ od struktury liniowej (dodawania i skalowania) na przestrzeni R parametryzujacej krzywa
catkowsa i — réwnolegle — na przestrzeni wektorowej g ja indeksujacej.

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Stw.[f] Gladkie $ciezki
Ax =LX(e) : R— G, px =RX(e) : R— G
spelniaja tozsamosci

Vier © (Awx(1)=Ax(t) A pwx(1)=px(t) ).
9
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Dowdd: W $wietle Twierdzenia o Lokalnej Jednoznacznosci Krzywej Catkowej Pola Wektorowego
krzywa Ax jest jednoznacznie okreslona przez warunki

Ax(0) =e A Vier © $Ax(t) = Ly o Ax(t) = Tely (1 (X).
Zdefiniujmy rodzine Sciezek
vs : R— G : t— Ax(st)=Axo(s>-)(t), seR,
dla ktérych w bezposrednim rachunku wyznaczamy
Vs ter %’ys(t) = (j—é)\x)(st) . %(5 B)(t)=s> Lx(Ax(st)) =55 Tl (1)(X) = Tely, 1y (s> X)

= Lox(7s(1)),
przy czym tez
75(0) = €= Asx(0),

stwierdzamy zatem réwnosé

Veer © Ys = Asox s
skad ostatecznie wniosek

Asox (t) =7s(t) = Ax (st)

czyli takze — w szczego6lnosci

Asox (1) = Ax(s).

Dowod dla sciezek wykreslanych przez pola prawoniezmiennicze przebiega w pelni analogicznie.
O

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Stw.[7] Gladkie sciezki Ax i px sa homomorfizmami addy-
tywnej grupy Liego R (z naturalng strukturg rézniczkowa) w G, speliajacymi warunek poczat-
kowy
& hoAx =X =9}
di 1t=0"X dz [t=0PX -
I odwrotnie, kazdy homomorfizm grup Liego
X : R—G
spelniajacy warunek poczatkowy
(8) % f-ox =X €g
jest postaci
)\X = X = pX .

W szczegolnosei wiec Sciezki Ax 1 px sa tozsame.

Dowdd: Jedynym, co wymaga sprawdzenia w przypadku $ciezek v € {Ax,px}, jest warunek
homomorfizmu

Vster : v(s+1) =7(s) (1)
Zaczniemy od v = Ax. Azeby udowodnié¢ powyzsza tozsamosé, musimy przekonaé sie o tozsamosci
Sciezek Ax 1 75 = £y (s)-1 © Ax(s +-) przy ustalonym (dowolnie) s. W tym celu obliczamy —
korzystajac przy tym wprost z definicji ciezki v oraz z lewoniezmienniczosci Ly —

57 = Tyl (FAx 0 (54 (1) = Tay i (e rx (s +1))

T)\X(s+t)£)\x(s)‘1 (Lx(Ax(S +t))) = LX(E/\X(S)—l OAx(S +t)) = Lx(’ys(t)),
10
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skad wniosek, ze $ciezka 75 jest krzywa catkowa pola Lx tak jak Ax, a nadto
75(0) = e=Ax(0),

zatem sa to rozwiazania zagadnienia poczatkowego (dla tego samego pola wektorowego) przy tych
samych warunkach poczatkowych, co w swietle Twierdzenia o Lokalnej Jednoznacznosci Krzywej
Calkowej Pola Wektorowego przesadza o ich postulowanej tozsamosci. W przypadku v = px
powtarzamy rozumowanie dla 7, =g, (s)-1 © px(s+-).

Niechaj teraz x bedzie homomorfizmem spelniajacym warunek poczatkowy . Roézniczkujac
relacje funkcjonalng wyrazajaca homomorficznosé y;,

FX(5) = Gelemax = Gilmox o (5 +°) = G holycs) © X() = Tooybas) (Gt Me=oX) = Telogs) (G Pe=ox)
= L
%rtzox(X(s)) )

stwierdzamy, ze x jest krzywa catkowa przez e = x(0) (réwnosé ta, uzyta w powyzszym rachunku,
jest konsekwencja homomorficznosci x) lewoniezmienniczego pola wektorowego bedacego obrazem
wektora j—t Pe—oX(t) wzgledem izomorfizmu L. ze Stw. Powtarzajac to rozumowanie w odniesie-
niu do relacji

GX() = Geleax = Gheox o (1) = S hecopx(ry © X() = Tyt (G5 Ms=0x) = Teox (o) (G Fs=0X)
= R t
%rs:ox(X( )
uzyskujemy ostatnia brakujaca czesé tezy. O

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis Stw.[7] Odwzorowanie
A gxR—G : (X t) — Ax(t)
jest gladkie.

Dowdd: Gladkosé¢ zaleznosci A. od drugiego argumentu wynika wprost z Twierdzenia o Lokalnej
Jednoznacznosci Krzywej Catkowej Pola Wektorowego, oto bowiem dla ustalonego X $ciezka
Ax jest krzywa calkowa gltadkiego pola Lx. Pozostaje zatem wykazaé gtadko$é zaleznosci A.
od pierwszego argumentu. W tym celu przedstawimy Ax jako krzywa catkowa gladkiego pola
wektorowego na g x G o danych poczatkowych (X, e), co pozwoli nam wywnioskowaé postu-
lowang gladkosé wprost z tegoz Twierdzenia. Bedziemy przy tym — jak zazwyczaj — utozsamiaé
Der. C'(G,R) z T.G. Rozwazmy zatem pole wektorowe (jawnie gtadkie)

V o gxG—T(gxG)
(X,9) — (OgvTegg(X)) = (OgaLX(g)) = (OTE(X)7LX(9)) cgoT.ly(g)=g0T,G

= T(X,g)(g x G) .

Jego potok @y, spelnia réwnanie
%@v(t;to? (Xo,go)) = V(q)v(t;tm (Xo,go))),

w ktorego zapisie (Xo,go) jest warunkiem poczatkowym (w czasie tg),

(I)V(to;t()a (XOago)) = (X(),g()) .

Ustalmy warunek poczatkowy (Xo, go) := (X, e) dla tg := 0. Rzutujac powyzsze réwnanie na druga
sktadowa (tj. na G), w ktorej odbywa sie nietrywialna ewolucja, otrzymujemy rownosé

%prQO(I)V(t;O,(X,e)) = prQO%QV(t;O,(X,e)):pr20V(<I>v(t;O,(X,e)))

= Lpr10<I>v(t;0,(X,e))(pr2 ° q)V (ta 07 (X7 6))) = LX (prQ ° (I)V(tv 07 (Xa 6))) )
11



Teoria Grup II '24/25 — 1., 2. i 3. Lie to me, Cartan!

przy czym ostatnia rowno$¢ wynika wprost z konstrukcji V (w swej pierwszej sktadowej warunek
poczatkowy pozostaje niezmienny wobec trywialnosci tejze sktadowej pola V). Otrzymana rownosé
pozwala zidentyfikowaé pry o ®y,(+;0,(X,e)) jako (jedyna) krzywa catkowa pola Lx wychodzaca
z punktu gg = e, czyli

pry 0 Py(50,(X,e)) = Ax (),

co stanowi wladnie zapowiedziana wczedniej reinterpretacje tejze krzywej catkowej pola Lyxy. O

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Stw.[9] Odwzorowanie
expzexp®=A(1) : g— G

okre$lamy mianem odwzorowania eksponencjalnego na G.

CDN.

DODATEK A. ODZWOROWANIA

Niechaj Xa,Ya, A€ {1,2} bedg zbiorami, f4 : X4 — Y4 za$ — odwzorowaniami. Definiu-
jemy wowczas produkt odwzorowan f4 jako odwzorowanie

fixfo i Xix Xy — Y1 xYy : (21,22) — (f1(z1), fo(22)).

Majac do dyspozycji zbiory X, Zy, Zs i pare odwzorowan F, : X — Z,, a € {1,2}, definiujemy
takze odwzorowanie

(Fi,Fy) : X — Z1xZy + x— (Fi(z), Fa(2)).
Relacje pomiedzy tymi dwoma typami odwzorowari ustalmy wprowadzajac odwzorowanie
A:X—XxX:z—(x,1),
wktadajace zbior X w jego kwadrat kartezjanski w postaci jego przekatnej. Przy jego pomocy
mozemy zapisaé tozsamosé
(F1,F2) = (F1x Fy) oA,
Jest oczywiste, ze ilekro¢ wszystkie zbiory objete definicjami sa wyposazone w strukture roz-

maitosci rézniczkowalnej klasy C*°, wzgledem ktorej odnosne odwzorowania sa gladkie, wlasnosé
ta jest dziedziczona przez fi x fo i (F1,Fy).
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