
GEOMETRIA ROINICUOWA
-

X STRUKTURA ALGEBRY ROGNIKOLEL
-

3 GRADACYA NA PRJESTRJENi ↑(1 T*M)

29/4 2025/26



W TEJ CESci WiKtAD sunPIMT UWAGE NA POLACH SIONICH TENSOROW
ZONAMANTNYCH

, M .
TAecial CECIACH @T

*M = ⑦ TYMOR
,SEIN

KTORIC WARTOSC WPOWOLNM RENUCLE mEM sa FORMAMI
WILOLINIONYMI

ALTERNACIMINA TIM . YACO Je PODJBIOR MICH FORM ROSPINA

PODPRJESTRJEN NOTYM , PRJETO JEST JASNM , JE TWORYA
ONE COD-WgKE WELTOROW 1

:

T*MEWNTEM CAT*M,
meM Ill

PRJY CJYM- PRJYPOMNITMY- 1
P
T*M= MXIR +*Mm

i (1
°
T*M)= CO(M , IR) · (WYSTARY POPARTED NA TEN PODJBIOR

W MAPACH NATURALNICH)
-

JANM JAYMEMY S R%M):= ↑(1**M) , PRJEFORMUEUTEMT
WYGODNIE STANDARDOWY OPIs ↑(&T

*M)
,
w KTORYM coeT(TYMEP)

Jest ROWNOJNAINE y w = (O(0
, IR) DLA Wr..updX

*
Q...@dXMP=wo

M1. . .Mp [DOWOLNET

NA DJIEDJINIE JEJIM) MAPY "LOKALNEY k = (x4) : 0=>1CIRdin15



Stw .

31
. ISTNLETE BITERCTA

ODWJOROWANA
-

↑(+*MEP) = & :(TM)LWOGThe
& ENECKWET(TMEP) . WOW LAS DLA DOWOLNTM VEN(M), - P

ODNJOROWANE W(T,...,Up) : M-IR ,mrw(m) (V(m) , ...,Up(m)
WiVa - SUMAILOJindJEST FUNLO GLADUA (PATRT : PREJENTACTE CONSENE

Funkogi GtaDlic) .

E NIECH W : T(TM)
*P
-> CO(M , IR) · POLAJEMY NAJPIERW , jE FUNUITA

= (V.. . . .,Up)+(O(M ,rR) (DLA Va J(w) SALEJY OD Va W SPOsOB LOVALN-

Ty . Valg = 0 PLA Jeb(m) => w(Vn . . . .

,Val ..., rp)10 = 0
.

NM Cell Na (odpowiedNio MazeM) Otojeniu OnCO DOWOLNego

meO KONSTRUCTEMY FUNUO Unre F , suppECOm ,
Flm)=I



I ROSSJERJAMY TE PRET O DO FUNLyi EECO(M, IR) .

TA SPEtNIA

Ogtnicta Tojuamos' EaUa =O , zarem wprot Na
moci gatojenia

0 = c (V , . . . ,
0

, ...,Vp) = w(V,, ...,
EpVa

,...,Vp)=E . W(V , ...,
Va

, ...,p) ,
CO W PUNUCLE In DATE

0 =E(m) · w(V, .
. . ., (p) (m) = F(m) · w(V, ,

. . .,Up) (m) = w(V, ,
. . .,Up) (m).

NIDJMY JATEM , jE-ISTOTIE-w(V, . . ., Up) 3AEJY w meM OD WARTOsci

Va ,aei Na PROJENIe M (A NIE GLOBALNE-w
DONOLMMPUNUCEM).

Wiser : Neurol Flom = Valozm= W(V....,a ,...,Vp)(m)
-

ETM (TM =/V,.. . ,
Va
, ...,Up)(m).

WNASTERNIM KROKU POLAJEMY
,
SE POWISA JALEJNOS' JEST WISTOCH

3ALEINOSIB OD WAOsci Va(m) POLA W PUNKCIE EWALCAU ... ⑰



NLECH SATEM Va(m)=O ,Sici W LOUALNEY MAPLE K= (x a) : OEMCIRXdinM
↳

MAMY Valo = VNOm ,
V(m)=0 . WYORJYSTNIBC CONSTRUCOPa

ULures naOO MojEMY ROJSJERJYC Or DO eP(TM) o Wersnosci
M

Ento= Prior ,
a Uneco

,
M)-do TecoM)-

Fion = Tom .

Worgasa :=Vet(tm) spetNia

Tossamos Fato= Valoni Przeto - Na mocy poprzednicrustatn-

c(V,.. ..Va , ...,Vp)(m) =co .-

,
Va

, ...,Vp) (m)=Fa(m)w(V..... i p)(m)

=> r (m)w(V, . . .

.Fri (p) (m) = 0
↑

cate
informagaswaista o Va

INFORMACYA NESWOISTA (WSSYSTME

⑱POLA MojNA ROJPIAS LOUALNIE

NATEY SAMEY BAJIE)



NA PODSTAWI DOTYCHOSASONCH DOCLEAN MOJEMY IDEFINIOWAS DLAI

ODWJORDANIE W : M ->T*MEP PRNUT PO PUNICE MEM :

co(m) (E,... ,5p) := to(V ,
. .

.,Up) (m) UJYWAYRC DOWOLNiC POL
-

UgETmM ,atIP
WELTOROwice UET(TM) : Va(m)=Vai
-1 gDij WiNiK W m NE SALEJY OD WIBORG Va

- co(m) (V() , ... ,Vp(m)
3APISSMY WYg = WM....up

dxme ...adxep
,
a Worgas Co(MIR)

↓

Cop ...up (m)
= wid (Fu(m) , ...Pmp(a)) = Eo(m , ...Frp) (m)

JALEZY GEO OD MEO
,
co WOBEC DOWOLNoSci meM IMPlaye

wer(T*MEP) &

I

SUORJYSTAMY Y DOWTYSJEGO ,
ABY SNADNIE WTPOSASYCOLP(M) WUSYTECINGDSTRUKTURE ALGEBRAICINA ...



OSNAGENA : 2%M) := ↑(1**M) FY LONGOENEM
Il

RP(M) ,
RP(M):= TCPT*M) , PRYY JIM3Ri
P-FORMY ROSMIKONE NAM
--

SUSNEY WMETMi JAMoDyi RP(M) =O DLA p>
dimM= : D.

JAGNIEMY OD KONSTRULUI POMOCNIIJEY (3 COVALNEGO RUNKTU WIDJENIA)

(0) COFNUCE (PULLBACK) FORMY RONYUQUEY WIDLj ff(
%
(M,M2)

f: D
:

(M2)->RM1) ,
RP(Ma) (w+f*w +1P(M) ,

ZADANE RUNIT PO RUNUCLE : (f*w)(m) : = c(f(m)o(Tuf, . . .

,Tof)
,
iii

(*2)(m) TuffielTip (f*()(V ,
. . .,Up)(m) := w(f(m) (TrufN(m) , ... ,Truf (p(al)- 15p

r... f Pim) "Hf(m) UeT(TM,)
IPAWNCE GLADUA TACEjNOSC ⑭vom OD meM,



W LOCALNYCH BAJAC WSPOtRIDNIONM K=(1) : 0
.
->M

,
CIRYdinM,

MAMY FORMULY Y = (yd) : 02 ->M2 cI
*di-M,

#*wo>pot)@fo)fo)(()dxa
MAMY OLJYWSTE

* (f*W)m -up
few

.

32 . FMacMan& ach112,31 Ff,+(
*(M ,Mu) , free

*

(M2,Ms) :
-

I: TRENIALNY (fzofb* = fi*fz*

S
.g ., NIECH (X,y)- UKEAD WSROtRIBDNC KARTESTANGUICH NA*

-

(r,4) -- I
-- NA J0,

5[x[O,2iTh

ROGWAMY ODIGOROWANE GADULIE
XonIny) youMidsin :

& : J00x[0,it + (r, g) m> (rcosy , ring)EIR* (SciSLEy : -R*2doh)



3AcoDji ** (dxndy) (r,4) = d(rcosy)-dIrring)=... = round
Al

&(J0,0 [x[0,2 t)
TO Test WIjSowa/DEFINICTINa = AutUwNA Interpretaga I.

[

ALE IT MOJEMY TEJ INTERPRETOWAS YALO ANAUTUCINY MODEL JAMIANY

WSPotRJEDNCT NA2
* 190) - 3 KARTESJANseCiCH NA BIEGUNOWE-

A WTEDY MAT CENS NAPISY (TRANSFORMAME BAJYWP(T*M)) :

dx=d ,d,
-

STUALIA OGOLNIEYAJA (gDYT INTECAYWNY ,
ALE

(ax) = (ey-rinYe ( dimDomT <dim CodomTi) :

IR IR

PARAMETRIJAGA POPROJMAITOCI WIMMERSTI
Idet,2
~(2 + rinc) =r + 0 => ODWRACALNE ! ⑫



SYTAMA OGOLNIEYEA TO TACA
, WKTOREY Kevin= O (INJERIYA) ,

ALE dimmTuM, dimTurme Ma,
DLA G: M

.
-> M2

OGIL MAMY DO CJUNIENIA Y 'PARAMETRIJACIR' Podrojrmtosci
(M)<M2 Wimmersi.

: D

wejgegnosci Esti dimM, = dimMa ,
To Dra F : M

.
-Mu
coo

k= (x) :04>UCIR*D
OBLIGAMY WESPOEREDNICH LOUACNC E= (y9) :OzUzR*
FORME NA COFNUCLE FORMY MAROWENLNEGO
REDU /dimp .1P(R**)* = (B) = 1) :

f* (W, ...D dy's --.rdy
?) =(0-po 7)det[Df]dx ..x

[0(52, 112) ⑮



MOJEMY Juj WPROWADjiC NASTEPUTACE NATURALNE OPERATE NA Ri (M) :

Def .27 .

-

2) LOCJYN SENNETRINI :

1
:R(M) + R(M)-> R

°

(M),

Ri(M) + 25 (M) = (w ,n)+ wny =RP
+9(M)

DAN WSOREM (2017)(m):=Alt (W(m)GY(m)) , GDTIE
↳Atwo WiDal

, je 1 JestAle : OTM 1 TEM,ENE
:

ENI

T
*ME -r I sign(o) To F,

WiRAIONE PRJY njUCI
reGr

8 : TMONE : ( , . . . , 5) m Corp . ....Uri) .

IR-hin
.

⑭



S
.y., dxndy (m) = dx(m)ndy(m)= (dx(m) dy(m)

NAR
*2 - dy(m)dx(m)

= dx(m)dy(m) - dy(m)@dX(m)
Def.28 .

ec
.

-

(2)POCHODNA JENETRINA GLOBALNA BASA WSPORZEDMONA GeJ(IR*)
- ->

TITUTEM PRIYGOTOWANIA SPEFINUIYEMT OPERATES MODELOWENA RIO) . .

DEFINITEMT = (1 <M2 ...<Mp) ,
dx*= dxMidxMP

dp : Ri(0)->RP
+(5)

,
InWadx

E
n [dwpdxi

i ↳ [poznigna Fannopi
* III Wi
**

2Fwdxdx -

t ⑮



4
.g ., (*) p = 0 : dof = Aufdx
(** p= 1 : d((mdxM)=OrwudX*dx

1

· =wrdx idx"+AwdXxM
etc

.

- JEDNOGNAGNE = (8.Wu-2nWr)dxidxm= (d,w)ucdx*dx
& IDENTIFIKEIGCE

3 Bierjemy Obernie weasnosci tal dresLonego d: li(0) 8 ,

WTORE - TALLO DEFINUMACE-PODDAMY NASTEPNC STOSOUNES ABSTRACJI...- -

e. 33 . (i) de Hom, (RP(N) ,
RP+(0)

(ii) F(w ,n) RP(0)x R5(0) :do+g(1y)=dwny+ (1) Pcndgy
PuniT WYjiA

(iii dp+ dp= 0 => Kerdpt, > Imdp Do consumeagi
LHOMOLOGINYU

(iv) FOtJ(IR*a) ,
ach1 .2) YfE(

P(8 ,
0
.) FWERP(O) :

f
*

dpw = dp(f*w) ⑭



R (i) i (iv) TRYWIALNE . BEY UPORSADUOWANIA

(ii) NAJPIERW DOWODYMY DLA W =G dxn = adx*1 ...1dx4p

#B: JreGp : dx = sign (c)dxi
20(0

,42)

WObeC (i) To POJNALA StrcerdgiC , CO NastERUje ;

d(dx)=d(sign(r)adxm)= sign (r)d(dxm)= sign(r) dandx

= dandx, co prjidate fie w Rackuncl PONissin

d(2dxmnbdx*) =d(bpdxd(BnP 9
= (dB + Bda)ndx= CdBrdx*dx+ Bdandxdx
Atagnosin
->painicou dxMi

= (dandx)+(dx+ (1))n(dpndx) = d(2dx=)n(Rdx)
+ (- ()P(dx)nd(Bax



WOBEC ADDYMINNOSCI d
. (BDACET POMODNG (i) OTRUTEMT TEZE (ii).

(iii) NAJPLERW SPRAWDJAMY DLA p = 0 :

& (dof) 10 =di (Ou+dx) = d(2nf)ndxm= OrPufdxndx

= Freuf-Entrf) dxidx* = 0 (Pafec,R) ,

A NASTEPNIE DLA WadX+P(O) :

dpt, (dpr)dpt(dwndx)(d)dx(dx)
==durdp(dx) , AlE =

O

dp(dxm) = dp (dx*11 ...ndxmp) = d
,
(dxm+)ndx ...

ndxM+... +
-O

P-1
+(1) dxman-ndxMp

-nd(dxMp) =0 ,

SURD TEZA . 17 ⑱



NA PODSTANLE POWYISJEGO MOJEMY WYPOWLERTIES

TW
.

14
. NA ME Man&

ISTNEYE JEDNOGNAINErestone ODlJOROANIE
-

d: li (M)8 , dp : RP(M)+RP
+(M)

o WasNosciach PEIN

(i) de Hom(RP(M) ,
&P+(M)

(ii) dp+g(w1n) =(pc +Pwnd For
(iii) dp+10 dp = 0

(iv) FfeRP(M) = CO(MR) FVe(TM) : df(r) = r(f)

zaDANE LOCALNE YAUW NE Sh .

135.

⑭



D : CELEM WYKAJANIA LOUANET JEDNOJNAOINOSCI PH-FORMY
-

dpc ,
werP(M) - O ILE MAROWA ISTNEYE - PRJECONAMY SEE

NAYSAMPIERW , JE dow jALESY OD wo LOCALNE PrJey CO
-

RoJumMY , je
#CWFRLP(M) : () 5 0EJ(M) : 20 = Wito)=> disto= dwild)
ISTOTNIE , DLA Wiz:=Wi-Wi (Wizto= 0) MOzEMY - NA PENNM

OTOGENIU OuCO DOWOLnego PUNKTU meO-WIBRAC Funni
~

MuruFr , Supp(En)<On Enim) = 1
,
A WiEDY FmPWiz=O

DLA DOWOLNEGO PRIEDEUJENIA EECOLM,U) FUNUOi Fu PRJES0 .

JETSATEM O= d(0) = d(FDwr) = dEm-W2+Emddwin
⑳0



Co W i DATE

0 = 0(m) = dF(m)n(m)* Em(m) din() = Enf) dan(m)
= Fm(m) dwin(m) = dwnz(m)

WNIOSER : JESli DOLONAMY DOWOLNego GeAdlego PRIEDLJENIA
-

LOUAINET PRESENTAO colo= Cadx p-FORMY WERP(M)

3 DEEDSINY MAPY LOUALWEY K= (X1) : OEHCRYYCANALOGICANE

CAU Ma Se .
188

.) :0 : = Fix ,
To Edito =dia) =d,wid

BEDJIE JADANA PRJEY ROSNIGUOWANCE MODELOWE
&
wid

PRESENTATI LOUALNEY COO i POJOSTANE UPEWNIC SE ,JE THUE

LOVALNE DEFINICTEESTYWATR SIE"(WSENSIE SNOPOWTM) ⑳



DO OBLEUTY GLOBALNEGO , TY.

- FORMALNIE-SE LOKALNE

CrCIA dplwio) SNOPA ep SE OGRANICJENIAMi (DOO)

Cla GlobalNego,
KTORE JEST POSIDANM dow.

JDEFINIUGMY PRETO dpWY:*KCle moderat

SprawDjamT - Na Dij =dirO0DLA Arase naPu
!
)

ki : Oi+NiCI**, it I

last !
-

Stw .
33

.
(iv) C= k

*(j)
*

dp((kj))*-P(a)= i*pil,E F

TO JEST :(ii)(ii)



Co KongY DOWND
, gpij (i)-(iv) SG SPEtNIONE LOGAINE WSWETLE

Sew .
33
..,
A TILLO LOUAINE POTREBRTEMY JE SPRANDYAC I

Bes TRUDU SPRAWDJAMY TAGJE

Stu
.
34

. FM,MuEManfe (o(Mn ,M2welP(M2)if*dpw =dpf
*
w

-

D: Wobec Staduoj Obu p-Form : f*dpc i dpf
*
W WISTARIJY

'I DOWOD LOLAN , My .

W DJEDNA MAP :

PRJEPROWADJ
k :O,U,* Na orogent mem,

in :QUIR*P- na Progentf(m) .

Sacrodzi
↑*dwTocf"10)= f

*(*&(***WTu)=k
*(fok

*

dp(***Wil
P

few .
33

.
(iv)

= k*dp((ok)*win) = k
*

dp(()*(f
*2)(m)= dp(f

*w)T Out" 102)#D



NA KONCEC WRAJEMY ISTNIENCE PROSTEGO SWATCU MESDJY

RojNigrowANami : d
.
Na R(M) ; [iJAM NA P(TM) .

TW5. we RP(M)Fr , . . ,Up+ 1 E(MM) :

(dpw) (Ve...pt)=Va(w()
WSWieste Shw .

31 .

12km[p7
'Ca DO TREWIALNEGO (BYSTO KOMBINATORYGNEGO)PINETRYWIALNYM PUNKTEM WiJS

&

DOWPDU (UTORY MojNa , WIC WARTO PREPROWADJic LOUALNIE-DLA w=2dxi

i Va= Ima) , unde posostaciamt jacco Inigene Rackunowe, JESt
SPRADJENIE COCM ,IR) - LINIOWEY SALEJNOSC WIRAJENNA PO PRAWET STRONIE

SNAC RONOCI PD ArGUMENTON Va
, getiph . WOBEC JAWNE SUOSNego

CHARACTERU TEY SALEjNOSCI DOWOD WYSTARCYY PRJEPROCADid
DLA fIU. , CO CJYNIMY PONISE] ... Don



RHS (for,c ,...p+1) - fRHS(UiV , ...,pH) =O
= (f)(n) (w((z,. . . ,p+1) - f(Vn(w(rz ,

..- ,Up+))
- -[m(w(feV ,V- fn(pl
k=2 =

0

+ [(De+

m(c([TeUm]+m , fck ,Mii Npt) - fr ([eUm]+m ,MinNot]
21<m(p+1 l

,
m l

,
m

+[ (1)
+

MTc([fpU ,Um]+Mitzi Vpt)-fw([m]UUpl
1=1m -p+1

gew
.

19
.Sir
=(1) Uk(f) ·W(pt)+**-UmCAV,k=2

I
m=2p+ 1

=(Uk(f) ·w()-[Um()(205Stw .
3
k=2 m=2



STRUCTURA (R
°

(M) ,
1

,
d

.) JEST PRJYUEADEM ABSTRAGOJI OPISANEY W

LDef .29 . ALGEROSNILUONASGRAANALERICENEM PRJEMLENNTMR

TO TRogua ( , Ma ,D) StOJOMA 3 "Ag-ALGEBRA had R
- -

(*) R-MODULU A 7 X-GRADACTB ,
CJYLI ROJUEADEM NA SUME PROSTY

VIODMODUtd A=An ; ·A
nET III

(**) DWU-R-UINOUEY Ma: XA-AOPERATI BINARNEY
39ODNEY 3-GRADACTE W SENSE : Me (Emin) < Amen
(***) DE EnOp(t) O WEASNOSCAC

(i) DoD = O

(ii) Vanihell :DaWANTOAMac. G



JESLI PONADTO ME SPEtNIA TOjJAMOSci

Fagery : Aidan = (1) nazis an

dg-ALGEBRE (A,
MA ,
D) NASYWAMY PREMIENNA

WSWIERE NASSYCO USTAEN (12%M) ,
1
,
d

.) JEST JATEM

PRJEMIENNG dg-ALGEBRA ad IR .

INNICH
, MNLEY OGINISTUCI PRIYKEADOW STRUCTUR TEGO RODJATY

DOSTARCJA M . IN. STUDIUM DYNAMIKI ROSCIAGEICH ROJUEADOADUNKU

TOPOLOGICINEGO W JEWNETRINYCH POLACH LADUNKOWICH (NIELNIONE

--MODELE I ICH WAMANTY SUPERGEOMETRYLINE). ⑳


