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Dc‘_ ‘1 . Wiazka wléknista klasy C'° to czworka
=i T (BB.Fmw) PAR2:
ztozona z rozmaitosci gtadkich:

e E. zwanej przestrzenia totalng (wiazki); g(u- "
. presliacng ote -
. ?: jvvzzrrig L)vz;?)krgzvrlnq Ztkl)’ow m (wiazki); Mk S<‘. s.
oraz odwzorowania(surjektywnego)klasy c=
g : E— B,

zwanego rzutem na baze¢ (wiazki), dla ktorych istnieje pokrycie otwarte Op = {O;};c; bazy B
wraz ze stowarzyszona z ninir rodzina dyfeomorfizmow klasy C'*°

T; - Wévl(ol) i) Oi X F7 <

a~ WG REIpEm
zwanych trywializacjami lokalnymi (wigzki), domykajacych diagramy przemienne

= s fapeon
" )\ 9 / = * R&M@'ENQZD'JAJ
o by (R

Pokrycie o powyzszej wlasnosci okreslamy mianem trywializujgcego. Odwzorowania

gij + Oij — Aut(F) ¢ Diff™(F, F) I' RE,

Ti

okreslone, dla wszystkich par indeksow (4,7) € I*?, dla ktérych 0;; = 0;nO; #+ @, przez super- N
pozycje dyfeomorfizmow B

Tij = 10T Noyxr ¢ Oy xF O« (z,f) — (2,9:;(x)(f)),
gdzie odwzorowanie O;; x ' — F : (z,f) — g;(2)(f) jest z zalozenia klasy C*, sa nazy- ODMEIVN< Od

wane odwzorowaniami przejscia (wiazki), a grupa automorfizméw Aut(F) wiokna typowego TR <

(ktorej ewentualne zawieranie sie wlasciwe w grupie Diff™(F, F) dyfeomorfizméw wiokna ty- N

powego wyraza zgodnos¢ z dodatkowa na nim struktura, jak np. struktura liniowa lub struktura Q)NTOLOC(‘ CS‘J[‘
, .

grupy) zyskuje miano grupy strukturalnej (wigzki).



Przeciwobraz punktu x € B wzgledem rzutu

w5 ({2}) = B,
nazywamy wléknem wiazki F nad =x.
Morfizm wigzek wldéknistych miedzy dwiema wiazkami wioknistymi (E,, Bo, Fo,7g, ), @ €
{1,2} to para (@, f) odwzorowan klasy C*°, ktore czynia przemiennym ponizszy diagram

E, Ey
TE; f) TEy
By B

f

[zomorfizm wigzek witoknistych pokrywajacy identycznos$é na bazie, czyli spelniajacy warunek
f =1idp, nosi miano ré6wnowaznosci wigzek wloknistych.

(1) Wiazka trywialna to czworka
F—— BxF

pry

B

a wiec np. 2-torus T? = S! xS — S, walec S! x R — St.

(2) Wstega Mobiusa jako wigzka nietrywialna nad S! o wléknie typowym R.

(3) Wiazka Hopfa (S®,S%,S*, h), przy czym rzut na baze my we wspotrzednych (21, 29) =
((zo,71), (z2,73)) na C*2 =R 5 { (2,71,70,23) e R** |22 + 22 + 22 +22=1}=§°
przyjmuje posta¢ my(z1,22) = (22122, |21] - |22)?) € S? c R*3.



66 TUPU STWIERPZAMY SurnSedywWNold RZutu NA 8AZ
(PR % N4 (. §6). Huqowg CceUlg smu.muwz
Opugorowkt TEGO  RoPgRTY  uERLA  TOW]E

M- Niechaj Mya, A€ {1,2} beda rozmaitosciami gladkimi i niech f : M; — My

bedzie odwzorowaniem submersywnym w punkcie z € M. Istnieje wowczas otoczenie Of(,) c Mo
punktu f(x), na ktorym jest okreslone odwzorowanie o : O f(z) — M1 klasy C'° o wlasnosciach
foo=ido,,, A oo f(x)=x,

zwane cieciem lokalnym odwzorowania f przez x.

Dowdd: Teza ma charakter lokalny, mozemy zatem ograniczyé¢ rozwazania do pewnego otoczenia
O, > & bedacego dziedzing lokalnej mapy x1 : O, = Uy, Uy € JT(R*™) ny = dim My, w
ktorej x1(x) =0, a takze — do pewnego otoczenia Oy (,) > f(x) bedacego dziedzing lokalnej mapy
Ko : 5f($) =N Uz, Us € T (R*™2), ng = dim My, w ktorej koo f(x) = 0. Submersywnosé f w z
oznacza, ze odwzorowanie styczne

Tm(m):O(’{Q o f o K,Il) : T,ﬂ(m)=0Rxn1 = Rxnl —> Tmzof(x)ﬂ)]Ran = Rxnz
jest epimorfizmem przestrzeni R-liniowych. Niechaj zatem V; c¢ R*™ bedzie (dowolna) pod-

przestrzenia izomorficznie odwzorowywana w R*"2 przez (ograniczenie) T, (,)(k2 o f o ki), a
wtedy odwzorowanie styczne do odwzorowania klasy C'*

Fi=rgo fori oy, @ UtnVi —> Uy cR*™

o jawnie niepustej dziedzinie (wszak V; jest podprzestrzenia w R*™', a U; jest otoczeniem wektora @
0), jest odwracalne. «+ . ,



- Istotnie, wobec tozsamosci TgV; = Vi dziedzina ToF przyjmuje postaé
ToUy nToV =R*™ NV = Vi, co oznacza, ze ToF jest izomorfizmem

ToF = To(kg o fori )|y, .
W odwotaniu do Twierdzenia o Lokalnej Odwracalnosci Odwzorowan wnioskujemy zatem, ze
F=kyo fory! tu, v, ma pozadang lokalng odwrotno$é kq oo o Ka! P, klasy C° na pewnym

otoczeniu Uy ¢ F(Uy n'Vi) wektora 0 = kg o f(x). Homeomorficzny przeciwobraz ry'(Up) tego

ostatniego jest postulowanym otoczeniem punktu f(x), na ktoérym jest okreslone lokalne ciecie o
klasy C*°. O

Mt TFj — NSTRUMENTRAINT W) KONTEUICIE  NODGLOWANIA
[MERLL CECHOWANWA /LouAuNGt W Tl fOL—

M' (Kwazi-uniwersalna wlasnosé¢ submersji). Niechaj f : le —> M5 bedzie sur-
jektywna submersja klasy C'*°. Ponadto niech N bedzie C'*°-rozmaitoscia, a ' : My — N dowol-
nym odwzorowaniem. Odwzorowanie F jest klasy C'* wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie
ztozone Fof : M; — N ma te Wlasnoéé)

- N |
PR Bpecn(am) = Feco(nn)
M, />N,

t SuErduiolte: - ugoeuu{'oo‘qonmmtt Cerouwste F: M —N
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= ¢ Tekro¢ F jest klasy C*°, takze F o f ma te wlasnosé jako superpozycja odwzorowan Y

klasy C*. N
I odwrotnie, niechaj F o f € C* (M1, N). Wobec surjektywnosci f dowolny punkt w My

mozemy przedstawi¢ w postaci f(x) dla pewnego x € M;. Wybierzmy zatem (dowolnie) punkt

f(x) € My oraz jego otoczenie Oy, c Ma, na ktérym jest okreslone cigcie lokalne o @ Ogyy —

M; odwzorowania f spelniajace warunki z tezy K"-Q Przyjawszy zapis dowodu rzeczonego

stwierdzenia, otrzymujemy tozsamosé

From zFoid@M =(Fof)oo,

ktora dowodzi C*°-gladkosci F'lo oy DA gruncie zalozenia o C'*°-gladkosci Fo f oraz wynikajacej
ze “KC”—gladkoéci ciecia lokalnego o. Dowolno$é wyboru f(x) pozwala wnioskowaé o globalnej
C*-gtadkosci F.
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‘ wW. z (O rekonstrukeji (izotypu) wiazki wioknistej). Przyjmijmy zapis Def. '&Odwzo-
rowanla przej$cia wiazki wloknistej (E, B, F,mg) o pokryciu trywializujacym Op = {O;}ie; bazy
B speliaja warunek 1-kocyklu
(1) Vijkel, 20y ¢ 9i5(T) o g (2) o gri(x) = idp .

I odwrotnie, niechaj Op = {O;}ic; bedzie pokryciem otwartym rozmaitosci gladkiej B i niech
F bedzie dowolna rozmaitoscia gtadka o grupie automorfizmow Aut(F) ¢ Diff™ (F, F'). Dowolna
stowarzyszona z Op rodzina odwzorowan

gij : O”—>Aut(F), i,jEI
indukujacych odwzorowania klasy C*
Oij x F—F : (x,f) — gi;(x)(f)

i speliajacych powyzszy warunek okresla wiazke wioknista o odwzorowaniach przejscia stowa-
rzyszonych z O;; tozsamych z g;;. llekro¢ odwzorowania te sa odwzorowaniami przejécia pewnej

wiazki wioknistej nad B o wléknie typowym F', ta ostatnia wiazka jest izomorficzna z wiazka
zrekonstruowang na podstawie odwzorowan przejécia g;;.

Dowdd: Pierwsza czesé tezy jest bezposrednia konsekwencja nastepujacej rownosci, stusznej dla
dowolnej trojki (i,7,k) € I oraz (z,f) € O x F:

(z.f) = (do,, xidp)(z, f) = ((rier;") o (mror; ) o (o)) (x, f)

= (2,95 (x) 0 grj(2) " 0 grs (@) ().

Punktem wyjscia do dowodu drugiej jego czesei jest konstrukcja sumy roztacznej | ey (O; x F),
na ktorej okreslamy relacje
. . Yy=x¢€ Oij
Z,J,t) ~g. ' 9, — ;
(01200 2 (0:9:9) Pitat
Warunek 1-kocyklu spelniony przez odwzorowania przejscia sprawia, ze jest to relacja réwnowaznosci,

oto bowiem dla ¢ = j = k dostajemy _ .
gii () = gii(x) © gii(x) ™! 0 gsi(x) =idp,

[0 S
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zatem ~, jest zwrotna, a dalej tenze warunek w polaczeniu z poprzednig konkluzja implikuje
sko$ng symetri¢ g;;,
g5i(2) 0 gij (x) = gji(x) 0 gii(2) ™" 0 gij (z) = idp,
ktora pociaga za soba jej symetrie, i wreszcie stosownie przepisany warunek 1-kocyklu,
9ij () © gjr(x) = gij(x) 0 grj ()" = gri(2) ™ = gir () ,

oznacza, ze jest ona przechodnia. Mozemy zatem przejsé¢ od | ;e; (O;x F') do zbioru klas abstrakeji

Ry = (LU (OixF))/,.

iel
na ktorym okreslamy surjekcje
77929,,, : %q - B : [("Evf',i)]Ng.. — .
Zauwazmy, ze dowolna klasa [(z, f,i)]., zawiera dokladnie jednego reprezentanta o ustalonym
indeksie, (z, f,i) € O; x F x {i}, gdyz — wprost z definicji —
(v, 9,0) € [(&, f,D)]v,. = (4,9) = (2,9:(2)(f)) = (,idr (f)) = (=, ),
a poniewaz takze
v(l‘,f)éoiXF : (.’1?, f-, Z) € [('I)/ f-, ’i)]~g,_ )
przeto otrzymujemy bijekcje

(7] : 7, (0:) = O;xF : [(x,f,i)]., — (a.f).

Nastepnie wprowadzamy na %, . topologi¢ ilorazowa nazywajac otwartym dowolny podzbiér O c
K. , ktorego przeciwobraz wzgledem rzutu

) m i (O F) — %,

i€l
jest otwarty w @g,,, w topologii sumy roztacznej przestrzeni O; x F, i € I, z ktorych kazda jest
nosnikiem topologii produktowej. W rzeczonej topologii ilorazowej bijekcje [7;] sa homeomorfiz-
mami, a rzut me, jest ciagly.



o} o Otrzymana tu topologia jest hausdorffowska. Istotnie, ilekro¢
[(w1, f1,11)]~,. # [(22, f2,42)]., , mamy dwie mozliwosci: albo x5 # z1, a wtedy rozdzielamy
punkty x; i x zbiorami otwartymi — odpowiednio — O; c O;, i O3 c O;, w hausdorffowskiej (z
zalozenia) bazie, po czym tworzymy jawnie roztaczne otoczenia otwarte m.(Oqy x F x {iy}), « €
{1,2} obu klas w %, . (m. utozsamia punktu we wloknie nad wspdlnym punktem w bazie!), albo
tez xo = x1 przy iz =141 (jako ze xo = x1, mozemy wybraé iy = i1, ewentualnie za cene zmiany fa),
a wtedy rozdzielamy punkty f; i fo zbiorami otwartymi — odpowiednio — U; i Us w hausdorf-
fowskim (takze z zalozenia) wloknie F' i na zakonczenie tworzymy roztaczne otoczenia otwarte
7.(O;, x U x {i1}), a € {1,2} obu klas w %, (tym razem utozsamienia dotycza punktow w
Ll;er (O; x F) o indeksach pokrycia innych niz iy).

Mozemy juz teraz skonstruowaé atlas na tak okreslonej przestrzeni topologicznej. W tym celu
ustalamy atlas na zbiorze O; poprzez ograniczenie dowolnego atlasu na bazie B, otrzymujac tym
sposobem mapy lokalne & 4 : O; 4 = U; 4, AeJ; na podzbiorach O; 4 € 7(0;) (w topologii
podprzestrzeni) modelowanych na Ui € JT(R*™), n = dim B, a do tego — atlas na wloknie
zlozony z map lokalnych ¢, : V, — W,, a € K na podzbiorach V, € .7 (F) modelowanych na
W, € Z(R*™), m = dim F'. To uczyniwszy, definiujemy atlas na %, . jako zbiér map lokalnych

Ki,Ajow  * Qz’,A,a = WN(Oi’A X Va) = Z/{i,A x W,, c RX™m

[(m? f7i)]Ng.. — (&,A(CL’), Ca(f)) )

ktore sa dobrze okreslone, jako ze — w $wietle wczeéniejszych naszych ustalen — istnieje jedyny
reprezentant (z, f) € O; 4 x Vo ¢ O; x F klasy [(z, f,i)]., o ustalonym indeksie pokrycia i € I.
Na przecieciu ich dziedzin znajdujemy transformacje wspotrzedniowe

Ridai B, =hRiaahips ¢ K5B8(0naj,8xVag) — ki aa(Oiaj8 % Vas)

(¢.8(2),¢5(f)) — (&,a(2), Ca 0 gij(2)(f)) ...



Wﬁi“‘{ t o (6a(@):Ca 0 (2)(£) = (.4 0§ 5(&.5(2)). Ca o (935 0 &5.5) (6.8(2)) 0 G5 (¢a(S))) -

Zwazywszy, ze odwzorowania &; 4 o 55}5 sa transformacjami wspotrzedniowymi (rozdrobnionego)
atlasu na B, C*°-gtadkimi z zaloZenia, a ponadto g;;o ;}9 sa lokalnymi prezentacjami odwzorowan
przejscia, takze C'*-gladkimi (w dzialaniu na F, w rozumieniu opisu odwzorowan g;; podanego w
tresci dowodzonego twierdzenia) z zalozenia, i wreszcie (o gij(:c)ocgl sa lokalnymi prezentacjami
automorfizmoéw g;;(x) wlokna F, rowniez C'*°-gtadkimi z zalozenia, stwierdzamy, ze transforma-
cje Ki Aaj,B,8 53 C7-gladkie, zatem mapy lokalne k; 4 . okreflajgna %, . strukture rozmaitosci
rozniczkowalnej klasy C'*°. Wzgledem tejze struktury odwzorowania [7;] sa (tautologicznie) dyfeo-
morfizmami klasy C* (takze rzut na baze, 7%, lo, , . =prjo[7n], jest klasy C*) i okredlaja na
R, . strukture wigzki widknistej klasy C*. ’

Na zakoriczenie wykazemy rownowaznos¢ struktur wiazki wloknistej: wyjsciowej na danej wiazce
wloknistej (E, B, F,mg), o lokalnych trywializacjach 7; : w5 (Oy) =5 0; x F, iel,1itej zrekon-
struowanej w sposob opisany wyzej z jej odwzorowan przejscia g;;. W tym celu rozwazymy od-
wzorowania dane lokalnie w postaci

(3) L= [Ti]_l oT; : ﬂzjl((’)i) =, O;xF iﬂr}q”(oi), 1el

i zauwazamy, ze te lokalne dyfeomorfizmy w dowolnym punkcie y € 75 (0;;), zadawanym przez
pewne x € O;; oraz fe€F w postaci y= 771 (z, f), spetiaja relacje

(@ ) =[ml e ror (a, £) = (117 (&, 950(2) () = [mi] ™ 0[] o [13]7 (2, 9i (=) (f))
(7] (2,935 (2) 0 g;i(2)(f)) = [7:] (@, f) = [mi] om0 (x, f) = 1i(y)

czyli ze stanowia ograniczenia okreslonego globalnie dyfeomorfizmu

L E—ig%g.,_,

ti(y)



dane wzorem
tazt(o;) = tis

o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny

ktora pozwala nam zidentyfikowaé¢ ¢ jako postulowany izomorfizm wiagzek. U
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