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Kazda Opowies¢ potrzebuje jezyka, ktorego uzycie jest obwarowane zasadami uzgodnionego
systemu formalnego. Jezyk w swej najbardziej elementarnej funkcji reprezentuje przedmiot komu-
nikacji, ale tez — wtornie — strukturyzuje i kierunkuje sam proces ustalania z nim relacji poznawczej
u uczestnikow aktu komunikacji poprzez narzucenie swoistego zbioru form reprezentacji i zaleznosci
miedzy nimi; odzwierciedla nasz sposéb myslenia o Rzeczy, ale — gdy juz raz zostanie przyjety —
zarazem je porzadkuje i kontekstualizuje, przygotowujac podloze pod abstrakcje i uogoélnienie
wedle obecnych w nim schematéw. Jezykiem naszej Opowiesci bedzie — obok jezykéw algebry
i geometrii, znanych Czytelnikowi najpewniej z innych kurséw — jezyk teorii kategorii, zasad-
niczo reprezentujacy obiekty rozwazan i komunikacji relacyjnie w obrebie klas wszystkich obiek-
tow o interesujacych wlasciwosciach i tym samym ustanawiajacy naturalny poziom rozdzielczosci
rozwazain: ,z doktadnoscia do nierozroznialnosci w klasie, kodowanej przez (przenoszaca wlasnoscei)
relacje wzajem jednoznaczna’. Podejécie to nalezy odrézni¢ od tego, uswieconego wielowiekowa
tradycja, w ktorym ograniczamy sie do opisu (wszech-)rzeczy w terminach zbioréw, traktowanych
jako pojecia podstawowe, wiec niedefiniowalne, i — co kluczowe — ich elementdow. To ostatnie szybko
zaczyna pozera¢ swoj whasny ogon w konsekwencji przyjetej aksjomatyki (patrz, np., tzw. paradoks
Cantorzﬂ), a zarazem nie niesie zadnej informacji swoistej, ktorej nie daloby sie wpisa¢ w schemat

1Sprébujmy skonstruowacé ,zbiér wszystkich zbioréw”, tak by méc moéwié o zbiorach en bloc. Wykorzystujac
jedynie elementarne narzedzia, w jakie wyposaza nas aksjomatyka teorii mnogosci, natychmiast wpadamy w putapke
antynomii: Gdyby zbioér takowy istnial, to woéwczas istniataby takze — jako zbiér — suma roztaczna wszystkich
zbioréw, w ktoéra kazdy z nich bylby wlozony kanonicznie. A skoro istniataby takowa suma, to istnialby takze jej
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relacyjny — w rzeczy samej, elementy zbioru S bez trudu reprezentujemy jako odwzorowania
{e} — S z wybranego dowolnie zbioru jednoelementowego {e} (singletonu). Stwierdzamy wiec,
ze paradygmat kategorialny, czyli relacyjny, jest po prostu skromniej wewnetrznie ograniczonym
logicznie i w tym sensie bardziej ogdlnym ,schematem upakowania” informacji o rozwazanych przez
nas obiektach.

Obiekty wyreprezentowane w ujeciu kategoryjnym poddaja si¢ tacno realizacji w innych klasach,
w oderwaniu od swej ,anatomii”, tj. struktury wewnetrznej (jak np. rozklad punktow w roz-
maitosci), pozostajacej nierzadko — w mniejszym lub wiekszym stopniu — poza pozadanym za-
kresem rozdzielczosci poznawczej. W kolejnym kroku abstrakcji mozemy nastepnie badaé relacje
pomiedzy realizacjami przenoszace wtasnosé ,bycia realizacja klasy referencyjnej” pomiedzy pod-
klasami przez owe realizacje tworzonymi etc., dokonujac tym samym mozolnej transkrypcji in-
formacji o przedmiotach poznania w hierarchiach relacji, pierwotnych i wtérnych, ktorych pie-
tra okreslaja osobne wybory ,rozdzielczo$ci”. Transport bytéw relacyjnych poprzez ich realizacje
wydatnie poszerza nasze mozliwosci wnioskowania dajac nam do reki narzedzia formalne z kon-
tekstow odleglych w wymiarze ,anatomicznym”; ale przede wszystkim pozwala — bywaE| — oddzie-
li¢ istote zagadnienia od istoty tej ,anatomicznej” konkretyzacji. Zlozono$¢ tej drugiej potrafi
przestoni¢ prostote pierwszej, skazujac badacza na niekoriczace sie zmagania natury technicznej,
walke z formatem opisu ,anatomicznego” lub o taki opis, niejako obok przedmiotu dociekan.

Uzyte powyzej stowa kluczowe: relacje przenoszace wtasnosci, realizacje, relacje pomiedzy re-
alizacjami przenoszace wlasno$¢ ,bycia realizacja”. .. przywodza na mysl naturalne skojarzenia z
symetriami zbioréw (zazwyczaj obdarzonych dodatkowa struktura, wiec ,anatomia’, ktora jest
przez te symetrie zachowywana), modelowanymi na strukturze i dzialaniu grup, a dalej — grup
tych reprezentacji i splataczy reprezentacji. Te skojarzenia wytyczaja najbardziej bodaj natu-
ralng droge dojscia od pojeé klasycznej teorii zbioréw i algebry oraz intuicji z nich wywiedzionych
ku algebrze wyzszej osadzonej w paradygmacie teoriokategorialnym. Ponizej podejmujemy probe
ostroznego, lecz zarazem energicznego przeprowadzenia Czytelnika po tej Sciezce ku teorii kate-
gorii. Zywimy przy tym nadzieje, ze ta ostatnia stanie sie z czasem dla Czytelnika czyms wiecej”
niz formalny metajezyk (wykladu), a mianowicie: precyzyjnym narzedziem i metronomem, a z
czasem wrecz substratem Scistego myélenia.

1. O GRUPACH, TROCHE INACZEJ NIZ ZWYKLE

Zaczniemy od przeformulowania opisu pojecia grupy. Oto w sposéb nieco sztuczny przed-
stawimy grupe G jako zbior bijekeji singletonu (zbioru jednoelementowego) {e} ,udekorowanych”
elementami grupy ¢ € G. Taka oczywista nadmiarowosci w zbiorze odwzorowan singletonu w siebie
mozemy traktowaé jako sposéb na zapisanie informacji o ukrytej wewnetrznej strukturze obiektu
o, ktorej nie okreslamy w zaden inny (bezposredni) sposob. W tym obrazku G stanowi (albo
indeksuje) kompletny zbiér odwzorowan uzgodnionych z ukryta struktura obiektu e, tj. strukture
te respektujacych (i w tym sensie ,zachowujacych” obiekt ), wiec dozwolonych z punktu widzenia
naszych rozwazan. Istnienie operacji binarnej na G mozemy zrozumieé¢ jako prawo orzekajace, ze
superpozycja odwzorowan dozwolonych jest takze odwzorowaniem dozwolonym, a tacznosé ope-
racji binarnej ttumaczy si¢ na tacznosé tejze dobrze okreslonej superpozycji. Posrod odwzorowan
dozwolonych istnieje jedno odwzorowanie wyréznione, ktére odpowiada trywialnej bijekcji obiektu
e iz tej przyczyny nie zmienia zadnego innego odwzorowania dozwolonego po przyltozeniu go przed
tym odwzorowaniem lub po nim — tym odwzorowaniem jest bijekcja indeksowana elementem neu-
tralnym e € G. Wreszcie tez kazdemu odwzorowaniu odpowiada odwzorowanie odwrotne, tj. takie,
ktorego superpozycja z wyjsciowym daje poprzednio oméwione odwzorowanie trywialne. Jego
istnienie zapewnia operacja unarna Inv : G — G.

zbiér potegowy, w ktoéry bytaby ona — na mocy Tw. Cantora — wlozona w spos6b wilasciwy. StwierdzilibySmy przeto,
ze wyjsciowy ,zbiér wszystkich zbior6w” nie zawiera zbioru izomorficznego (tj. w bijekcji) z tym ostatnim, ktory
wszak mialby by¢ zbiorem, tym bardziej przeto nie zawiera jego samego. .. Wiecej na ten temat mozna przeczytac
np. w [Leild].

2Dobrym przyktadem jest tutaj koncepcja funktora kwantowania pochodzaca od Segala, a rozwijana przez
Atiyaha, Wittena, Turaeva, Reshetikhina, Frohlicha i wielu, wielu innych.
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Z naszej dotychczasowej dyskusji wylania sie juz pewna (z koniecznosci dosé banalna w swej za-
wartosci) struktura, dostarczajaca rownowaznego przeformutowania opisu grupy, ktore poddaje sie
dalekosieznemu uogolnieniu. Strukture te bedziemy oznacza¢ symbolem BG dla podkreslenia jej
intymnego zwiazku (lecz nie tozsamosci) z G (jest to tzw. odpetlenie G, z jez. ang. “delooping”).
Mamy wiec do czynienia z dwoma zbiorami: zbiorem obiektéw ObBG = BGj = {e} i zbiorem
dozwolonych odwzorowan miedzy nimi, ktéry bedziemy okresla¢ mianem zbioru morfizméw
MorBG = BG1 2 G i przedstawiaé jako zbior strzatek ,judekorowanych” elementami grupy,

g
")
Kazde z odwzorowari ma swoja dziedzine, z ktorej wychodzi stowarzyszona z nim strzatka i ktéra
w dalszej cze$ci wywodu bedziemy nazywaé poczatkiem morfizmu,
s : BGi —BGy : <9— e,
oraz przeciwdziedzine, do ktorej strzatka siega i ktora bedziemy nazywaé¢ koricem morfizmu,
t: BGi —BGy : <9— +——>e.

Na zbiorze BG1x;BG; par strzatek sktadalnych, tj. takich, u ktérych koniec poprzednika pokrywa
sie z poczatkiem nastepnika (w naszym przypadku sa to wszystkie strzaltki), okreslona jest laczna
operacja zlozenia (superpozycji)

o : BGi1s;BG1 — BGy @ ( <h— , <9— ) <hg—
o0 oczywistych (u nas wrecz trywialnych) wlasnosciach
$( =h— o =g— )=s( =9— ), t( <h— o =9— )=t( =n— ).
Na zbiorze obiektow okreslamy odwzorowanie
Id : BGo— BG; : e— <e— |
ktore przypisuje obiektowi morfizm identycznosciowy o wtasnosciach

sold. =idpg, =told.,

<g— oIdS( <g— )= <9— :Idt( <g— )0 =<=9—

Odwracalnos¢ wszystkich morfizméow (strzatek) jest rownoznaczna z istnieniem odwzorowania

-1_

Inv : BGy —BG; : <9— — —g> = <y
o wlasnosciach

solnv=t, tolnv =35,
<9— olnv( =9— )=Idy <9— ),

IHV( <9— )O <9— =Ids( <~g— )-

Zanim przejdziemy do dyskusji realizacji grupy, zaadaptujemy nowy formalizm do opisu struk-
tury nieco mniej sztywnej niz rozpatrywana dotad struktura grupy, a mianowicie: monoidu
Map(X, X) odwzorowarni (ustalonego) zbioru X w siebie. Struktura ta doskonale, a przy tym
calkowicie naturalnie ilustruje idee modelowania wewnetrznej struktury obiektu (jakim w tym
przypadku jest sam zbior X) w mnogosci dozwolonych morfizmoéw. Mamy tu zatem do czynienia
z jednoelementowym zbiorem obiektow

ObMap(X, X) = Map(X, X)o = {X},

zbiorem morfizméw zas — w pelnej analogii do sytuacji wczesniejszej — jest zbior strzalek udeko-
rowanych odwzorowaniami f € Map(X, X). Reszta dyskusji przebiega analogicznie jak w przy-
padku struktury BG, z ta wszelako istotng réznica, ze tym razem opuszczamy wymog odwracal-
nosci morfizméw.
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Dokonawszy powyzszej — moze nieco dziwacznej na pierwszy rzut oka, ale tez — jak sie okaze —
nader pozytecznej — formalizacji struktury grupy i wyréznionego monoidu Map(X, X), mozemy
poddaé analogicznemu zabiegowi strukture realizacji R (tj. dzialania, o ktorym zaktadamy do-
datkowo, ze jest lewe, czyli jest homomorfizmem grup R : G — S&x) grupy G na zbiorze
X. Realizacja taka jest tez oczywiscie homomorfizmem monoidu definiowanego przez G (poprzez
szapomnienie” o odwracalnosci wszystkich elementow) w monoidﬁ Map(X, X).

W wypracowanym wczedniej jezyku, stwierdzamy wiec istnienie odwzorowania o sktadowych:
obiektowej

R : BGO—>MaI)_(\5(/,X)O o r— X
i morfizmowej (zwyczajowo oznaczanej tym samym symbolem)
R : BG; — Map(X,X); : <9— —> =<R(9)—
o wlasnosciach (zapisanych w konwencji zgodnej z tym zwyczajem)
sMa?(?(’,X) oR=Ro SBGj tMaF(?(’,X) oR=RotBC
oraz
R( <h— ope <9— )=R( <h— )oymr ) R <9— ),

RoIdBC = 1aqMaP(XX) o |

Na najnizszym szczeblu hierarchii struktur algebraicznych stowarzyszonych z pojeciem grupy i
jej dziatania na wybranym zbiorze znajdujemy odwzorowania BG-ekwiwariantne splatajace real-
izacje Ry i Rg, ktore w rozbudowanym tu formalizmie mozemy (znéw w sposob nieco nadmiarowy)
przedstawi¢ jako indeksowane przez zbiér BGy rodziny morfizméow

n : BG0—>Map(X,X)1 e 1),
o skltadowych (tutaj w liczbie 1)
e+ Ri(e) > Ra(e),

na ktore zostal nalozony definiujacy warunek BG-ekwiwariantnosci

V <9— BG, @ T <9— )oRl( <9— )= Ry( <9— )01’)3( <~9— ).

Sformutowany przez nas schemat opisu struktur grupy i zbioru z jej dzialaniem poddaje sie
nastepujacym istotnym i przez to interesujacym ogélnieniom:

e Dopuszczenie dowolnej liczby obiektow we wezesniejszym opisie grupy (co prowadzi do
wyodrebnienia podzbioru wlasciwego par morfizméw skladalnych w kwadracie kartez-
janskim zbioru morfizméw) przy zachowaniu odwracalnosci wszystkich morfizmoéw daje
grupoid.

e Rezygnacja z odwracalnosci morfizméw prowadzi do ogdlnej matej kategorii.

o Jesli dodatkowo dopusci¢ te ewentualnosé, ze obiekty lub morfizmy nie tworza zbioru,
lecz klase wlasciwa (tj. mnogos$¢ nie bedaca zbiorem a okreslana przez wspolna ceche
elementow, jak np. klasa wszystkich zbiorow okreslana przez ceche ,bycie zbiorem”), to
mamy do czynienia takze z duzymi kategoriami, przy czym wyrézniamy takie, u ktérych
klasy morfizméw sg zbiorami, nazywajac je lokalnie maltymi.

Mamy zatem

30braz G lezy w grupie symetrycznej & x, jednak to usciSlenie pozbawiloby nasze rozumowanie nieodzownej
ogoélnosci.

4



Od teorii grup do teorii kategorii (MAWF ’23/24 1.1 & 1.II [rrS])

Definicja 1. Kategorie C tworza nastepujace klasyﬁ
e klasa obiektéw ObC = (g,
e klasa morfizméw MorC = C;, ktorej elementy zwiemy morfizmami, przy czym dla
dowolnych A, B € Cy klase morfizmow z A do B oznaczamy symbolami Home (A, B) =
C(4, B),
na ktorych okreslone sg nastepujace odwzorowania:

e poczatek morfizmu s:C; — Cy i koniec morfizmu ¢:C; — Cy, przy czym

Va,Bec, Vyec(apy @ (5,t)(f) = (A, B),

e identycznosé Id.: Cp — C1 : A— C(A, A),
e zlozenie morfizmow

oc i CioxCi={(f.9)eCi® | s(f)=t(g) } —C

(f.9) — focgeC(s(g),t(f))

spelniajace warunki:

Va,Beco V(f.g)ec(aByxe(s,ay @ (focida=f A idaocg=g),

Y (f.gh)eCroe Crosey @ (focg)och=Ffoc(goch).

Tlekro¢ klasa C(A, B) jest zbiorem dla kazdej pary A, B € Cp, kategorie C nazywamy lokalnie
mala. Jesli natomiast zaréwno Cop, jak i C; sg zbiorami, C okre$lamy mianem malej kategorii.
Mata kategoria, w ktorej kazdy morfizm jest odwracalny, nosi przydomek grupoidu. Kategorie,
ktora nie jest mata, nazywamy wielka.

Dowolna kategoria C wyznacza kategorie przeciwng C°P? o tych samych klasach obiektow,
Ob(C°? = Ob(, i morfizméw, Mor C°? = MorC, lecz odwrotnym porzadku sktadania tych ostatnich,
tj. focor g =goc f, zgodnym z wyborem (s¢,t€") = (1€, s©).

Podkategoria S kategorii C jest utworzona przez

e podklase Sy klasy obiektow Co;
e podklase &7 klasy morfizmow Ci, przy czym dla dowolnych obiektow A, B € Sy klase
morfizméw z A do B w & oznaczamy symbolami Homgs(A, B) = S(A, B),

ktore spelniaja nastepujace warunki:

® Vaes, : Ida€Si;

o Vies, = s(f):t(f) € So;

* Virgesixs ¢ focgeS
Tym samym S jest kategoria. Podkategorie S kategorii C nazywamy pelna, ilekroé¢ dla dowol-
nych obiektow A, B € Sy zachodzi rownosé

S(A,B)=C(A,B).
W szczegolnosci podgrupoid grupoidu G to dowolna jego podkategoria sama bedaca grupoidem.

Przyklady 1. (Kategorie)
(1) Graf skierowany kanonicznie okresla mala kategorie, ktorej obiektami sa wierzchotki grafu,
morfizmami zas — §ciezki w grafie (ich konkatenacja jest zlozeniem morfizmow).
(2) Dowolny zbior S okresla nastepujace trzy (male) kategorie:
o kategorie S (nierzadko oznaczana tym samym symbolem S co zbiér) o zbiorze obiek-
tow So =S i zbiorach morfizméw (jedynych niepustych) S(z,z) = {x >z =1d5}, z ¢
S — kategorie te nazwiemy kategoria zbioru S,

4Klasa to wszystkie obickty (np. zbiory) uwspdlniajace ustalong ceche definiujaca (np. ”"bycie zbiorem”). Po-
jecie to stanowi takie uogolnienie pojecia zbioru, ktére pozwala moéowi¢ o mnogosci obiektéw okreslonego typu bez
popadania w antynomie, jak to ma miejsce choéby w przypadku proby opisania mnogosci wszystkich zbioréow przy
uzyciu pojecia zbioru (wiec takze obiektu definiowanej tym sposobem mnogosci) — patrz: przypis na str.
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kategoric S o zbiorze obicktow Sy = S U {e}, w ktorym singleton {e} jest jedynym
obiektem inicjalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizméw (jedynych nie-
pustych) S(e,s) = {e > s}, se€S i S(z,z) = {z -z}, € Su{e} — kategorie te
nazwiemy rozpieciem S,

kategorie S o zbiorze obiektow So =S U {e}, w ktorym singleton {e} jest jedynym
obiektem terminalnym, oraz o jednoelementowych zbiorach morfizméw (jedynych nie-
pustych) S(s,e) = {s » e}, s€ S i S(x,x) = {x >z}, v € Su{e} — kategori¢ te
nazwiemy korozpieciem S.

Powyzej morfizmy sa dowolnymi singletonami, ktére dla przejrzystosci oznaczylismy
symbolami ich poczatku i korica. Obie kategorie wystepuja jako modele diagraméw
uzywanych w konstrukcjach uniwersalnych.

Zbiory tworza kategorie Set, kategorie wszystkich zbioréw, ktorej obiektami sa
zbiory, morpfizmami za$ — odwzorowania miedzy nimi, przy czym s = dom (dziedzina
odwzorowania) i t = codom (przeciwdziedzina odwzorowania), a o, = o. W szczegol-
nosci dla kazdej pary (X,Y’) € Setg x Sety mamy Set(X,Y) = Map(X,Y).

Monoids form a category Mon, the category of monoids, with monoids as objects
and monoid homomorphisms as arrows, and with the rest of the structure inherited
from Set.

Groups form a category Grp, the category of groups, with groups as objects
and group homomorphisms as arrows, and with the rest of the structure inherited
from Set. Within Grp, we find subcategories: the category of finite-rank groups
Grp“®, the category of abelian groups AbGrp, and many more.

Fields form a category Ring, the category of rings, with rings as objects and ring
homomorphisms as arrows, and with the rest of the structure inherited from Set.
Within Ring, we find the subcategories: the category of abelian rings AbRing,
its subcategory given by the category of fields Field, and many more. Furthermore,
we have categories Modpg (left modules over base ring R), Modger (right modules
over base ring R), Mod g, rery ((R1, R5P)-bimodules over the pair of base rings

(R1,R2)), Vectg (vector spaces over base field K), Vect]gm) (finite-dimensional
vector spaces over field K) etc.

Recall that a chain complex (in AbGrp) is a pair (C., d,) composed of a countable
family Cs = {Cj}nez of abelian groups, C,, € AbGrp, (the group of n-chains),
together with a family de = {d), }nez of homomorphisms d,, € Homapgrp(Ch, Cn-1)
(the n-boundary operator) with the defining property kerd,, > imd,,,1, altogether
forming a linear diagram

dn dp-1

dn+2 dn+1
Cn+1 Cn Cn—l

A chain map between chain complexes (CL,d!) and (C?,d?) is a family fo = {fn }nez
of homomorphisms f, € HomAbGrp(C}l, C?) with a property expressed by the com-
mutativity of the following diagram

dl,, d}! d? d!
n 1 n+1 1 n 1 n-1
Cn+1 Cn Cn—l
S+t fn frn-1
dz,, d? d? d?
n 2 n+1 2 n 2 n-1
Cn+1 Cn Cn—l

Chain complexes of this type form a category Chainapcrp, the category of chain

complexes in AbGrp, with chain complexes of abelian groups as objects and chain

maps as arrows. The latter are composed componentwise—that is, for f2 : (Cf‘, df‘) -

(CA*L a1, A € {1,2}, we have f2o f} = {f? 0 f}},cz—and a collection id¢, =
6
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{id¢,, }nez of identities on chain groups of a given complex (C,,d,) forms the corre-
sponding identity arrow Idc, 4,) = idc,-

e For every field K, the corresponding (finite-dimensional) K-linear spaces form a cate-
gory Vect]ggm)7 the category of (finite-dimensional) vector spaces over K, with

K-linear spaces as objects and K-linear maps as arrows, Hom,, (<) = Homg, and
K

with the rest of the structure inherited from Set.

Similarly, algebras over field K form a category Algy, the category of K-algebras,
with algebras over field K as objects and K-algebra homomorphisms as arrows, and
with the rest of the structure inherited from Set. Within Algy (for K € {R,C}), we
find important subcategories: the associative K-algebras AssAlgy, the category
of unital associative K-algebras uAssAlgy, the category of Lie K-algebras
LieAlgy, and many more.

e For every field K, the corresponding (finite-dimensional) K-linear quadratic spaces
form a category DVect]g °°), the category of (finite-dimensional) quadratic spaces
over K, with K-linear quadratic spaces as objects and K-linear orthogonal maps as

arrows, Homvectr(;o) = Ok, and with the rest of the structure inherited from Set.

e Topological spaces form a category Top, the topological category, with topological
spaces as objects and continuous maps as arrows, Homrep = C°, and with the rest of
the structure inherited from Set.

e Smooth manifolds form a category Man, the smooth category, with smooth man-
ifolds as objects and smooth maps as arrows, Homyga, = C*°, and with the rest of
the structure inherited from Set.

A topological group (G, m,Inv,e) is a group object in Top, i.e., G € Top, and
m € Top(G xG,G) =C(G xG,G) and Inv € Top(G,G) = CY(G,G) (that is with all
diagrams encoding the axioms of a group internalised in Man). Topological groups
themselves form a category TopGrp, the category of topological groups, with
topological groups as objects and continuous group homomorphisms as arrows, and
with the rest of the structure inherited from Top.

A Lie group (G, m, Inv, e) is a group object in Man, i.e., G € Man, and m € Man (G x
G,G) =C=(GxG,G) and Inv e Man(G, G) = C*(G, G). Lie groups themselves form
a category LieGrp, the category of Lie groups, with Lie groups as objects and
smooth group homomorphisms as arrows, and with the rest of the structure inherited
from Man.

o Every G € Grp, gives rise to the category of G-sets G-Set, with objects given by
pairs (X, Ax) € Sety x Homg,p (G, Sx) (here, Sx is the symmetric group of X) and
morphisms given by G-equivariant maps, Homg_get ((X, Ax ), (Y, Ay)) = Homg (X, Y).
Similarly, every G € LieGrp, gives rise to the category of G-manifolds G-Man,
with objects given by pairs (M, Ay) € MangxHomy,jecrp (G, Diff (M)) (here, Diff (M)
is the group of diffeomorphisms of M) and morphisms given by smooth G-equivariant
maps, Homg man ((M, An), (N, An)) = Homg (M, N).

o Odwzorowanie miedzy kategoriami spelniajace warunki wypisane dla realizacji grupy to
funktor kowariantny F':C; — C,.
Jest przeto
Definicja 2. Funktor kowariantny z kategorii C; w kategorie Cs to odwzorowanie o sktado-

wych, zwyczajowo oznaczanych tym samym symbolem,

e obiektowej F': ObC; — ObC(s,
e morfizmowej F : MorC; — MorCs ,

ktore spelniaja nastepujace warunki:
o soF Mo, =Fos oraz to Flyge, =F ot, czyli

Va,peobe, Vyee,(ap) @ F(f)€C(F(A), F(B)),
7
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o 1d% o Flgpe, = Fold®, czyli
rones P 1
® oco (FrMorcl x FrMorcl) =Fo oc, CZyli
v(f,g)eMorclsxf, MorCy * F(f oc, g) = F(f) 0C, F(g) .

W kontekscie konstrukeji uniwersalnych funktor F° : C; — Co okre$lamy czesto mianem dia-
gramu w kategorii C; modelowanego na kategorii C;. W szczegblnosci morfizm grupoidéw
pomiedzy dwoma grupoidami G,, « € {1,2} to funktor kowariantny miedzy odnosnymi katego-
riami.

Funktor kontrawariantny z kategorii C; w kategori¢ Cy to funktor kowariantny F : C¥ —
Ca, czyli odwzorowanie o sktadowych, oznaczanych jak wyzej,

e obiektowej F': Ob(C; —> ObC(Cs,
e morfizmowej F': MorC; — MorCs ,

ktore spelniaja nastepujace warunki:
o soF Mo, =F ot oraz to Fly e, =F os, czyli

Va.Beobe, Ve, (ay @ F(f)€Ca(F(B),F(A)),
o ido Flope, = Foid, czyli
Vacobe, : F(Ida) =Idpcay,

o ocoTo(Flyore, X Fluore,) = F oo, gdzie T jest transpozycja, czyli
v(f,g)EMorChxt MorC; -+ F(f oc,y g) = F(g) 0C, F(f) .

Funktor F' : C; — C2 nazywamy
e istotnie surjektywnym (lub gestym) jesli kazdy obiekt kategorii Cs jest izomorficzny
z pewnym obiektem w obrazie funktora F', tj. jesli spelniony jest warunek
Vxeobe, Jacobe, fecs(x,F(A)) Ip-teca(riayx) ¢ (floe, f=idx A foc, f=idpeay );

e pelnym, jesli spelniony jest warunek

Ya,Beobe, Y feco(P(A),F(B)) 3geci(a,B) ¢ = F(g)

(w przypadku funktora kowariantnego) albo warunek

Va,Beobe, Vpeco(F(A),F(B)) Jgeci(B,a) + f=F(g)

(w przypadku funktora kontrawariantnego);
e wiernym, jesli spetniony jest warunek

VA,BeobCy Y geCi(A,B) - (F(f)=F(9) <= f=9);
e w pelni wiernym, jesli jest pelny i wierny.
Superpozycja funktoréw to zwykla superpozycja ich sktadowych: obiektowej i morfizmowej,

ktora oznaczamy standardowym symbolem o, tj. dla pary funktorow F, : Co — Cas1, @ € {1,2}
miedzy kategoriami Cg, B € {1,2,3} zapisujemy

F20F1 : Cl i)(:é&c{g

Przyktady 2. (Funktory)
(1) Funktor identycznosciowy Idc : C OO o skladowej obiektowej Ide : Cop O : Ar— A
i morfizmowej Ide : C; O: f— f.
(2) Funktor staly X : C — D, zwany tez stala, okreslony przez obiekt X € Dy, o sktadowej
obiektowej X : Cop —> Dy : A+— X imorfizmowej X : C; — Dy : f+—idx.
(3) Konstrukcja zbioru potegowego okresla (endo)funktor kowariantny 2 : Set O, o sktadowej

obiektowej 2 : Sety O: X — 2% i morfizmowej 2 : Set; O: ( X z, Y)— (2% 5

0%, royea).
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(4)
(5)
(6)

The assignment of the opposite group G°P € Grp, to a given group G € Grp, extends to
a functor (-)°P with a trivial (identity) arrow component.
For every G € Grp,, a functor R : BG — Set on the delooping category BG is a G-set
(Ro(e), I1).
The assignment, for some fixed N € N*, of N x N matrices Mat(N x N;R) = XkleR
to an abelian ring R extends to a functor Mat(N x N;-) : AbRing - Mon (upon for-
getting the componentwise addition of matrices) with arrow component Mat(N x N;-); :
AbRing(Ry,Ry) 3 x = Mat(NxN;y) = x]k\[:l X € Mon(Mat(N xN; Ry),Mat(NxN; Ry)).
Another example is the forgetting functor p : AbRing — Mon with object component
to : AbRing, 3> (R,-,+,—(-),0) » (R,-) e Mong and a trivial (identity) arrow component.
Dualno$é¢ moduléw nad pierscieniem przemiennym R okresla (endo)funktor kontrawari-
antny * : Modg O o skladowej obiektowej * : ObModgr O : G — G* i mor-
fizmowej * : MorModgr O : x +— x*, gdzie dla dowolnego x € Homg(G1,G3) jest
X" Gy — Gy s pr—pox.
The assignment of a group algebra C[G] to a finite-rank group G € Grpy™ extends to
a functorﬂ C[-] : Grp™® - Alg with arrow component C[-]; : Homgyp(G1,G2) 5 x ~
C[x] € Homag, (C[G1],C[G2]), where C[x](F) = ¥ e, F(g) > 0y(g) is given in terms
of the Dirac basis {d4}4eq, of C[G1].
The assignment of the tangent manifold TM to a smooth manifold M extends to an
endofunctor T : Mlan — Man, the tangent functor, with the arrow component mapping
a smooth map to its tangent.

Upon restriction to Lie groups and subsequent localisation at the group unit, the above
construction yields the Lie functor Lie : LieGrp — LieAlgy.
The assignment of the de Rham cohomology Hj3g (M) to a smooth manifold M extends
to a functor Hjy : Man®® — AbGrp with the arrow component mapping a smooth map
between manifolds to the corresponding pullback of cohomology classes.
Przyktadami funktoréw o szczegolnym znaczeniu konceptualnym i istotnych zastosowani-
ach w geometrii algebraicznej i supergeometrii sa funktory Home dla dowolnej lokalnie
malej kategorii C i jej ustalonego obiektu X € Cy: kowariantny funktor punktow

C(X,) : C—> Set,
okreslony dla dowolnego X € Ob(C, o sktadowej obiektowej
C(X,) : Co—Sety : Y —C(X,Y)
i morfizmowej

C(X,) : Cl — Set1

(Y >2)—(cxy)250X,2)),
oraz kontrawariantny funktor punktow
C(,X) : C—> Set,
okreslony analogicznie jak wyzej, o sktadowej obiektowej
C(,X) : Co — Sety : Y —C(Y,X)
i morfizmowej

C(,X) : C1 —>Set1

(Y 5 2)—(C(2,X) 25 X)).

In the case C = Vecty™, and for X = K, the above construction specialises to yield
the dualisation (endo)functor Homg (-, K) with components: Homg (-, K) : V — V* and
Homg (+,K) : Homg (V3,V2) > L —» L* e Homg (V5 Vi*).

5Actually, the functor corestricts to the category of *-algebras.

9



Od teorii grup do teorii kategorii (MAWF ’23/24 1.1 & 1.IT [rrS])

o Wreszcie tez rodzine odwzorowan w rodzaju tych przypisanych splataczowi realizacji R
i Re nazywamy transformacja naturalna.

Stosowna formalna (i kompletna)
Definicja 3. Transformacja naturalna miedzy funktorami kowariantnymi Fy, Fo : C; —> Co

to rodzina morfizméw 7. : ObC; — MorCy : A — 14 o wlasnosci wyrazonej przez diagramy
przemienne

Fi(f)
— s

Fi(A) Fi(B)
(1) V A,BeObCy : na ns .
FeC1(A,B)
F>(A) F>(B)

_—
By (f)

Transformacje naturalna zapisujemy symbolicznie w postaci n. : Fy = F lub

klase tychze za$ dla pary funktorow (Fi, Fy) oznaczamy symbolem Nat(F, F»).

Jedyna roznica w definicji transformacji naturalnej w przypadku funktoréw kontrawariantnych
polega na tym, ze rodzina morfizméw w kategorii-przeciwdziedzinie indeksowanych przez obiekty
z kategorii-dziedziny spelnia tym razem warunki wyrazone przez diagramy przemienne

Fi(f)
Fi(A) <— Fi(B)
(2) V A,BeObC, : na ns .
F€C1(A,B)
F>(A) F>(B)

-
Fa2(f)

Jesli wszystkie morfizmy tworzace rodzine 7. sa izomorfizmami, transformacje naturalna okres-
lamy mianem izomorfizmu naturalnego (funktoréw) lub ré6wnowaznosci naturalnej

Transformacje naturalne mozna w naturalny sposob sktadaé: llekro¢ dane sa funktory Fy, Fy, Fj :
Cy — Cs oraz transformacje naturalne

nt Cy, Ae{l,2},

Y T

Fas1

okreslamy zlozenie pionowe (albo wertykalne) tych ostatnich jako transformacje naturalng

Fy
Ci “n"’-n‘l Cy = C Fr——> (o
Y
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o sktadowych

G

/“>
7

(7 en'),=maomy, AeObCr.

Dla dwoch par funktorow: Fi,Fy : C; — Co 1 G1,Gs : Co —> C3 oraz transformacji naturalnych

Fy

Fy

CQ )

G1

Co

0.

0

Cs

v T

Ga

okreslamy zlozenie poziome (albo horyzontalne) tych ostatnich jako transformacje naturalna

GioF Fy Gy
Gy “9077» Cz3 = C “n Co “0. Cs
GaoFs Fp G2
o sktadowych
3) (0om)a =0p,a)°Gi(na) = Ga(na) 0 Op, 4y, A€ODbCr.

Uwaga 1. Azeby uzmystowi¢ sobie pochodzenie i sens formuty (3], wystarczy rozwazyé¢ funk-
torialny obraz wzgledem G, a € {1,2} diagramu przemiennego (1)), definiujacego transformacje
naturalna 7, czyli diagram

Ga(Fi(4)) 2D (R (B))

Ga(na) Ga(nB) 5

Ga(F2(A)) Ga(F2(B))

_—
Ga(F2(f))

przemienny z racji funktorialnosci G. Jesli umiesci¢ diagramy dla a € {1,2} jeden nad drugim,
morfizmy sktadowe 6 pozwalaja polaczy¢ je w przemienny szescian

G1(F1(4)) NG G1(Fi(B))
Gi(na) O ) o
G1(F2(A)) NG G1(F2(B)) Ory (8)
Ory(5)
Ory(a) G2(Fi(A)) NG G2(Fi(B))
G2(na)
Ga(np)
Ga(F2(A)) N G2(F>(B))

11
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Bez trudu odnajdujemy na nim dwie rownowazne defincje sktadowej o indeksie A zlozenia poziomego
transformacji naturalnych 6 i 7.

12
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Przyklady 3. (Transformacje naturalne)

(1)
(2)

For every €4 € Catg, A € {1,2} and every F € [¢*, 6], there exists the identity natural
transformation idp. = {Idr(x)} xes; -
Rodzina izomorfizméw grup Inv. : Grp, — Grp; : G+ Invg, z ktérych kazdy trak-
tujemy jako odwzorowanie z (odnosnej) grupy G w grupe do niej przeciwna, G°P, okresla
izomorfizm naturalny Inv. : idgep = (-)°® miedzy endofunktorem identycznosciowym na
kategorii Grp a endofunktorem ,brania przeciwnosci" z Przykl.(4)
A natural transformation 7. : R' = R? between two G-sets R4 : G — Set, A ¢ {1,2},
viewed as in Ex.5), is a G-equivariant map 7. € Homg (R} (), RZ(e)).
Rodzina monomorfizméw przestrzeni wektorowych (nad ustalonym K) ev: : Ob Vectyx —
Mor Vectxy : V +— ev’, z ktorych kazdy przyporzadkowuje (odnognej) przestrzeni
wektorowej V odwzorowanie (K-liniowe) ewaluacji ev’ : V — V** : v+ ev)
okreslone wzorem ev! : V* — K : ¢ > ©(v), okresla transformacje naturalna
v ¢ idvectze = Homg(+, K) o Homk (-, K) migdzy funktorem identycznosciowym na kat-
egorii Vectg a funktorem bidualizacji ()** = Homg (-, K) o Homg (-, K), ktory dowolnej
przestrzeni przyporzadkowuje bidualna do niej i kazdemu odwzorowaniu K-liniowemu —
odwzorowanie bidualne.
For a fixed N € N, the determinants deth) : Mat(N x N;R) - R for R € AbRing,
compose a natural transformation detyy : Mat(N x N;-) = u between the two functors
from Ex.[2/(6)
For every € € Catg, every X,Y € % and every x € €(X,Y), there exists a natural
transformation €(,x) = xo- = x« : C(-,X) = C(-,Y). In virtue of the fundamental
Yoneda Lemma, the assignment x — €(-, x) is bijective. This fact is of key significance for
geometric applications of functors of points.

Mamy elementarne, acz istotne

Stwierdzenie 1 (Prawo przemiennosci dla transformacji naturalnych). Niechaj C4, A € {1,2,3}

beda kategoriami, Fp,Gp,Hp : Cp — Cp41, B € {1,2} funktorami (kowariantnymi), o

C

Fo=—G¢ i B¢ : Go = Hg, Ce{1,2} za$ - transformacjami naturalnymi. Diagram

VAN
AN

jednoznacznie okresla transformacje naturalng, tj. zachodzi tozsamosé

(8 ea®)o (Bl eal) = (8 0p")e(a®0a’).

Mozemy juz wystowié¢ naturalne warunki ,tozsamosci” kategorii, uzwgledniajace wpisane w ich
definicje ograniczenie ,rozdzielczosci” naszego rozpoznania i rozréznienia ich obiektéw w okoliczno-
Sciach abstrahowania od obiektow tych ,wewnetrznej struktury”, jakim jest wskazanie wyrdznionych
elementéw klasy morfizméw, a mianowicie — izomorfizméw, badacych markerami nierozréznialnosci
obiektow na przyjetym poziomie ,rozdzielczosci” (czyli w obrebie danej kategorii). Mamy wiec

Definicja 4. Rownowaznosé kategorii C; i C; to para funktorow

F:Cl—>C2, G1C2—>Cl
13
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wraz z parg izomorfizméw naturalnych

GoF FoG
S N S N
G :ﬂﬁ Ci , Co :ﬂﬁ Co .
ide, 1dc,y

Kategorie, dla ktorych istnieje rownowaznos¢, okreslamy mianem (wzajem) réwnowaznych.

Wygodnego i przydatnego przeformulowania powyzszego pojecia, podpierajacego je nieodzowna
intuicja, dostarcza

Stwierdzenie 2. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym réwnowaznosci dwoch kategorii jest
istnienie pomiedzy nimi funktora istotnie surjektywnego i w pelni wiernego.

Uzyteczna egzemplifikacje spietrzenia abstrakcyjnego nonsensu daje nam do reki

Definicja 5. Niechaj C; i Cs beda kategoriami. Kategoria funktoréow kowariantnych z C;
do C; to kategoria, ktorej obiektami sa funktory kowariantne F : C; — Ca, a morfizmami —
transformacje naturalne miedzy tymiz funktorami. Oznaczamy ja symbolem

CS' = [C1,Ca] = Fun(Cy,Ca) .
Analogicznie definiujemy kategorie funktoréow kontrawariantnych z C; do C,, dla ktorej

rezerwujemy symbol

op
cr

C

W szczegodlnodci kategorie Set® okreslamy mianem kategorii kopresnopow na C i oznaczamy
symbolem

[CP,C2] = Fun(CP,Cs) .

CoPreSh(C) = [C, Set].

Jej obiekty nazywamy kopresnopami na C. Analogicznie kategorie Set®” nazywamy kategoria
presnopéw na C i oznaczamy symbolem
PreSh(C) = [C°P, Set] .

Jej obiekty nazywamy presnopami na C.

Uwaga 2. Presnopy, zwlaszcza za$ te sposréd nich, ktére spelniaja dodatkowe warunki czyniace
z nich tzw. snopy, pelnia fundamentalna role w opisie wlasnosci topologicznych rozmaitosci, w
szczegolnosci — struktur indukowanych na nich w obecnosci nietrywialnych poél form rézniczkowych,
modelujacych pola tadunkowe (takie jak, np., pole fotonu, gluonéw i masywnych bozonéw posred-
niczacych). Dostarczaja nam one takze narzedzi (homologicznych) do opisu lokalnego i globalnego
tzw. wiagzek widknistych, jak rowniez — do klasyfikacji obstrukcji topologicznych wobec ich kon-
strukcji. Wrécimy do ich dyskusji w czesci geometrycznej niniejszego kursu.

Przyktady 4. W przypadku, gdy C; = A jest kategoria pewnego zbioru A € Setq z Przykl. 5),
odnosna kategorie C* okreslamy mianem kategorii ciagéw (uogoélnionych) w C indeksowa-
nych przez A. Jej obiekty to funktory X. : A — C o sktadowej obiektowe;j

X. A — CO P — X)\
i morfizmowej (X. jest funktorem!)
X(A—~A) =X (1d}) =1d%,

mozemy je zatem (wiec tez bedziemy) utozsamiaé¢ z rodzinami obiektow z C indeksowanymi przez

zbior A,

X. = {X)\})\GA-
14
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Morfizmy cX to transformacje naturalne 7. : X. = Y., czyli indeksowane przez Ao = A rodziny
morfizmow

{mr € C(Xx, Y2) Faea

spelniajace odnosne warunki (jedyne ,nietrywialne”)

x.(1a%)=1a$,

Xy=X.(N) X.(\) = X,

Y\=Y.(N) — Y.()\) =Y,
y(IdQ):Id%,A

Te sa spelnione automatycznie na mocy aksjomatéw kategorii, zatem morfizmy ch sa po prostu
dowolnymi rodzinami morfizméw z C indeksowanymi przez zbior A jak wyzej.
Kategorie C zanurzamy w C® przy uzyciu funktora kowariantnego (ciagi stale) Acp + C—
C" o sktadowych: obiektowej
Aca @ Co—Cl + X —{Xn=X}rer
i morfizmowej
Agia : C1—CF = —{m = n}hren -

7 zastosowaniem tej kategorii zetkniemy sie w okolicznosciach konstrukcji wyréznionych obiektow
uniwersalnych w kategorii Set i innych, ktéra zajmiemy sie na nastepnym wyktadzie.

Rozdzial zamyka konstrukeja z kategorii (sic!, ale nie sick)

R PIoyv UU’:’?;J(‘U\“ r;w

K Auoye T4y o

Fic. 2. OvpoBopos alchemikow.

Definicja 6. The category of all categories is the category Cat with objects Caty given by
categories, arrows Cat; given by functors (with hom-sets denoted, for every C;,Co € Catyg, as
Cat(Cy1,Cs) = [€1,%>] = Fun(Cy,Cs)), obvious source and target maps, the identity Id : Caty —
Caty, C ~ Id¢, and the (component-wise) arrow composition as given in Def.

2. ONE LEMMA TO RULE THEM ALL

Elementarnym, lecz istotnym wynikiem strukturalnym teorii grup, eksponujacym sens pojecia
grupy jako modelu symetrii oraz pierwszorzedne znaczenie grup symetrycznych w tej kategorii, jest
Twierdzenie Cayleya, ktore orzeka, ze kazda grupa jest grupa w dzialaniu, czyli jest izomorficzna
z pewna podgrupa grupy symetrycznej Gx pewnego zbioru X, tj. moze by¢ zrealizowana jako

15
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podzbiér zbioru bijekcji X w siebie, z ograniczonym don sktadaniem odwzorowan w roli operacji
binarnej (tj. dziatania grupowego). Dokonamy teraz transkrypcji klasycznego konstruktywnego
dowodu tego twierdzenia w rozwijanym przez nas konsekwentnie formalizmie kategorialnym, co
pozwoli wystowié¢ twierdzenie w sposéb poddajacy sie naturalnemu uogoélnieniu. Takie uogolnienie
bedzie nastepnie przedmiotem naszych dalszych dociekari.

Przypomnijmy: we wspomnianym wyzej dowodzie jako zbiér X wybieramy sama grupe G
(innymi stowy, aplikujemy do niej funktor zapominania Grp — Set z kategorii grup w ka-
tegorie zbiorow), wyrézniajac zarazem te sposrod jej bijekeji w siebie, ktore pochodza od lewego
regularnego dzialania grupy na sobie,

L : GxX->X : (¢g,h)—g-h,
czyli rozwazamy podzbior
Ac:={l;]geG }cSx,
jawnie izomorficzny (wiec bedacy w bijekeji) ze zbiorem G i zamkniety ze wzgledu na sktadanie
odwzorowan,

Ac xAg > (6927£91) — 692 ° 691 = 692'91 €Ag ’
ktore realizuja wiernie strukture grupy, przez co nalezy rozumie¢, ze odwzorowanie
7 - G—6x : g—{,,
indukowane przez £., jest monomorfizmem grup, wiec tez
(G, Inv,e —>¢) (AGaorAéfyAG 3y r— Ly e Ag, 0 — Ee) c (&x,0,() ! e—idyx),
przy czym wskazany tu obraz odwzorowania 7. jest podgrupa Gx, o ktorej mowa w tezie twier-
dzenia. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze wykorzystane tutaj dzialanie lewe regularne G na sobie jest
przemienne z prawymi translacjami na G o dowolny element grupy, czyli z dziataniem prawym
regularnym

p. : XxG->X : (h,g)— h-g,
co oznacza, ze stuszne jest stwierdzenie
(4) Voheg @ Lgopn=pnoly,
bedace konsekwencja tacznosci dziatania grupowego. Warto podkresli¢, ze powyzsza wlasnosé
odwzorowan g € Map(X, X) jest dla nich definiujaca, tzn. kazde odwzorowanie v € Map(X, X)

przemienne z dzialaniem lewym regularnym jest prawa translacja o pewien element grupy. W
rzeczy samej, warunek

Vgeg + €goy=v0l,
implikuje rownosé
Voea = g-7(e) =v(g-¢) =7(9),
ktora prowadzi do identyfikacji
(5) Y =) -
Innymi stowy, stwierdzamy istnienie bijekcji
G 2 Ag(c Map(X, X))

pomiedzy grupa G a komutantem grupy Ag w Map(X, X).
Okazuje sie, ze catg opisana tu strukture mozna zwiezle wystowié¢, jak nastepuje: Funktor
(0—)punkt(’)wﬂ

BG(,,-) : BGP — SetB“
zadaje kanoniczne (tozsame z cayleyowskim monomorfizmem ?) zanurzenie (czyli jest funktorem

w pelni wiernym z) kategorii odpetlenia BG grupy G w kategorie SetBY kopresnopow na BG.

6podkreglenie pierwszego ,wolnego” miejsca oznacza, ze to wlasnie miejsce przyjmuje argument z dziedziny.
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Od teorii grup do teorii kategorii (MAWF ’23/24 1.1 & 1.II [rrS])

W szczegodlnosci funktorialny obraz kategorii BG w SetB¢ (ktérym jest pelna podkategoria KE)
jest kanonicznie izomorficzny z wyjSciowa kategoria BG, a przy tym istnieje kanoniczna bijekcja
(okreslana przez dziatanie prawe p)

BG(-,-) : BG(s,8) — Set®Y(BG(s,-),BG(s,")) = Nat(BG(e,-), BG(s,")).
Deszyfracje tego, na pierwszy rzut oka (i ucha), szalenie ezoterycznego przeformutowania pros-

tolinijnego Twierdzenia Cayleya zaczynamy od oberwacji: Oto, istotnie, odwzorowanie 7. sto-
warzysza z jedynym obiektem e kategorii BG kowariantny funktor o sktadowej obiektowej

BGy — Sety : o — X (=G) =BG(e,0)
i sktadowej morfizmowej
BG(e,)) : BG; — MorSet : <9— +— <f,— =BG(s, <9— ),

przy czym ostatnie przyporzadkowanie ma sens, gdyz <4, — € Set(BG(e,¢),BG(e,0)) = Map(X,X).
Jak tatwo widaé¢, ten funktor to

BG(e,-) : BG — Set,

a sama funktorialnos¢ sprowadza si¢ do stwierdzonych wczesniej strukturalnych wtasnosci odw-
zorowania /., tj.

BG(e,1d7¢) = 1437} = Lo =idx,

BG(O7 <92— ogg <91— ):BG(.7 <g2— )OSet BG(., <g1— ) — Egz-g1 :ngoﬂgl,

Wreszcie tez 0. pozwala przyporzadkowaé dowolnemu morfizmowi <-9— ¢ BG(e,0)(= BGY)
transformacje naturalna

BG( <9— ,-) : BG(t( =9— ),") = BG(s( =9— ),"),
czyli indeksowana przez BGg = {e} rodzine morfizméw o jedynym elemencie
BG( <9— ,0)= <ps— € Set(BG(t( <9— ),¢),BG(s( <9— ),e))=Map(X,X);

o wlasnosci

BG( <9— ,t( <h— ))oset BG(t( <9— ), <h— )

= BG(S( <9— ), <h— )Oset BG( <9— ,8( <h— )),

zapisanej dla dowolnego <hr— € BG1, a wyrazajacej stwierdzong uprzednio wlasnosé . Pod-
kreslmy, ze kontrawariantny charakter opisanego tu funktora BG — SetBC niesie informacje o
prawym charakterze dziatania prawego regularnego grupy BG na sobie, oto bowiem zapis

BG( <92— ogg =<91— ,-) = BG( <g1— 7~) O0getBG BG( <g2— ,-)
oznacza w istocie tozsamosé

£ga-91 = g1 °Pg2 -
Na koniec zauwazmy, ze jest to, zgodnie z wypowiedziang wcze$niej teza, funktor w pelni wierny,
albowiem dla jedynej pary obiektéw jego dziedziny, (e,e), zadawane przezen przyporzadkowanie
morfizmom B(e,e) = G transformacji naturalnych Nat(BG(e,-), BG(e,-)) sprowadza si¢ do omo-

wionej wczesniej bijekcji p.: G =, AG 1 g — pg, patrz: (5)).

Dokonane tutaj abstrakcyjne przeformutowanie Twierdzenia Cayleya w jezyku teorii kategorii
stawia nas przed oczywistym pytaniem: Czy twierdzenie to jest przejawem wyjatkowego statusu
kategorii odpetlenia BG w Cat, czy tez raczej jest ono emanacja ogélniejszego prawa, ktéremu
podlegaja wszystkie kategorie lokalnie malte? (Wymog lokalnej matosci staje sie koniecznoscia,
kiedy staramy sie odwzorowaé klasy morfizméw pomiedzy dowolnymi parami obiektow wyjsciowej
kategorii bijektywnie w klasy transformacji naturalnych miedzy funktorialnymi obrazami tychze
obiektow w kategorii kopresnopéw na tej kategorii.) Bardzo ogolnej odpowiedzi na tak postawione
pytanie dostarcza
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Twierdzenie 1 (Lemat Yonedy). Niechaj C bedzie dowolna kategoria lokalnie mata, a X —
dowolnym jej obiektem i niech F' : C — Set bedzie dowolnym kopresnopem. Woéwczas istnieje
kanoniczny izomorfizmm (bijekcja)

Nat(C(X,-),F(-)) 2 F(X)

pomiedzy zbiorem Nat(C(X,-),F(-)) = [C,Set](C(X,-),F(:)) transformacji naturalnych miedzy
kopresnopami C(X,-) i F a elementami zbioru F(X).

Dowdd: Punktem wyjscia do konstruktywnego dowodu istnienia bijekcji, o ktérej mowa w tresci
twierdzenia, jest nastepujaca obserwacja: Oto dowolna transformacja naturalna 7. € Nat(C (X,),F ())
jest w pelni okreslona przez element

%=y (10%) € F(X)
zbioru bedacego funktorialnym obrazem wyrdznionego obiektu X € Cy. W rzeczy samej, warunek
(1)) naturalnosci n. implikuje tozsamosé
v (X) =1y (x o 1d%) = (ny 0 C(X, %)) (1d%) = (F(x) o nx ) (1d%) = F(X)(€%)

shuszna dla dowolnego morfizmu x € C(X,Y") o konicu w dowolnym obiekcie Y € Cy, a pokazujaca
dowodnie, ze znajomosé¢ &% pozwala wyznaczy¢ wszystkie elementy rodziny {1y }yec,. Odwzoro-
wanie

Ex ¢ Nat(C(X, ), F()) — F(X) : n+— &%,

czyli jedyne naturalne przyporzadkowanie transformacjom naturalnym elementéw zbioru F(X)
(przy braku dodatkowych danych), to wlasnie szukana bijekcja. Azeby sie o tym przekonac,
wystarczy wskaza¢ odwzorowanie odwrotne. Zdefiniujmy odwzorowanie

n : F(X)— Nat(C(X,"),F(-) : £—nt
wzorem

(6) 5 () = F(x)(€),

ktory — jak w poprzednim przypadku — jest jedynym naturalnym przyporzadkowaniem elementom
zbioru F(X) odwzorowan C(X,Y) — F(Y) przy zadanym obiekcie Y. Podana definicja ma
sens, gdyz dla dowolnego morfizmu ¢ € C(Y, Z) zachodzi

(115 086t C(X, 1)) (X) = n5(¥oc x) = F(¥oc x)(€) = (F(¥) oset F(x))(€)
= F)(F(x)(©)) = (F() oset 15 ) (X)

czyli — w istocie — 7® jest transformacja naturalng miedzy C(X,-) a F. Pokazemy, ze 7. jest
poszukiwang odwrotnoscia odwzorowania £y. W tym celu wyznaczamy transformacje¢ naturalnag
przyporzadkowang przez 1. elementowi %,

n?(x) =FO)EX) =nv (),

uzyskujac pozadany wynik
.

nYX =Ny,

a nastepnie wskazujemy element zbioru F(X) bedacy obrazem transformacji naturalnej n® wzgle-
dem odwzorowania 'y,

3 o .
& =15 (1d%) = FOd%)(€) = 1d5¢%) () = idrmex) () =€,

co konczy dowdd postulowanej relacji miedzy 1. i £y, a tym samym takze dowdd twierdzenia. [

Bezposredniego uogo6lnienia teoriogrupowego Twierdzenia Cayleya dostarcza ponizsze elementarne

corollarium Lematu Yonedy.
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Od teorii grup do teorii kategorii (MAWF ’23/24 1.1 & 1.II [rrS])

Stwierdzenie 3 (Zanurzenie Yonedy). W oznaczeniach Twierdzenia [1| kontrawariantny funktor
c(,-) : C — Set®

jest w pelni wierny, przeto okresla zanurzenie kategorii C w kategorii Set® kopresnop6éw na C,
ktorego obrazem jest pelna podkategoria tej ostatniej o zbiorze obiektow { C(X,-) | X € Cy },
izomorficzna z C.

Dowdd: Odnoszac teze Lematu Yonedy do funktora F :=C(Y,-), stwierdzamy istnienie bijekeji
C(7) = €Y, X) = Nat(C(X,),C(Y;)) x> C(x.).
Istotnie, przywolawszy wzor (6)), znajdujemy — dla dowolnych: Z € Cy i ¢ € C(X,Z) — tozsamosé
my (V) =C(Y, ) () (x) =¥ ox =C(, Z)(x)(¥),

wiec tez — wobec dowolnosci v —
nz=C(,2)(x) =C(x. 2),

czyli ostatecznie
n*=C(x.").

To wszakze oznacza wlasnie, ze funktor C(:,-) jest w pelni wierny. Tym samym kontrawariantny
funktor

c(,-) : C— Set®,
o sktadowej obiektowej
C(-,-) : Co— ObSet® : X —C(X,")
i morfizmowej

() + €1 — MorSet® : (V25 X ) (C(X,) =22 ¢(v,) )

zadaje zanurzenie kategorii C w kategorii Set® kopresnopow, zwane zanurzeniem Yonedy. [J

Lemat Yonedy i wynikajace zen stwierdzenie o zanurzeniu stanowia doskonaly ilustracje jed-
nej z najglebszych idei, jakie tkwia u podstaw teorii kategorii: Miast zagtebia¢ sie w ,strukture
wewnetrzng” obiektu danej kategorii, mozemy skupi¢ sie na studiowaniu morfizmoéow miedzy tymze
obiektem a (wszystkimi) obiektami tejze kategorii, a zatem — koniec koricow — transformacji na-
turalnych miedzy obrazem obiektu wzgledem zanurzenia Yonedy a takimiz obrazami (wszystkich)
obiektow kategorii. Teoria kategorii zostala sformutowana — nie bez kozery — w pierwszej potowie
XX w., tj. w czasach fenomenalnej eksplozji myslenia abstrakcyjnego w naukach przyrodnicznyclﬂ
na wszystkich skalach dostepnych poznaniu — od skali atomowej po skale kosmiczna. Zawartosé
Jfilozoficzna” rzeczonej idei powinna by¢ zatem bliska sercu i umystowi kazdego fizyka, oto bowiem
jedynym dostepnym nam sposobem empirycznego poznania elementarnych sktadnikow materii sa
obserwacje ich oddzialywari z innymi sktadnikami materii, przy czym obserwacje te prowadzi-
my w klasach obiektow oddzialujacych wzajemnie, czyli bedacych nosnikami wspolnej cechy (up.
tadunku) albo inaczej: nalezacych do wspolnej kategorii. Najbardziej bodaj zwiezlej i obrazowej
wulgaryzacji socjologicznej tych twierdzen dostarcza stare powiedzenie

Powiedz mi, kto jest twoim przyjacielem, a powiem ci, kim jestes.
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Z ADANIA DOMOWE

Zadanie domowe 1. Celem nabycia intuicji dotyczacej zawartosci zaproponowanego w Definicji
[ pojecia réwnowaznosci kategorii, rozwazmy nastepujaca sytuacje: Niechaj C; i C» beda ka-
tegoriami, z ktorych pierwsza ma jednoelementowa klase obiektow ObC; = {X}, druga zas —
dwuelementows, klase obiektow ObCy = {X,Y} oraz wyrdzniony izomorfizm ¢ : X = Y, a
nadto — niech Co(X, X) =C1(X, X). Udowodnij, ze te kategorie sa rownowazne, tj. C; = Co.

Zadanie domowe 2. Udowodnij, ze dowolny morfizm f € C; w kategorii C (takze dowolnej) ma
co najwyzej jedna odwrotnos¢, tj. g € C1 o wlasnosciach foc g =1Idys) i goc f =1d,y)-

Zadanie domowe 3. Udowodnij, ze funktory zachowuja izomorfizmy, tj. dla dowolnego funktora
F : C — D idowolnej pary A, B € Cy obiektow izomorficznych, A = B, istnieje izomorfizm
F(A) 2 F(B).

Zadanie domowe 4. Odwrotnos¢ odwzorowania G-ekwiwariantnego jest odwzorowaniem G-
ekwiwariantnym. Sformuhyj i udowodnij analogon kategorialny tego prostego stwierdzenia z teorii

grup.
Zadanie domowe 5. Udowodnij Stw.[T}
Zadanie domowe 6. Udowodnij Stw.[2}

Zadanie domowe 7. Sformutuj i udowodnij kontrawariantna wersje Tw.[I]1 Stw.[3]
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