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1. CLIFFORDOWSKIE REALIZACJE IZOMETRII

W niniejszym cyklu wykladow zajmiemy sie szczegdlowa rekonstrukcja funktorialnego pod-
niesienia izometrycznych automorfizméw przestrzeni kwadratowej (V,Q) do jej algebry Clifforda
Cliff (V, @), co doprowadzi nas ostatecznie do identyfikacji — w odwolaniu do prezentacji grupy or-
togonalnej w terminach generatoréw (i relacji), ktora precyzuje Twierdzenie Cartana—Dieudonnégo
— podgrupy w algebrze Clifforda implementujacej na kanonicznie zanurzonej w Cliff (V, Q) wyj$-
ciowej przestrzeni V (poprzez ograniczenie doni odnosnych automorfizméw) transformacje ortog-
onalne. Nasze dociekania rozpoczniemy od

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Multyplikatywna grupa jednosci algebry
Clifforda to zbior

CLff(V,Q)" :={ v e Cliff (V,Q) | I reccimvg) @ 77 = =771y}

odwracalnych elementow Cliff (V, Q) ze struktura grupy indukowana z tejze algebry unitalnej (tj.
w szczegblnosci z operacja binarna dana przez mnozenie w algebrze Clifforda). Reprezentacja
1
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dolaczona tej grupy to homomorfizm grup

Ad. :  Clff(V,Q)* — Inn(ClLff(V,Q))

ur— (Clff(V,Q) 3y +— wyut = Ady () ) .
Bywa on takze nazywany reprezentacja wektorowa Clff(V,Q)*.
W bezposrednim nawigzaniu do uwagi wprowadzajacej wystawiamy

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnego wektora nieizotropowego v €
VN 1({0k}) i dowolnego wektora w € V spelniona jest tozsamosé

@ ;
-Ad,(w) =w-2 QQ((Z)U) >

wiec tez — w szczegolnosci —
Ad, (V) =V,

przy czym utozsamiliSmy — jak zwykle — przestrzen V' z jej monomorficznym obrazem w Cliff(V, Q).

Dowdd: Odwrotnosé wektora nieizotropowego v w Cliff (V, Q) to
v =Q) o,
stad
-Q(v) > Ad,(w) = —v.aw.w = —v.{w,v} +v2w = 285 (w,v) > v+ Qv) > w.

Uwaga 1. Dzialanie dotaczone w ograniczeniu (obustronnym) do V' c Cliff (V| Q) realizuje super-
pozycje przeciwnosci (odbicia wzgl. wektora zerowego) z odbiciami w plaszezyznach ortogonalnych
(wzgl. Q) do wektoréw nieizotropowych.

Powyzsze obserwacje prowadza nas wprost do

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i dla
V=V QT ({0x})
zdefiniujmy grupe
(1) P(V,Q) = (v e V¥) c CIiff(V, Q)"
tj. grupe generowana multyplikatywnie (wzgl. mnozenia indukowanego z algebry Cliff(V, Q)) przez

wektory nieizotropowe. Reprezentacja dolaczona Cliff(V,Q)* na Cliff(V,Q) ogranicza sie do
reprezentacji

M. : P(Vra Q) - O(VvQ) s ur— Ad, rVCCliff(V,Q) .

Dowdd: Homomorficznosé Ad. jest oczywista,
v“17u25P(V7Q) : Muyim :Mul OMuz ’

pozostaje zatem tylko sprawdzi¢, ze endomorfizm Ad, zachowuje forme kwadratowa @), co czy-
nimy — dla dowolnych v e V ~ Q" }({0x}) i weV — w bezposrednim rachunku odwolujacym sie
do Stw.[T}

Qo Ad, (w) Qwo™) =Q(-vwar™) =Q(w- PRCICIONS v)

Q(v)

Do (w,v) Do (w,v)
<I)Q(w—2 %(v) > v, w—2 %(1;) Dv)

w,v w,w)?
= (I)Q(’U), UJ) - 44’%((1); ) ‘K q)Q(w7U) + 4% ‘K QQ(Ua U)
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= Qw).
O

Reprezentacja dotaczona, jakkolwiek przydatna przy wyrabianiu sobie pewnych elementarnych
intuicji algebraicznych i geometrycznych, z ktorych skorzystamy w dalszej czesci wywodu, ma
jedna istotng niedoskonatosé: Oto jej ograniczenie Ad nie zawiera w ogo6lnosci transforma-
cji zmieniajacych orientacje V na przeciwna, czyli — w $wietle Tw. Cartana—Dieudonnégo [2] —
zbioru generujacego grupe O(V,Q), ktorej emulacja jest naszym celem. Istotnie, w przypadku
dimg V =2n+1€2N+1 endomorfizm Ad,, veV* odwzorowuje wektor v w siebie, Ad,(v) = v,
a dowolny wektor w € (v)]EQ — w wektor przeciwny, Ad,(w) = —w, co oznacza, ze wyznacznik tego
endomorfizmu ma wartos¢ det Ad, = 1-(=1)?" = 1. Azeby naprawi¢ te niedoskonalosé¢, musimy
w naszej rekonstrukeji funktorialnego podniesienia automorfizméw przestrzeni kwadratowej wyjsé
poza zbiér automorfizméw wewnetrznych, co czynimy w nastepnej

Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Reprezentacja dotaczona zwichrowana mul-
typlikatywnej grupy jednosci algebry Clifforda, zwana takze reprezentacja Jy-wektorowa mul-
typlikatywnej grupy jednosci, to homomorfizm grup

Ad : CLff(V, Q) — Aut(Cliff(V,Q))

u—> ( CLff(V, Q) 3y — Jy (u).y.u™t = Ady(7) ) .
Reprezentacja ta pozwala wyréznié grupe
L(V,Q):={ ue CLff(V.Q)* | Adu(V)=V }>P(V.Q),
okres$lang mianem grupy Clifforda.
Punktu wyjscia do analizy grupy Clifforda dostarcza

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (((V7 +v,Py,e — OV),EV),Q)
bedzie niezwyrodniala przestrzenia kwadratows skoriczonego wymiaru nad cialem K o charak-
terystyce char(K) # 2. Ograniczenie reprezentacji dotaczonej zwichrowanej

Ad : T(V,Q) — GL(V;K) = Autg (V) : ur— Adylvecnn(v,) -
zadaje ciagg doktadny grup

Ad
(2) 1 —K*—I(V,Q) — GL(V;K),
w ktorym
K* =K~ {0k}

jest multyplikatywna grupa niezerowych elementow ciata K.

Dowdd: Przynaleznosé do jadra Ad (obrazow) elementow K* jest rzecza oczywista,
Vackx Yoer ¢ Adypec(v) = (Apef)u.(Ape)t=(Ape®) o.M pef)=AxgA T bv=0.

Wnioskujac odwrotnie, wybierzmy baze ortogonalna {v;} N =dimg V' w przestrzeni V,

i€l, N’
Voaw ¢ o(viv) =X 5y N e KX,
i rozwazmy dowolny element u € Ker Ad, ktéry wprost na mocy definicji spelnia warunek
Voey & Jy(u).v=v.u,
tj.
Ad,(v) =v=idy(v).
Rozkladajac u = ug + u; na sktadowe uy € ClLff(V,Q)*, k € {0,1}, przepisujemy powyzsze w
postaci

Up.V —U1.V =V.Uug + V. U7,
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czyli — wobec Rown. (5.8) — rownowaznie w formie uktadu warunkow
Up.V = V. Ug A U0 =-0v.Uq .

Redukcja stopnia 2 w Clff(V, Q) okreslona przez relacje

. ) L= . . . K
vi,jéﬁ ¢ VU5 = TU5.04 + ZAIL 517-]
pozwala przy tym rozpisaé
Up = 0&0(’()2,’1]3,~-,UN)+’U1.041(U2,'U3,.-.,’UN),
u = 61(’02,'03,‘..,'1)1\/')+U1.BO(1)2,'U3,...,'UN)

w terminach pewnych wielomianéw «y, By parzystosci k. Ktadac v = vy, otrzymujemy z pierwszego
z powyzszych warunkéw réwnosé

ag(v2,v3,...,0N).v1 +v1.01(V2,03,...,08).01 = v1.00(V2,V3,...,0N) + U%.O{l(U27’l}37 .. UN),

ktora sprowadza sie ostatecznie do postaci

v1.00(v2,v3, ..., UN) — U%.Ozl(’Ug,Ug, .o, UN) =v1.09(v2, U3, ..., UN) + U%.Ozl(’Ug,Ug, c o UN),
czyli
2/\1 l>0¢1(’U2,113,...,1}N) ZOK.
Jako ze @ jest niezwyrodniata, \; # Ok, przeto ai(vs,vs,...,vn) = Ocig(v,qQ), & zatem ug nie

zalezy od v;. Powtarzajac analogiczne rozumowanie dla v;, j €2, N, stwierdzamy ostatecznie, ze
u=A>e’, AeK.

W podobny sposob stwierdzamy, ze takze wu; nie zalezy od v;, i € 1, N, co wobec nieparzystosci
vy implikuje jego trywialnos¢, ui = Ocug(v,q)- W sumie zatem mamy
u:uo+ul:uo:/\l>ec7

co z racji odwracalnosci v daje nam teze dowodzonego stwierdzenia. O

Uwaga 2. Zalozenie o niezwyrodnieniu formy kwadratowej ) poczynione w ostatnim stwierdze-
niu jest istotne, o czym przekonuje nas analiza przypadku Cliff (V,0) = A* V. Oto wiec dla dowol-
nych niewspétliniowych vi,vs € V N {0y} sprawdzamy tozsamosé

(1K+U1 /\’02)_1 =1lg -1 A%
ktora oznacza, ze 1k +v1 Awvg € Cliff (V, Q)*. Przy tym dla dowolnego v € V' zachodzi

m1K+v1/\v2(1}) = Jv(1K+U1 /\’Ug)/\v/\ (1K—1}1 /\Ug) = (1K+’01 /\’U2) A (’U—’U/\’Ul /\’U2)

= V—VAVIAV2+VI ANV AV =V ANV2AVAVLI ANV =V—-VAV] ANV +VAVL ANV2 =7,
co pokazuje dowodnie, ze Ker Ad. zawiera elementy nie-skalarne.

Zanim podejmiemy dalsza analize relacji miedzy grupg Clifforda a grupa automorfizmoéow przestrzeni
kwadratowej (V,Q), wprowadzimy obecnie nader przydatng konstrukcje pomocnicza:

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Norma spinorowa na Cliff(V,Q) to odwzoro-
wanie

N : Cliff(V,Q) O : y+—vy.Jy o Ty (v),
0 oczywistej wlasnosci
Voer @ N(v) =-Q(v) > e®.

Kluczowa wlasno$é okreslonego powyzej odwzorowania wystawia
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Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def.[8loraz Stw.[3] zakladajac przy tym, ze przestrzen kwadra-
towa (V,Q) jest skonczenie wymiarowa i niezwyrodniala. Woéwczas norma spinorowa ogranicza
sie do homomorfizmu grup

Nirag) @ T(V,Q) — K > e =K*.
Dowdd: Zauwazmy na wstepie, ze dla dowolnego u € T'(V, Q) i wszystkich v € V' zachodzi — wprost
na mocy definicji grupy Clifforda — Jy (u).v.u™! € V, wiec takze
Jv(u)vu™ = T\/(J\/(u).v.u_l) =Ty (u) ™. Ty (v). Ty o Jy (u) = Ty (u) " v.Jy o Ty (u),
czyli
-1 -1 —
v = (Tv(u).Jv(u)).’U.(JvOT\/(U).U) = Jv(JVOTv(U).U).”U.(JV oTV(u).u) EAdJVoTV(u).u(v)v

co wynika z tego, ze T'(V,Q) w reprezentacji Ad zachowuje V, a przy tym jest grupa, i oznacza,
ze

Jv oTy(u).ueKerAd.ly .
Przy tym wobec pierwszej z powyzszych rownosci zachodzi
K(’:lJvoTv(u)('U) Ty (u).v.Jy o Ty (u) ™ =Ty (™) udy o Ty (u™) = Jy (v v

Jy(u D (u) ™t =Ad-(v) eV,
co pozwala stwierdzi¢, ze Jy o Ty (u) e T'(V,Q), czyli tez
JvoTy(u)uel(V,Q)nKerAd.ly ,

a w takim razie na mocy Stw. wyprowadzamy wniosek o istnieniu skalara A, € K* spelniajacego
warunek

Jv oTy(u)u=A, > eC.

To prowadzi do wniosku, ze
N(Tv(u)) =Ty (u).Jy(u) = JV(JV o Tv(u).u) =Jy(Aa > e®) =Ny b eC.
Zarazem
V= Jy(u).Vau? — V=Jy(u) Vo,
przeto
V=Ty(V)=Ty(Jv(u) V) =Ty (u).Ty (V). Ty o Jy (u) ™" = Ty (u).V.Jy o Ty (u) ",
wiec ostatecznie

V=-Jy(V) ~Jv(Tv (u).V.dy o Ty (u)™") = =Jy o Ty (w).Jy (V).Jy o Jy o Ty (u) ™"

= JyoTy(u).V.Ty(u) ™" = EiTv(u)(V) .

Widzimy zatem, ze
uel'(V,Q) = Ty(u) eI'(V,Q),
co pozwala wcze$niejsza nasza konstatacje przepisa¢ w pozadanej postaci
N(w) = Ary (uy > €© € K* > e,
czyli
N(F(V7 Q)) cK*peC.

Na koniec bez trudu sprawdzamy, dla dowolnych wy,us € T'(V,Q), ze

N(’U,l.’u,g) = ul.ug.JV o Tv(ul.UQ) = ul.N(u2).Jv o Tv(ul) = ul.)\TV(uQ) > eC.JV OTv(ul)

uy.Jy o Ty (u1) A1y (ug) > eC = N(u1).N(ug).
5
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O
Wyposazeni w nowe narzedzie analizy strukturalnej, jakim jest norma spinorowa, mozemy przyjrzeé
sie blizej ciagowi doktadnemu grup . Czynimy to w ponizszym

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Stw. Ograniczenie Ad reprezentacji dolaczonej zwichrowanej
zadaje homomorfizm grup

Ad : T(V,Q) — O(V,Q).

Dowdd: Zaczniemy od wyznaczenia — w odwotaniu do Stw. a dla dowolnego u € T'(V,Q) —
normy

N(Jv(u))

Jv(u).JV o TV o Jv(u) = Jv(u)Tv(u) = Jv(u.J\/ OTv(u)) = J\/(N(u))

vy (uy > €9) = Ay (uy > € = N(w).
Dla uw e I'(V,Q) mamy tozsamosé¢ (w oczywistym zapisie symbolicznym)

Vo= V=Jdv(V)=Jv(Adu(V)) = Jv(Jv(u).Va) = =Ty (Jy (). Vv (u)

~Jv (Jv(u). Vo (u)™,

z ktorej wynika Jy (u) € I'(V, Q). Uwzgledniwszy powyzsze oraz u~! € I'(V,Q), jak rowniez tresé
Stw. mozemy nastepnie obliczyé¢, dla dowolnego (anizotropowego) v e V* c T'(V, Q),

N(A‘au(v)) N(Jv(u).v.ufl) = N(Jv(u)).N(v).N(ufl) = N(u).N(v).N(u)™

= Any(w) > eC.N(v).)\}i(u) > e’ =N(v)

i na tej podstawie — stwierdzi¢, ze dziatanie dotaczone zwichrowane zachowuje Q(v) dla wszyst-
kich anizotropowych wektorow v € V*. Z drugiej strony ilekro¢ Q(v) = Ox (a dowolny wektor
jest albo anizotropowy, albo spelnia Q(v) = Ok), zachodzi Kau(v) ¢ V>, gdyz w przeciwnym razie
byloby — w $wietle wezesniejszych ustaleri — v = Ad,-1 (mu(v)) € Ad,(V*) c V*, co prowadziloby
do sprzecznosci. Takze zatem w przypadku izotropowym warto$é (zerowa) formy kwadratowej jest
zachowywana przez dziatanie Ad. O

Ostatnie stwierdzenie w polaczeniu z definicja podgrupy P(V,Q) cT'(V,Q) oraz tozsamoscia
(3) Ad, =P,

kaze postawié pytanie o surjektywny charakter indukowanego przez reprezentacje dotaczona zwi-
chrowang homomorfizmu

Adtpvg) @ P(V,Q) — O(V,Q).

Odpowiedzi na to pytanie dostarcza

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def.]2] oraz Stw.2] Ograniczenie reprezentacji dolaczonej
zwichrowanej

Adtpw,g) + P(V,Q) — O(V,Q)

jest epimorfizmem grup.

Dowdd: Prosta konsekwencja definicji grupy P(V,Q), tozsamosé oraz TW. (]

Zanim postapimy dalej w naszej eksploracji anatomii grupy Clifforda, wprowadzimy pewne
wyrobznione jej podgrupy o absolutnie kluczowym znaczeniu dla naszych rozwazan, zorientowanych
ostatecznie na konstrukcje spinoréw — ich obecno$é pozwoli wysubtelnié relacje , dajac nam
wglad w strukture Ker@fP(VYQ). Oto wiec mamy

6
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Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Grupa Pin przestrzeni kwadratowej (V,Q) to
podgrupa

Pin(V,Q) = (v e Q" ({-Lie. 1)) € P(V,Q).
Jej podgrupa
Spin(V, Q) := Pin(V, Q) n Cliff(V, Q)"
nosi miano grupy Spin przestrzeni kwadratowej (V, Q).
W kontekscie poprzedniego stwierdzenia najogélniejsze wtasnosci wprowadzonych tu grup opisuje

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Def.[d oraz Stw.[3] Podgrupy
Ad (Pin(V,Q)),Ad (Spin(V,Q)) c O(V, Q)

sa normalne.

Dowdd: Izometryczne dzialanie definiujace grupy O(V,Q) na (V,Q)
pdet- =idov,g) + O(V,Q) — Autk(V,Q)
podnosi sie funktorialnie do Cliff(V, @) na mocy Tw. 7-8.2, przy czym
Vyeov,@y ¢ [Cliff(x), Jv] = [Cliff (x), Cliff (Pyv)] = Cliff([x, Pv]) = Cliff(0) = 0,
wiec tez dla dowolnych v e V* Jw eV oraz x € O(V,Q) obliczamy
Rdy(w) = Jy o x(@)anx(®)™ = xo Jy (0)awx(v™) = CHECO(Jy (0) 7 (w)0™)

= Cliff(x) o Ad, (x ' (w)),
korzystajac przy tym z tozsamosci Cliff (x)(w) = x(w) stusznej dla dowolnego w € V' (c Cliff (V, Q)),
czyli — wobec Réwn -

Kax(v)(w) =X° Kav ° X_l(w) s
co pozwala nam zapisaé
:&ax(v) rV = Adx(mv rV)

i na tej podstawie — w bezposrednim odwotaniu do Def. (obie grupy sa generowane multyplika-
tywnie przez pewne wektory nieizotropowe w stosownej liczbie (parzystej dla Spin(V, @)), a nadto
Q o x(v) = Q(v)) — ustali¢ pozadane relacje

¥ He(Kd (Pin(v,Q)),Kd (Spin(V,@))} Vxe0(v,@) + Ady(H) < H.

O

Tytulem ukierunkowania dalszej dyskusji, ktéra pozwoli nalezycie wyeksponowaé¢ grupy Pin i
Spin, zauwazmy, ze dla dowolnego skalara A € K* (i dla kazdego wektora v € V) spelniona jest
tozsamosé

P)\|>v = Pv )
jesli zatem byliby$my w stanie przenormowaé¢ wszystkie nieizotropowe wektory w V' tak, by
ich norma (spinorowa, tj. zadawana przez @) byla réwna +lg, to wowczas w Swietle TW.
reprezentacja dolaczona zwichrowana ograniczataby sie w oczywisty sposoéb do epimorfizmoéw
Pin(V,Q) - O(V,Q) oraz Spin(V, Q) - SO(V, Q). Klopot w tym, ze tego typu operacja wymaga
rozwiazania (w K*) roéwnania

{1k, 1x} 2 QA > v) = A% x Q(v)
dla dowolnej wartosci Q(v), co ttumaczy sie na warunek
U 2
Ve Foeperon oy €A N EKT | AeK" ).

Warunek ten jest (szczesliwie) spelniony dla K e {R,C}, w ogblnosci zas dostarcza motywacji dla
7
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Definicja 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i wprowadZzmy oznaczenie
(K)={\2eK* | AeK*}.
Cialo K o charakterystyce char(K) # 2 nazywamy spinowym, jesli spelnia warunek
K= () 0 (-(2)?).
czyli
Vaekx Juerx @ p? € {=\A}.
Zwienczeniem naszych dociekani jest

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnej skoiiczenie wymiarowej niezwy-
rodnialej przestrzeni kwadratowej (V, @) nad cialem spinowym K istnieja krotkie ciagi doktadne

grup

1—F — Pin(V,Q) — O(V,Q) — 1,

Ad
przy czym

F = {1k, 1x} = Zo, gdy -1k ¢ K
{_ V _1K7 V _1]K7 _1K, 1]K} = Z4 W D.p. ’

co pokazuje, ze grupy Pin i Spin sa centralnymi rozszerzeniami grup — odpowiednio — ortogo-
nalnej i specjalnej ortogonalnej przestrzeni kwadratowej. W szczeg6lnosci dla K = R i dowolnej
sygnatury (p,q) €e N2 {(0,0)}, a przy oznaczeniach Gg(p,q) = G(RPY), G € {0,S0, Pin, Spin},
otrzymujemy kroétkie ciagi dokladne

Ad
1— ZQ —> PIHR(paQ) — OR(pvq) - 17

Ad
1 — Zy — Sping(p,q) —— SOr(p,q) — 1,

w ktorych — o ile tylko (p,q) # (1,1) — podwojne nakrycia grupy ortogonalnej (wzgl. specjalnej
ortogonalnej) przez grupe Pin (wzgl. Spin) sa topologicznie nietrywialne nad Ogr(p,q) — 1 tak
np. podwdjne nakrycie

1 — Zy — Sping(n,0) Al SOgr(n,0) — 1
jest uniwersalne dla n > 3.
Dowdd: Rozwazmy dowolny element u = v1.v9.-~.v,, € Pin(V,Q) z jadra homomorfizmu Ad
(okreslony przez wektory v; € Q71 ({-1xk,1x}), i € I,m). Na mocy Stw.
weK e,
zatem — w Swietle Stw.[4] 1 samej Def.[3] -

u.Jy o Ty (u) = N(u) = N(v1).N(v2).--.N(vp,)

u.u

(-Q(o1) ¢ (-Q(22)) -+ (~Q(wm)) b ¢C € Zy v e
Mamy tutaj dwie wykluczajace sie wzajemnie ewentualnosci:
- albo K #+/=1k, a wtedy niecodzownie u? = e, czyli u e {-e®, e}, tj.

KerAd c {—ec7ec} ,

poniewaz jednak

Eiec = ldV )
8
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przeto ostatecznie
Ker Ad = {—ec,ec} ~ 7o,
- albo K> +/-1k, a wtedy oba znaki w powyzszej tozsamosci sa dopuszczalne, wiec

Ker Ad. {—vV-1g > e® V1g b e, —eC, e,

vl’e{*mbec,mbec,—ec,ec} : Ez =idy,

totez
Ker Ad = {-V-1x > e® /~1g > €°, —ec,ec} 27y .

Topologia podwoéjnych nakryé ma swdj aspekt elementarny, ktéry odrbéznia nakrycia Zo —
B — B postaci B = B x Z; (zwane trywialnymi) od nakry¢ przyjmujacych postaé trywialng
jedynie lokalnie (nad baza B), ale tez — zwlaszcza w obecnym kontekscie — aspekt wyzszy, ktory
odroznia nakrycia n-spojne (dla n > 1) od nie-n-spojnych. Zanalizowanie tego ostatniego as-
pektu wymaga znajomosci szczegdtow topologii wszystkich grup uwiktanych w tresé twierdzenia
na poziomie wykraczajacym dalece poza zakres niniejszego kursu — zainteresowanego Stuchacza
odsytamy do literatury zrodtowej, jak choc¢by do doskonalej monografii S. Helgasona [Hel0I]. W
niniejszym dowodzie skupimy sie natomiast na aspekcie elementarnym, wykazujac, ze podwojne
nakrycia wymienione w drugiej czesci twierdzenia nie maja globalnej struktury podwdjnej kopii
bazy. W tym celu wystarczy polaczy¢ krzywa ciqglaﬂ punkty w przestrzeni totalnej nakrycia, ktore
rzutuja si¢ na ten sam punkt bazy, a wiec np. —e% i €€ w Sping(p,q). Jako ze (p,q) # (1,1)
(na podstawie poczynionego tu zalozenia), zawsze znajdziemy wektory eq,es € RP*? spelniajace
uktad warunkow

(Sép’q)(el) = §(Ep’q)(62) =I€ € {—17 1} A e J_(S](Ep,q) €o.

Dla dowolnej takiej pary wektoréw definiujemy krzywa (ciagta)

v [0,%]—>Cl§2 : t—> (cost ey +sint>ey).(cost > ey —sint b ey).

Bez trudu wyznaczamy

5ép’q)(cost > ey +sint > ey)

cos?t- 6](3””1)(@1) +sin?t- 5(Ep’q)(62) +2sint-cost- ‘I)gép,q) (e1,e2) =€,

5(Ep’q)(cost > ey —sint > es)

cos?t- 5%7"1)(61) +sin?t- 5%”‘1)(62) —2sint - cost - <I)§](Ep,q) (e1,e2) =€
i na tej podstawie stwierdzamy, ze krzywa lezy w grupie Spin,

’7([0’ %]) c SpinR(pa Q) ’

bedacej przestrzenia totalnag rozpatrywanego nakrycia. Przy tym krzywa ta laczy ze soba oba
—-1
punkty w Ad (idy),

7(0)261-€1=€‘>€C7 7(%):—62.62:—51>ec7

co nie byloby mozliwe w topologii Ogr(p, q) x Zs. O

1Przy naturalnych zatozeniach dotyczacych topologii rozpatrywanych grup, znajdujacych potwierdzenie w
szczegdtowych dociekaniach, np. na podstawie lektury rzeczonej monografii S. Helgasona.

9
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DODATEK A. UZUPELNIENIE Z TEORII PRZESTRZENI KWADRATOWYCH

Dyskusja cliffordowskiej realizacji grupy izometrii bazuje na Twierdzeniu Cartana—Dieudonnégo,
zawierajacym identyfikacje prostego uktadu generujacego tejze grupy. Azeby je wystowié¢, bedziemy
potrzebowali nieco elementarnego substratu z zakresu algebry liniowej.

Zacznijmy adagio. . .

Stwierdzenie 8. Niechaj (V, Q) bedzie skoriczenie wymiarowa niezwyrodniala przestrzenia kwa-
dratowg nad cialem K, a W c V — jej dowolng podprzestrzenig o dopelnieniu ortogonalnym W+e.
Woéwcezas zachodzi rownosé

4) dimgV = dimgW + dimgWte
oraz tozsamosé
W= (Wte)'e.
Dowdd: Tzomorfizm K-liniowy
log + V-0V 1 0 B0(0,).
o ktorego istnieniu przesadza niezwyrodnienie @), indukuje epimorfizm
wllag + VoW 1 v dq(v,-) by,
dla ktorego mozemy wypisa¢ standardowy bilans wymiarow:
dimgV = dimgKerw|lp,, + dimgImpy|le, = dimgW*? + dimgW* = dimg W + dimgWte |
dowodzacy stusznosci postulowanej rownosci dla dimgW < dimgV < co. Skoro zas
W e (o),
co oczywiste, to ta sama roéwno$é odniesiona do podprzestrzeni W@ daje
dimgV = dimg W*® + dimg (W*2 )" |

wiec tez po obustronnym skroceniu (skoriczonego) skladnika dimgW*e w obu reprezentacjach
dimKV,

dimg (W)™ = dimg W,

a to juz implikuje postulowana tozsamosé. O

W nastepnej kolejnosci wprowadzimy

Definicja 6. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Przestrzeni wektorowa V' nad ciatem K wyposazo-
na w forme symetryczng v jest nazywana plaszczyzna hiperboliczna, jezeli jest niezwyrodniata
(wzgledem ), dimg V =2 i istnieje w niej niezerowy wektor izotropowy v e V|

v#0y A y(v,v)=0g.

Przestrzen hiperboliczna to suma ortogonalna dowolnej rodziny plaszczyzn hiperbolicznych.
Forma symetryczna dwuliniowa (wzgl. kwadratowa) na przestrzeni hiperbolicznej jest okreslana
mianem formy hiperbolicznej.

Baze {v,w} plaszczyzny hiperbolicznej V' spelniajaca uktad warunkow

(5) ’Y(U?’U) =0k = 7(w7 w) A fY(U’ ’U)) =1k
nazywamy parg hiperboliczna.
Elementarnego opisu przestrzeni hiperbolicznych dostarcza

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Kazda plaszczyzna hiperboliczna nad cialem
K o charakterystyce charK # 2 ma pare hiperboliczna. I odwrotnie, dowolna dwuwymiarowa
przestrzeri symetryczna o bazie spelniajacej warunki jest plaszczyzna hiperboliczna,.

10
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Dowdd: Niech V' bedzie plaszczyzna hiperboliczna o wektorze v # Oy izotropowym wzgledem
formy symetrycznej . Wobec Ker~y = {0y} musi istnie¢ wektor w ¢ (v), spelniajacy warunek

~y(v,w) # Ok,
gdyz w przeciwnym razie v € Ker~. Polozywszy
U= ADy Uy W, A= —2]1_(1 ‘K 'y(v,w)_1 k Y(w,w),
bez trudu sprawdzamy, ze uktad {v(v,w)™! >g u,v} jest para hiperboliczng dla V, oto bowiem
u ¢ (v)g, a ponadto
~y (7(v7w)_1 pr u, y(v,w) ™ by u) = (’7(’0771})_1)2 KYAPY vty w, APy vy w)

= (Y(w,w) ™) 1k (A% i (v, )+ 22 1 (v, W) i Y (w, w))

= (Y(v,w) ™) & (22 & (0, w) +x y(w, w)) = O

oraz

v (v(v,w0) 7 g u, ) =y (v,w) g YA By vy w,v)

=7(v,w) ™ x (A r (0,0) +r Y (w,)) = (v, w) ey (v,w) = 1k

I odwrotnie, jezeli elementy bazy {v,w} przestrzeni V spelniaja relacje , to v ma w tej

baZ 1€ macilerz
{v,w} K O]K ’

ktora jest odwracalna (det(ay([7]v,w}) = —1k # Ox). To pokazuje, Ze forma + jest niezwyrodniata
(wszak zerowo$¢ wyznacznika formy kwadratowej jest niezmiennikiem wyboru bazy), a zatem V
jest w istocie plaszczyzna hiperboliczna. O

Przestrzenie hiperboliczne sa naturalnym elementem opisu zwyrodniatych ograniczeri niezwyrod-
niatych form symetrycznych (lub — réwnowaznie — niezwyrodnialych rozszerzen zwyrodniatych
form symetrycznych) i jako takie pozwalaja lepiej zrozumie¢ geometrie zanurzen podprzestrzeni
izotropowych w niezwyrodniatych przestrzeniach symetrycznych. Doskonatej ilustracji tej tezy
dostarcza

Stwierdzenie 10 (O rozszerzeniu hiperbolicznym przestrzeni izotropowej). Przyjmijmy zapis do-
tychczasowy. Niechaj V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem K o
charakterystyce charK # 2 wyposazona w niezwyrodnialg forme symetryczna v i niech W cV
bedzie podprzestrzenia V. Oznaczmy ~w = Ylww 1 Wo = Kervyy. Wybierzmy w Wy baze
{wi}, 77, K =dimgWy iniech D bedzie dopetnieniem ortogonalnym Wy w W,
W =WyOD.

Wowczas istnieja wektory {vi}, ;7 ¢ D* ¢ V o tej whasnosci, ze dla kazdego indeksu i € 1, K
uktad {v;,w;} jest para hiperboliczng rozpinajaca ptaszczyzne hiperboliczng H; := (v, w; ). Pary
te zadaja rozklad ortogonalny podprzestrzeni

W= (v1,v2,..., VK, W1, Wa, ..., W) +v DcV

dany wzorem
W = HHQH,O--OHrDOD.

Dowdd: Oznaczmy

Dy :=(ws,ws,...,wk)y ®D.
11
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7 inkluzji wtasciwej podprzestrzeni
DigWoe D
wynika inkluzja wtasciwa ich anihilatoréw,
Dy 2 (Wo® D)™,

a stad dalej — istnienie wektora vy € Df” N (W @ D)*, tj. takiego, ktory spelnia warunki

Viagw y(v1,w;j) =0, Veep @ Y(v1,v) =0k
oraz

Y(v1,wr) # Ok .

Wobec izotropowosci wektora wi i niezwyrodnienia y1y, w,), podprzestrzei Hi := (v1, w1 )y jest
zatem plaszczyzng hiperboliczna, co w $wietle Stw.[J] oznacza istnienie takiego wektora u; € Hy,
ktory tworzy wraz z w; pare hiperboliczng. Przy tym oczywiscie

W = (v, w1, wo, ws, .. . JWi )k v D = HiD (w2, ws, ..., wk ) OD.
Jadrem formy symetrycznej vy, = 'Y|’M71xfiv’1 jest
Ker gy, = (w2, w3, ..., wk )y
wobec czego cala opisana procedure mozemy powtorzy¢ w odniesieniu do podprzestrzeni izotropowej
W, = Ker7W1®51 , D = H,OD.
O

Oczywistag konsekwencja powyzszego jest

Corollarium 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, przy czym zakladamy, ze V jest niezwyrodnia-
ta przestrzenia kwadratowa wymiaru n € N nad cialem K o charakterystyce charK#2, W cV
za$ — jej podprzestrzenia QQ-zerowa. Wowczas

dimg W < E(3).
Podprzestrzen, ktorej wymiar wysyca powyzsza nieréownosé, okreslamy mianem maksymalnej
podprzestrzeni ()-zerowej.

Mamy takze wygodne

Stwierdzenie 11. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, przy czym zakladamy, ze (V, Q) jest (skon-
czenie wymiarowa) przestrzenia hiperboliczng, tj. suma (Q-)ortogonalng skoriczonej liczby
plaszczyzn hiperbolicznych. Niechaj Wy ¢ V' bedzie dowolng maksymalng podprzestrzenia Q-
zerowg. Kazda izometria x € O(V,Q) o wlasnosci

X fWO = idWU

jest obrotem,

X €S0(V,Q).

Dowdd: Utozsamiwszy podprzestrzenn Wy z tresci Stw.[I0] z maksymalng podprzestrzenia Q-
zerowa, o ktorej mowa w tresci twierdzenia dowodzonego, stwierdzamy istnienie (maksymalnie)
Q-zerowego dopelnienia prostego A c V' tejze podprzestrzeni,

Woe A=V s
rozpietego na wektorach v;, i € 1,n, 2n = dimg V dopekiajacych elementy (dowolnej) bazy
{w;},c15, do odnosnych par hiperbolicznych {w;,v;}. Istotnie, wektory v; sa parami ortogonalne
(wszak H; L Hj, ilekro¢ i # j), a do tego — izotropowe. Wprost na mocy zalozenia zachodzi przy
tym
Vieﬁ ¢ ox(wi) = ws,
12
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a zatem takze — dla dowolnych (w,x) e Wy x A —

Po(w,x(2) - ) Po(w,x(2)) - Po(w,z) = 2o (x(w),x(2)) - Po(w,z) = P (w, ) - Po(w, )

= Ok,
skad wniosek:
Veen @ x(z) - € W;Q )
Q-zerowos¢ Wy implikuje inkluzje
Woc W2,
ktora w konsekwencji rownosci , zapisanej dla Wy:
dimg V' = dimg Wp + dimg W, @,

a stusznej wobec niezwyrodnienia V', oraz w konsekwencji maksymalnosci Wy, pociagajacych za
soba rownosé

dimKWOlQ =dimg V - dimg Wy = 2n - n = n = dimg Wy,
sprowadza si¢ do tozsamosé
Wo =W,
Mozemy zatem przepisa¢ wczesniejszy wniosek w postaci
Voen + x(@) -z e Wo,
otrzymujac tym sposobem w szczegdlnosci relacje

_ . N = J .
Viim 3 JENT X(v;) = v +v ] > wj,

i

ktore przesadzaja o gornotrojkatnej postaci macierzy endomorfizmu x wzgledem bazy % :=

{w17w27"'awnavlyv%"'»vn}
jyieln
[x]%=( b )i )

On 17L
Liczac wyznacznik x w tej wlasnie bazie, otrzymujemy pozadany wynik
det x = det 2,y [X]% = 1k -
O
Konsekwencja duzo mniej oczywista, a fundamentalng dla teorii przestrzeni kwadratowych i teorii
spinoréw, jes

Twierdzenie 2 (Cartana—Dieudonnégo). Przyjmijmy zapis dotychczasowy, zakladajac dodatkowo,
ze przestrzeni kwadratowa (V,Q) nad cialem K o charakterystyce charK + 2 jest skoriczonego
wymiaru, N :=dimgV < oo, i jest niezwyrodniata. Wowczas

Vye0(v,Q) peim Fvrvarwnev i X =Py 0Py 0m0Py
przy czym
x € SO(V,Q) — n € 2N,
2w swojej wersji pierwotnej, sformutowanej i udowodnionej dla K € {R, C}, twierdzenie to pochodzi od E.J. Car-

tana [Car38al [Car38b]. Jego wersje ogdlna oraz takiz dowdd podal nastepnie J.A. Dieudonné w monografii [Die55].
Dowod przedstawiony w niniejszym skrypcie pochodzi zasadniczo od E. Artina [Art61].

13
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Dowdd: Zauwazmy na wstepie, ze dowolne odbicie elementarne P, przyjmuje wzgledem rozkltadu
Q-ortogonalnego

V= (v)g @Q <U>JIL<Q
postac
Py = (_ld(U)K)®Qld(v)%Q )
zatem spelnia warunek
det Pv = _1K .

Przy zalozeniu shusznosci pierwszej czesci tezy dowodzonego twierdzenia obserwacja ta implikuje
natychmiast druga jej czesé.

Dowod czesci pierwszej przeprowadzimy metoda indukcji silnej wzgledem N, zauwazajac na-
tychmiast oczywistos¢ tezy w przypadku N =1 — istotnie, jesli V' = (v)g, to mamy koniecznie
x(v) = A > v dla pewnego A € K*, a przy tym Og # Q(v) = Q o x(v) = A\? x Q(v) implikuje \ €
{-1k, 1k}, wiec albo x =idy € SO(V,Q), albo x = P, € O(V,Q)~SO(V, Q). Poczyniwszy zalozenie
indukcyjne o stusznosci dowodzonej tezy dla N € 1, Ny — 1, Ny > 1, rozbijemy nastepnie dowdd jej
stusznosci dla N = Ny na sktadowe odpowiadajace wykluczajacym si¢ nawzajem ewentualno$ciom:

(1) Joevx : x(v) =v;
(ii) Vyeyx @ x(v) —v#0y A Jwevx = x(w) —w e V>

(i) Voers : x(v) v e Q' ({0x}) N {Ov}.

W przypadku (i) przywolujemy teze twierdzenia o istnieniu dopelnienia ortogonalnego dowolnej
skoniczenie wymiarowej podprzestrzeni niezwyrodniatej w przestrzeni kwadratowej (na co pozwala
nieizotropowos¢ v) i dokonujemy rozkladu

(6) V = (0)g Qg (v)” -

odnotowujac przy tym rozklad rozwazanego endomorfizmu

X = ld(’l))K @ Xr(va .

K
Wobec réwnosci

dimg (v)z? = No -1
zalozenie indukcyjne pozwala nam roztozyé x!
PgNg—l)

()o@ ha co najwyzej Ng—1 odbi¢ elementarnych
K

w hiperptaszczyznach Q| (o) = @ ,-ortogonalnych do wyréznionych wektoréw nieizotro-
powych x € (v)ﬁé@. Odbicie P{Vo™Y przyjmuje wzgledem odno$nego rozktadu
(00 = (@)x Do, (@)™
postaé¢ blokowo-diagonalna
PV = (<id(y), ) @ id om0 s
a jego trywialne rozszerzenie do calej przestrzeni V zapisuje si¢ wzgledem rozktadu (@ jako
id(y), ® PN =idy,, @ (<id(,),) @ i

czyli sprowadza sie do odbicia elementarnego w hiperplaszczyznie

L lv
(ﬂlQ = (v)x @Q <x>KQ )
tj. spelnia tozsamosé

id(,), ® PN =P,
To rozumowanie przekonuje, ze w przypadku (i) izometria x rozkltada sie na co najwyzej No—1 <
Ny odbié elementarnych.

14
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W przypadku (ii) nieizotropowos¢ x(w) —w pozwala rozpatrzy¢ odbicie elementarne Py (y)—w,
ktoére spelnia tozsamosé

204 (w,x(w)-w
Px(w)—w(w) = w- % > (X(’LU) - w)

2atn srgtmatey > (@) —w) = x(w).

Na jej podstawie stwierdzamy, ze izometria Xx. = Py(w)-w © X zachowuje nieizotropowy wektor
w, co w Swietle poprzedniej czesci naszego dowodu oznacza, ze X, jest superpozycja co najwyzej
Np—-1 odbi¢ elementarnych. Co za tym idzie, wyjsciowa izometria x jest superpozycja co najwyzej
Ny —-1+1= Ny odbi¢ elementarnych, zgodnie z teza indukcyjna.

W przypadku (iii) przekonujemy sie, ze Ng = 2k, k € Nyo oraz ze x € SO(V,Q), co pozwala
przeprowadzi¢ nastepujace proste rozumowanie. Nieizotropowos§é wektora v € V* (wybranego
dowolnie, a wybor taki istnieje z racji niezwyrodnienia V' i zalozenia dotyczacego charakterystyki
K - gdyby bylo Q(v) =0 dla dowolnego v € V, to mielibysmy ®g =0 (formula polaryzacyjna),
wiec sprzecznosé) oznacza, ze przynajmuiej jeden z wektorow x(v) +v jest nieizotropowy, gdyz

Q(x(v) +v) =0k = Q(x(v) - v)

= Qv)+Pq(v,x(v)) = 0k = Q(v) - Po(v,x(v)) == Q(v)=0k.

W rozwazanym przypadku (iii) oznacza to niechybnie x(v)+y v e V> przy jednoczesnym x(v) # v,
poniewaz zas

= w-

Px(u)+vv(v) =vU- %W > (X(U) +v 'U) = —X(’U),

przeto Xy = Py o Py(y)4y0 © X zachowuje wektor nieizotropowy v. Rozumujac jak poprzednio,
stwierdzamy, ze X, jest superpozycja co najwyzej Ng — 1 odbi¢ elementarnych, przy czym jesli
przyjaé, ze — jak pokazemy lada chwila — Ny jest liczba parzysta, a x jest obrotem, to mamy
do czynienia z sytuacja, w ktorej obrét Y, rozklada sie na co najwyzej Ny —1 € 2N +1 odbié
(elementarnych), czyli koniecznie w rozktadzie tym jest co najwyzej Nyp—2 € 2N czynnikow, to zas
— koniec koricow — prowadzi do wniosku, ze x jest superpozycja co najwyzej No—2+2 = Ny odbié
elementarnych, w zgodzie z teza indukcyjng. Pozostaje przeto dowiesé, ze endomorfizm ten przy
spelnionych warunkach z punktu (iii) jest w istocie obrotem w parzystowymiarowej (niezwyrod-
nialej) przestrzeni kwadratowej. Jasno wida¢, ze Ny # 1, oto bowiem w przypadku Ny =1 jest
— jak pokazaliSmy wczesniej — x(v) = —v (wszak x(v) # v), wiec tez x(v) —v = -2g b v € VX,
przeciwnie do zalozenia (iii). Gdyby natomiast bylo Ny = 2, to wowczas mielibySmy x(v) ¢ (v)g,
gdyz w przeciwnym przypadku byloby albo x(v) = v, niezgodnie z zalozeniem (iii), albo x(v) = —v
({-1k, 1k} to jedyne dopuszczalne wartosci wlasne izometrii x), a wtedy x(v)-v=-2x >ve V™,
roéwniez w sprzecznosci z zalozeniem (iii). Skoro jednak x(v) ¢ (v)g, to {v,x(v)} jest baza V, w
ktorej wprost na mocy zalozenia (iii) znika gramian

oy (2200 NN Y (0 ) )
@\ @00, x(v)) Po(x(v),x(v)) G\ @q(v,x(v)) Q(v)

= Q(y)2 - (I)Q(v, x(v))2 = 2]1_(1 ‘K Q(x(v) - 11) ‘K 2H_<1 ‘K Q(X(v) +v v) =0k,

co oznacza, ze V jest zwyrodniala, wbrew zalozeniu. Ostatecznie wiec Ny > 3. Rozwazmy
nastepnie izotropowy wektor w € V \ {0y} (taki istnieje, gdyz istnieja v € V* (wszak @ jest
niezwyrodniala), a dla takich y(v) —v € Q7 1({Ox}) jest niezerowy). W $wietle Stw.[10| istnieje
niepuste (wszak dimg V > 2) dopelnienie Q-ortogonalne plaszczyzny hiperbolicznej zawierajacej
w, czyli tez — wektor nieizotropowy v € V* o wlasnosci ®q(v,w) = Ok. Istotnie, Wy = W := (w)y
uzupelia sie — wedle schematu ze Stw.[I0] - do plaszczyzny hiperbolicznej H, ktorej niezwyrod-
nienie jako podprzestrzeni V przesadza o istnieniu rozkladu ortogonalnego V = H @QH e g
H*e £ {0y}, a to z racji nierownosci dimgV —dimgH = Ny -2 > 1. Przy tym H*® jest koniecznie
niezwyrodniata, gdyby bowiem taka nie byta, to wobec ortogonalnosci rozktadu V = H @QH te
sama nadprzestrzenn V bylaby zwyrodniala, niezgodnie z zalozeniem. Nieizotropowy wektor v
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wybieramy z H'® wtasnie, a wowczas dla dowolnego e € K* otrzymujemy wektor nieizotropowy
wHyedbveV,

Q(w+y e ) Do(w+y e>v,w+y ebv) = Q(w) +&2 x Q(v) + 2k 'k £ ¥ P (v, w)

52 ‘K Q(U) * OKa
a zatem takze — wprost na mocy (iii) — niezerowy wektor izotropowy x(w +y € > v) - (w +y € >

v), przy czym warunek izotropowosci tego ostatniego daje nam — w polaczeniu z warunkiem
izotropowosci x(v) —v — tozsamosé

Ok Q(X(w tyebv)—(w+yer v)) = Q(X(w) —w+y b (X(v) - v))

Q(x(w) —w) +x &* x Q(x(v) = v) +x 2k 'k € 'k Po(x(w) —w, x(v) - v)

Q(X(w) - w) +K 2K 'K € 'K q’Q(X(w) —w,x(v) - v) )

Dodajac do siebie obie strony powyzszej réwnosci dla € = -1k i € = 1k, otrzymujemy rownosé
Q(X(w) - U)) =0k,

stuszng dla dowolnego izotropowego wektora w. W konkluzji mozemy zapisa¢, w rozpatrywanym

tu przypadku (iii),

Vi := Image (x —idv) € Q7' ({0x})

(zawieranie to jest implikowane wprost przez (iii) dla wektoréw nieizotropowych, a dla izotropowych
zostalo wlasnie udowodnione). Zauwazmy przy tym, ze

(7) Vogern © Po(2,9) = 2¢ & (Qz+v y) - Q) - Qy)) = Ox
(wszak V7 jest podgrupa), wiec V] jest podprzestrzenia @QQ-zerowa,
Vicvie.

Wybierzmy x €V oraz y e VliQ, a wtedy — w Swietle powyzszego —

D (z, x(y) -v) q(x(2),x(y) —y) - Po(x(x) -z, x(y) —y) = Po(x(=), x(y) - ¥)

CI)Q(:I;7y) - (I)Q(X(J}), y) = —@Q(X(Z‘) - Z, y) = OK ’
czyli — wobec dowolnosci = i niezwyrodnienia @ —

ver;Q : X(y) —Yy= Oy ;
to za$ oznacza, ze
(8) XFV;Q = idV;Q .
Przywolujac raz jeszcze warunek (iii), konkludujemy, ze
Vi?cQ ' ({ox})
(gdyby v € VllQ mial Q(v) # 0, czyli v € V*, to wowczas byloby takze v —v = x(v) —v # Oy,

wiec sprzecznosé), a ze Vll“2 c V jest podgrupa, przeto jest tez automatycznie podprzestrzenia
Q-zerowy (por. ), a zatem

Vi e (Vo).
Ostatecznie otrzymujemy ciag inkluzji
Vie VlLQ c (VlLQ)lQ =V,
w ktorym ostatnia rowno$é wynika wprost ze Stw.[§] Powyzsze implikuje juz wprost rownosé
V=19,
a z niej — na mocy Rown. — parzysto$é Ny = dimg V. Obecno$¢ w niej podprzestrzeni Q-zerowej

V1 wymiaru dimg Vj = %, czyli maksymalnego, przesadza — w $wietle Stw.f o hiperbolicznosci
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V' itym samym pozwala nam odniesé teze Stw. do izometrii x o wtasnosci , tj. ograniczajacej
sie trywialnie do maksymalnej podprzestrzeni QQ-zerowej VILQ = V7. Tym sposobem wnioskujemy,
ze X jest w istocie obrotem, co koriczy dowod. O
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