CLIFFORD’S ANATOMY
(MAWTF °25/26 1.IX & 1.X [RRS])

3 g s 7o me e Co Mgy
,v.g»tf e s < wof 0 oy ] g™ X/

F1G. 1. Anatomiczne studium szkieletu i ramienia ludzkiego z 1510 lub 1511 r.,
wykonane przez Leonarda da Vinci. Rysunki opatrzone odrecznymi notatkami
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autora).

SPIS TRESCI

|I. Baza 1 orientacjal 1
2. Centrum 1 antycentrum| 5
|3.  Przygarsé¢ nieoczywistych a przydatnych izomorfizmow] 9
|Dodatek A. Uzupeinienie z teorii przestrzeni kwadratowychl 15
[Zadania domowe| 16

Dotychczasowe nasze rozwazania przygotowaly nas do przeprowadzenia szczegdtowej analizy
struktury algebr Clifforda skoiniczenie wymiarowych przestrzeni kwadratowych, ktorej zwiencze-
niem bedzie klasyfikacja tychze algebr w fizycznie istotnych przypadkach: K e {R,C}.

1. BAZA 1 ORIENTACJA

Rzeczong analize zaczniemy od zbadania wymiaru i wskazania naturalnej bazy algebry Clifforda.

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj {v;}, 77, IV = dimg V < oo bedzie
bazg przestrzeni kwadratowej V' o niezerowej formie kwadratowej. Zbior wektorow

C
{e 7Un-'Uzz""'vlk}15i1<i2<‘..<iksN, kel,N
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Clifford’s Anatomy (MAWF ’25/26 1.IX & 1.X [rrS])

stanowi baze algebry Clifforda Cliff (V, Q). W szczegblnosci wiec
(1) dimg Cliff(V, Q) = 2" .

Dowdd: Przeprowadzimy indukcje wzgledem wymiaru N, poczynajac od przypadku N = 1.
Niechaj zatem v € V ~ {0y}, a wtedy homomorfizm przestrzeni K-liniowych

w ot V= (e,0)g c Cliff(V,Q) : Abvr— i (A>v)=Abw
jest odwzorowaniem Clifforda,
wAb )2 =Xy ()= A2 gk Q) > e = Q(A>v) b e,

ktorego obraz generuje (e,v)y jako K-algebre. Ponadto dla dowolnego odwzorowania Clifforda

o V—2A jest p(A>v) = Apy ¢©(v), wiec oznaczywszy a := @(v) € 2, spelniajacy warunek

a? = Q(v) > 1g, mozemy zdefiniowaé odwzorowanie (jawnie unitalne i K-liniowe)

P (e — A AbeCrpup v A> Lyt puda,
przy czym
Porw(Apv)=Apga=p(A>v),
a nadto

@'(()\1 > e+ w1 > v).(Ag > e + o > 11)) = Cp’((x\l K A2 +K U1 K M2 K Q(’U)) > e’
+(A1 K p2 + A2k 1) D v) = (A1 ok s +i 1k g2k Q(V)) b 1oy
+or (A1 & p2 & A2k 1) P a = (A Do Lo+ o1 Do @) o (Ao Doy Loy +or fi2 Doy @)

= @(/\1 >or ]_g[ +or (1 Doy a) QA 6(/\2 >or ].Q[ +o p2 Do a) .
Whioskujemy wiec, na podstawie Stw.7-8.1, ze (((ec, v)K , Lv), Lv) jest algebra Clifforda dla
((v)g =V,Q) i zgodnie z postulatem —
dimg Cliff({(v)y , Q) = dimg (ec,v)K =2=2%,

Zalozmy nastepnie, ze dowodzona przez nas teza jest prawdziwa dla dowolnego N < Ny (Ng
ustalone), i niech (V,Q) bedzie przestrzenia kwadratowg nad K wymiaru dimg V = Ny, w ktorej
wybieramy baz¢ Q-ortogonalna {v;}; 777, ktorej element vy, spelnia warunek Q(vn,) # Ox, co
uczyniwszy, rozkladamy V na sume @Q-ortogonalna podprzestrzeni

V= (v1,02,..., UNO*l)]K @Q (vNo )K = VN0*1®Q (UN0>]K )
wprowadzajac przy tym oznaczenia ()n,-1 = QrVNO—l iQn, = Q[‘(UNO) . W Swietle Tw. 8-9-10.3, a
K
dalej — dotychczasowych ustalen i zalozenia indukcyjnego mozemy teraz zapisaé

Ciff(V,Q) =z CUff(Ving-1,QnNo-1)®xCLE (v, )i, Qo)

= ({eNg-1)i @ él S (Viy Vi w01, i ) B (€ ) @ (Uv0 )i

k=1 1<i1<is<...<ip<No-1

= (6%0_1 ®K 6%0 )K ® (6%0—1 ®K VN, )K

Npo-1
C
® @ @ (vil.viz.---.vik [297°4 eNo)K
k=1 1<i1<iz2<...<ip<Np-1
No-1

o P &P (Vi) ViV, OK UNG )
k=1 1<i1<is<...<ip<No-1
gdzie 6%071 i e%o sg jednosciami w odno$nych algebrach Clifforda. Z powyzszego wynika wprost
pozadana réwnosé , a nadto — wzigwszy pod uwage jawna postaé¢ (7-8.9) uzytego tu izomor-
fizmu K-algebr — stwierdzamy, ze baza Cliff (V, Q) otrzymana jako izomorficzny obraz otrzymanej
powyzej bazy algebry CLff(Vi,-1,Qn,y-1)®xCL ((en, )i s @N,) Wzdluz x jest postaci wskazanej
2



Clifford’s Anatomy (MAWF ’25/26 1.IX & 1.X [rrS)])

w tezie dowodzonego stwierdzenia. O

W nastepnej kolejnosci wyroznimy element algebry Clifforda, ktory odegra istotna role nie
tylko w klasyfikacji niskowymiarowych rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda, ale tez — w
dyskusji ich reprezentacji, wiec 1 w zastosowaniach fizykalnych (w ktérych nosi miano operatora
chiralnosci).

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy (przy czym zakladamy charK=0 i dimgV = N)
i niechaj

&v o NV = Clfi(V,Q)
bedzie (jedynym) K-liniowym rozszerzeniem przyporzadkowania okreslonego na tensorach prostych
(vi eV, iel, N sa dowolne)

fv(lK) = BC,

fv(vl AN AREEIAN Uk) = % ZO‘EGk sign(U) D> Vo(1)-Vs(2)- Vo (k) kel,N.
Ponadto niech A € ANV* \ {0} bedzie dowolnym niezerowym wyznacznikiem na V. Element
kanoniczny algebry Clifforda Cliff(V,Q) (stowarzyszony z A) to wektor ea € CLff(V,Q)
okreslony przez warunek
VoL v, onev  Sv(vi Ava A Avn) =2 A(vr,v2,...,08) D ea.
Uwaga 1. Powyzsza definicja ma sens, gdyz dla dowolnej bazy ortogonalnej & := {e;}, g
przestrzeni V' homomorfizm &y przyporzadkowuje elementom odnosnej bazy {1k, e;, A e, A A

iy, }1§i1<i2<...<iksN, keI, N wektory

tv(lg) = €9,
Gvlernesnner) = g5 3, sign(0) > eo(1) o) Cotr)
geSy,
= % Z sign(g)2 > €1.62.:".€ = €1.€2.".€L ,

ceSy,
przy czym ostatnia tozsamo$¢ wynika wprost z (jednej z wielu) definicji znaku permutacji jako
odwzorowania
sign : &, — {-1,1} : o — (-1)7(@),
w ktorego zapisie 7(o) jest liczba czynnikéw w (dowolnym) rozkladzie permutacji o na trans-
pozycje, oraz z relacji skosnej przemiennosci
(2) Vijdw ¢ €i€j=—€5.€
%]
spelnianych przez obrazy elementow bazy & w Cliff (V, Q). Tym samym odwzorowanie (K-liniowe)
&y przeprowadza baze dziedziny na baze przeciwdziedziny, o ktorej mowa w tezie Stw.[I] jest zatem
izomorfizmem przestrzeni K-liniowych. Ponadto dla dowolnych wektoréw v, =v? >e;, € 1, N
otrzymujemy

fv(vl A Vg /\"'/\UN) = Ull.l K 1};2 ‘K 'K U%V > fv(eil AN /\~~-/\eiN)

= % vy K U3 K K Uy D Z Sign(o) & €i, 1y -Cipgay - Cipny »
oG N
przy czym w ostatniej sumie wyrazy o indeksach i; = i dla j # k wystepuja w parach odpo-
wiadajacych (0,0 o 7j), ktorych wklady do sumy réznia si¢ znakiem wobec relacji sign(o) =
—sign(o o7 1), a zatem ostatecznie niezerowy przyczynek do tej sumy moze pochodzi¢ jedynie od
tych N-tek indeksow (iy,ia,...,in), ktore stanowia permutacje (dowolne) zbioru 1, N,

fv(vl ANV N - /\’UN)



Clifford’s Anatomy (MAWF ’25/26 1.IX & 1.X [rrS])

1 2 N .
= % Z fvf( ) 'K 'Ug( ) KK Uf\f( ) > Z Slgn(a) > €o0p(1)-€oop(2)-"""-€aop(N)
peS N oeG N
. 1 2 N .
= % Z Slgl’l(p) Uf( ) ‘K ’Ug( ) ‘K 'K Uﬁf( ) > Z Slgn(a’ 8} p) > eaop(l)~eaop(2)~"'-€oop(N)
peSn oopeS N
. 1 2 N .
= % Z sign(p) Uf( ) ‘K vg( ) ‘KK vﬁ,( S Z sign(o) > €,(1)-€x(2) " € (N)
peS N 06N
= Z sign(p) vf(l) K v§(2) KK vﬁ,(N) > ey.eg. e
peS N
= Ag(vl,vg, A ,’UN) >er.eg.eN .

Istotnie, wobec N-liniowosci i skosnej symetrii wyznacznika oraz jego unormowania dostajemy, na
mocy argumentéw analogicznych do tych uzytych powyzej,

Ag(v1,v2,...,08) = O g vl g mUN gk Ag(€i,Cinye ey Ciy)
= Uf(l) K U§(2) KK vﬁ/(N) K Ae(ep(1),€p(2),- -1 €p(N))
peS N
> ol g v ® g ol i sign(p) As(8)
peS N
= Z Slgn(p) /Uf(l) ‘K U§(2) KK UKT(N) .
pGGN

Na koniec przywolujemy oczywistg rownosé
N
dimg A\NV* = (N) =1,

z ktorej wyciagamy wniosek o istnieniu skalar Aa €K spelniajacego relacje

Ap=Iab A,
wiec ostatecznie

&v()=A()>ea,

gdzie wektor ea € Cliff(V, Q) stopnia N jest dany jednoznacznie (w szczegdlnosci nie zalezny od
argumentu odwzorowania z lewej strony roéwnosci).

Mamy istotne

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj & = {e;}, 7 bedzie dowolng baza
ortogonalng w przestrzeni kwadratowej V, a Ag — wyznacznikiem na V okreslonym przez te
baze w standardowy Sposélfl Element kanoniczny stowarzyszony z As przyjmuje postacé

(3) EAp = €1.€2.°.EN .

Niechaj dalej A e ANV* N {0} bedzie dowolnym wyznacznikiem na V i niech Ax € K bedzie
skalarem, o ktorym mowa w tezie Stw.[f] Wowczas zachodzi tozsamosé

(N-1)
A=(-1)7F daveC,

jesli zatem forma kwadratowa @ jest niezwyrodniala, to element kanoniczny jest odwracalny w
Cliff (V,Q), w przeciwnym za$ razie spelia on tozsamosé

€A = Ocui(v.0) -
Ponadto

4) Voeclfi(v,Q) ¢ €AY = o ()-ea

Ipatwo widaé, ze skalar ten to A(&)7L.

2Przypomnijmy, ze wyznacznik na przestrzeni K-liniowej V' skoriczonego wymiaru D = dimg V' < oo to (dowolny)
niezerowy wektor z jednowymiarowej przestrzeni K-liniowej AP V*. Jako taki jest on jednoznacznie wyznaczony
przez warto$é przyjmowana na (dowolnej) bazie V. Poprzez narzucenie warunku, izby wartosé¢ ta byla réwna 1g
dla ustalonej bazy uporzgdkowanej &, wyrézniamy wyznacznik A g, o ktérym mowa w tresci stwierdzenia.
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Clifford’s Anatomy (MAWF ’25/26 1.IX & 1.X [rrS)])

Dowdd: Réwnosé wynika bezposrednio z rachunku przeprowadzonego w obrebie Uwagi (1] Jesli
teraz w formule definiujacej Aa wypisanej w tresci Stw.[5] dokonamy podstawienia v; = w; :=
e;, €1, N, to otrzymamy réwnosé

N
Aa, = Aap kAg(E) xk Ag(&) = det(N)(q)(el,e]))”elN H@Q(ei,ei)
i=1

N
Ijl Q(ei)v

wobec czego — w $wietle udowodnionej wczesniej réwnosci — dostajemy

)
el.e2. e = (-1 ) > eC

2 —
€Ag = €1.2.°".EN.C1.€9." .

(-1
Wobec oczywistych tozsamosci

Aa Aas & Ag (&) = det(ny ((D(ewej)) SIN S AAK A(&)?,

(N 1) C
/\Ag >e

&

EA, Ag(&)vea, =Ey(erneanney)=A(E)>en,

stusznych dla dowolnego niezerowego wyznacznika A na V' (a taki spelnia warunek A(&) # Ok),
mozemy w takim razie zapisaé¢

(N 1)

A = A((?)_QDeQAg:(—l) A(&E) > ()\Agbec)

()T AE) 2w s, b eC = (-1 c,

Jesli teraz @) jest niezwyrodniala, to jak jasno wynika z rachunku otwierajacego niniejszy dowod,
Aa, # Ok, zatem takze Aa # Ok, a wowczas

eA—(l) )\A [>€C

Jesli natomiast @ jest zwyrodniata, to Aa = Og i w konsekwencji e = Ociig(v,q)- W dowodzie
ostatniej skladowej tezy stwierdzenia wykorzystujemy ustalong wczesniej relacje miedzy ea i ea,
w bezposrednim rachunku, przeprowadzonym dla dowolnego v = v* > e; € V' z wykorzystaniem

relacji ,

eAt = V'Dea.e;=0"g A(éa)_1 > e1.e9...EN.€;

= ( 1)N iyt A(éa) D61.62."'.6i_1.6?.€i+1.6i+2.“'.6]v

D)V (D) g A(E) b eseregen = (-1)V T ven

J‘J/v_l(’l}).eA .

Postulowana tozsamosé jawi nam sie teraz jako prosta konsekwencja powyzszego (wszak Cliff (V, Q)
jest generowana jako K-algebra przez ¢© i Image JS) oraz homomorficznego charakteru inwolucji
kanonicznej. O

2. CENTRUM I ANTYCENTRUM

Dalsze nasze dociekania podporzadkowane celowi nadrzednemu, jakim jest klasyfikacja rzeczy-
wistych i zespolonych algebr Clifforda oraz ich reprezentacji, wioda nas wprost do dyskusji centrum
algebry Clifforda oraz jego super-partnera, ktore opisuje

5



Clifford’s Anatomy (MAWF ’25/26 1.IX & 1.X [rrS])

Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Centrum algebry Clifforda Cliff(V,Q) to jej
podalgebra

Z(Clff(V,Q))

{veClff(V,Q) | VYseccusv,0) * [77] = Ocuier(v,0) }

{7 eClff(V,Q) | VYeev : [7,v]=0cus(v,q) }-
Antycentrum algebry Clifforda Cliff(V,Q) to jej podprzestrzen K-liniowa

AZ(CLff(V,Q)) {veCliff(V,Q) | VYseccumv,) * ¥7=Jv(H) }

{7 eClff(V,Q) | Veev : {70} =0cugv,Q) }-
Najprostszego uszczegbdtowienia charakterystyki wprowadzonych powyzej obiektéw dostarcza
Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. Z(Cliff(V,Q)) jest podalgebrg Z/2Z-gradowana K-

algebry Cliff (V,Q), natomiast AZ (Cliff (V, Q)) jest podprzestrzenia Z/27Z-gradowana przestrzeni
K-liniowej Cliff(V,Q), w rozumieniu Def. 5-6.5.

Dowdd: Zaréwno centrum, jak i antycentrum Cliff (V,Q) sa podprzestrzeniami zachowywanymi
przez inwolucje kanoniczna, gdyz

Y (wy)evxz(Clig(v,Q)) : Jv(y).v =Jv (7). Jv(v) = =Jv(v.v) = -Jv(v.y)

—Jv(”U).Jv(’V) = ’U.Jv(’)/)
i, podobnie,

Y (wy)evxaz(cug(v,Q)) * Jv(y)w =Jv (7). Jv(v) = =Jv(y.v) = Jv(v.y)

Jv (v).Jv(7) = ~v.Jv (7).

Stad tez obie dziedziczg Z/2Z-gradacje z Cliff (V, Q) na mocy Stw.7-8.7. Przy tym centrum jest
w oczywisty sposob podalgebra ClLff(V, Q). g

Strukture centrum i antycentrum algebry Clifforda opisuje

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. (przy zalozeniu charK # 2) i niech N :=dimgV < o0, a
wtedy
(i) Ne2N+1 = en € Z(ClLff(V,Q));
(i) Ne2N+2 = en e AZ(ClLff(V,Q)).
Ponadto jesli @) jest niezwyrodniala, to
{ Z(Cliff (V,Q)) = (), @
AZ(Cliff(V,Q)) = {0 1lwa)}
Z(Cliff (V,Q)) = (e°)
AZ(CLff(V,Q)) = (ea)x
Dowdd: Punkty (i) i (ii) wynikaja bezposrednio z tozsamosci (). Zal6zmy zatem, ze @ jest forma
niezwyrodniala, i rozwazmy sktadowe Z/2Z-jednorodne centrum i antycentrum algebry Clifforda,
co mozemy uczyni¢ w odwolaniu do Stw Niechaj ~ ¢ AZ(Cliff(V, Q))1 = AZ(Cliff(V,Q)) n
Cliff(V, Q)*, a wtedy wobec

(i) Ne2N+1 —

(i) Ne2N+2 — {

Vyev @ V.0 =0y
zachodzi
() veea=(-1)"ean,
ale tez — na mocy Roéwn. i w $wietle zalozenia dotyczacego parzystosci v —

eay=JV 1 (y).ea = (-1)V 1 yea,
6
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wiec ostatecznie
yea= (DN (=) yen = —v.en,
co przy charK # 2 (a takie poczyniliSmy zalozenie) oznacza rownosé
v-ea = Ocug(v,Q) -
W s$wietle Stw.[2] wnioskujemy zatem, ze
y=v.ea.ep = Ocuff(v,Q)fL1 = Ocu(v,Q) »

czyli dla niezwyrodnialej formy kwadratowej dostajemy

(6) AZ(CE(V,Q))" = {Ocin(v.a)} -
Jesli ponadto N € 2N + 1, to z poréwnania tozsamosci
V.eA = —€a.Y,
stusznej dla dowolnego elementu antycentralnego ~ € AZ(Cliff(V, Q))(E AZ(Cliff(V, Q))O), z
tozsamoscia
eay=JY 1 (y).ea = v.ea

wyciagamy oczekiwany wniosek

AZ(Cff(V,Q)) = {Ocua(v.q)} -
Rozwazmy odwzorowanie K-liniowe

oa : Clff(V,Q) O : y+—eay.
Wobec odwracalnosci elementu kanonicznego jest ono automorfizmem przestrzeni K-liniowej Cliff (V, Q),
a przy tym jesli e Z(Cliff(V, Q))7 to
Veev @ pa(y)v=eayv=ca.v.y= J‘I/V_l(v).eA.’y = (-1 vpaly),

i — podobnie — jesli v e AZ(Clff(V,Q)), to

Voev @ pa(y)v=eayv=—-ea.v.y=— ‘J,V_l(v).eA.'y:(—I)NU.gpA(v),

zatem prawdziwe sg nastepujace implikacje:

. . ea(Z(Cliff(V,Q))) = Z(CLff(V,Q))
Nem+1 { oa(AZ(ClfE(V,Q))) = AZ(CLff(V,Q))
(7)

Ne2N+2 = oa(Z(Cliff(V,Q))) = AZ(Cliff(V,Q)).

Jak jasno widaé, uzupetienie dyskusji struktury antycentrum w przypadku N € 2N + 2 wymaga
wiec zrozumienia struktury centrum, czym zajmiemy sie obecnie.

Zaczniemy od wyznaczenia skladowej parzystej centrum, Z(Cliff(V,Q))O = Z(Cliff(V, Q)) N
Cliff(V, Q)°. Twierdzimy, ze — niezaleznie od parzystosci wymiaru V — skladowa ta jest rozpieta
na jednosci algebry,

(8) Z(CLfE(V, Q)" = ()

a dowdd opieramy na indukcji wzgledem tegoz wymiaru N. Stusznos¢ postulowanej réwnosci
w przypadku N = 1 staje sie oczywista, gdy wzia¢ pod uwage model algebry Clifforda skon-
struowany w pierwszym kroku indukeyjnego dowodu Stw.[I} zalozmy zatem, ze réwnosé ta jest
prawdziwa dla N < Ny (Np ustalone) i niech dimgV = Ny. Wybierzmy v € V' o wlasnosci
Q(v) #0 (na co pozwala zalozenie o niezwyrodnieniu @), a wtedy — w $wietle twierdzenia o istnie-
niu dopelnienia ortogonalnego dowolnej niezwyrodnialej (skoniczenie wymiarowej) podprzestrzeni
przestrzeni kwadratowej — mozemy dokonaé rozktadu @)-ortogonalnego

V= (v)g @Q (U>]IL<Q J
7
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Clifford’s Anatomy (MAWF ’25/26 1.IX & 1.X [rrS])

przy czym — rzecz jasna — dimg (U)HJ'(Q = dimgV -1 < Ng. W tym momencie mozemy odwolaé
sie do Tw. 7-8.3, aby przerzuci¢ rachunki do algebry kanonicznie izomorficznej z Cliff (V,Q), jaka
jest Cliff((v)K,QF(U)K)@?KCHH((@)HL(Q, Mojeiq)s €O okaze si¢ nader wygodne. Przyjawszy dla
skrétu oznaczenia C, = Clff ({(v)g , QN ) 1 C1 = Cliﬁ((v)ﬂ?, Nopgro) 1 Wybrawszy dla C,

model (eg, v)K jak w dowodzie Stw. rozwazny obraz dowolnego elementu -y € Z(Cliff(V, Q))O
w C,®xC, — ten jest postaci

n(y) = e ox w’ + v &g w'

dla pewnych w” e C’f, k€{0,1} (wszak suma stopni czynnikow tensorowych w kazdym ze sktad-
nikéw sumy ma by¢ parzysta, bo taki jest stopieri 7). Podobnie dla dowolnego z =A>y v+yeV,
zapisanego w terminach A e K i y¢€ (’U)HL(Q, otrzymujemy

n(z)=eS ogy+ Avveged,
gdzie ef € C, jest odnosna jednoscia. Na podstawie powyzszych wzoréw obliczamy
0

n(vy.x) = (6S®Kw +U®Kw1)'~‘(eg®ﬂ<y+)\l>v®Ke(f)

= eS@Ku}O.y+)\>v®KwO+U®le.y—)\-KQ(v)DeS@le
oraz

n(xy) = (eS®Ky+)\l>v®Kef)'7(eS®Kw0+v®Kw1)

= eg ®k yw’ + A veg w’ —v ek y.w! + Ak Qv) Deg ®x w',
a stad — wobec centralnosci v —

0 = n([v.2])=e; & [yl +ver {w',y} -2X k Q(v) > e ®x w'

e ®x ([0’ y] -2 x Q(v) > w') +vex {w',y},
co z racji liniowej niezalezno$ci sktadnikéw pozwala wnioskowaé, ze

. 1 —
vye(v);{(’? . {w 7y} - OCL?

czyli — w §wietle Rown. @ -
w'e AZ(C)nCl=AZ(C)' ={0¢,},
a dalej — wobec tego —
v : [w’y] = [w’y] - 22k Q(v) b w' = 0g, ,
co na gruncie zalozenia indukcyjnego przyprowadza nas do przekonania, ze
w’eZ(C)nC?=2(C,)° = (ef)

1
ye(v)

K b
tj. w’ = po e(f dla pewnego skalara p € K. Koniec koiicéw otrzymujemy
v = X(eg K w’ +v (294 wl) = X(eg ®K > ef) =pu> X(IC,@KCL) =W e“.

Udowodniona tym samym réwnosé pozwala dokoriczy¢ dowdd twierdzenia przy uzyciu ob-
serwacji , oto bowiem w przypadku N € 2N + 2

AZ(CUfE(V,Q)) = AZ(CLfE(V.Q))’ = pa(Z(CLEE(V,Q))") = oa({cC),)

(pa(e)) = (eae

(co wynika z Réwn. (6)) oraz z tego, ze pa jest parzysty), wiec tez — wtornie —

Z(CUiff(V,Q)) = pa(AZ(CH(V,Q))) = pal(ea)x) = ()
a w przypadku N € 2N +1

Z(CHE(V, Q) = pa(Z(CHEV,Q))°) = {ea)y
8



Clifford’s Anatomy (MAWF ’25/26 1.IX & 1.X [rrS)])

co wynika z faktu, ze pa jest nieparzysty), zatem
2

Z(Cliff(V,Q)) = Z(CLft(V, Q)" ® Z(CLfE(V, Q)" = (), ® (ea)y -

3. PRZYGARSC NIEOCZYWISTYCH A PRZYDATNYCH IZOMORFIZMOW

Pierwszy z istotnych wynikéw pozwalajacych oswoi¢ nieco bestiarium algebr Clifforda przy
uzyciu wprowadzonych powyzej obiektéw przynosi

Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[T] oraz Stw.[f] zakladajac przy tym, ze forma kwadratowa
@ na przestrzeni V wymiaru dimgV = N < oo jest niezwyrodniala. Ilekroé¢ mozna wybraé
wyznacznik A e ANV* w taki sposob, ze

N(N-1)
(9) Aa=(-1)"=,

czyli w szczego6lnosci ezA = €, to istnieje kanoniczny unitalny homomorfizm K-algebr

i : ClLff(V,Q) — Cliff(V, -Q)

o wlasnosci
N(N-1)2
filea)=(-1)" = > (ea
gdzie e jest elementem kanonicznym algebry Cliff(V,-Q) stowarzyszonym z tym samym wy-
znacznikiem A na przestrzeni K-liniowej V' bedacej nosnikiem przeciwnej struktury kwadratowej
-Q. W przypadku N € 2N + 2 homomorfizm ten jest izomorfizmem.

)N+1

)

Dowdd: Niechaj Aa bedzie skalarem okreslonym, w sposob opisany w Stw.[5] przez dowolny
niezerowy wyznacznik A na przestrzeni V z forma kwadratowa () i oznaczmy jako A, skalar
okreslonym przez ten sam wyznacznik, gdy V wyposazymy w forme kwadratowa —@Q. Wowczas
dla dowolnych uktadéw wektorow v;,w; € V, i € 1, N otrzymujemy réwnosé

AA kK A(v1,v2,..,0n) kK A(wy,wa, ..., wN) = det(N)(q)*Q(Ui’wj))i,jeﬁ
= det(N)(—(I)Q(’Ui, wj))i,jeﬁ = (—1)N det(N)(q)Q(’Ui, wj))i,jeﬁ

= (—1)N Aa 'k A(vr,ve, ..., on) &k A(wy, wa, ..., wN),
z ktorej wynika tozsamosé
(10) M= (DY A
Zdefiniujmy odwzorowanie K-liniowe
p: V—Clif(V,-Q)=C- : v—>exr o0,

wprowadzajac przy tym — gwoli przejrzystosci zapisu dalszego rozumowania — osobny symbol e na
oznaczenie mnozenia w algebrze C_ (z jednoscia, ktora oznaczymy jako e©). Przywotawszy Stw.
w odniesieniu do trojki (C’_,eg, /\A) oraz Rown. , stwierdzamy bez trudu, ze odwzorowanie
powyzsze spelnia — na mocy zalozenia @D — warunek Clifforda wzgledem struktury kwadratowej
Q, oto bowiem

() = caevecasu=(ca)?e @) ev= (-)VT(-1)
(-1)
Q(v) > eC.

Rozszerza sie ono zatem kanonicznie i jednoznacznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr

T : Cliff(V,Q) — Clff(V,-Q)
9

N(N-1)

AA D VOV

N(N-1)

RPN ((—Q)(U) > 69) =(-1)" 2 Aa>b (Q(v) > e?)

N(N-1)
2
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o wlasnosci
Voey @ H(v) =epov.

Wybierzmy baze & = {e;},.;7v W V ortogonalng wzgledem @, a zatem takze wzgledem -@Q. Na
mocy Stw.[2]i rozumowania przeprowadzonego w jego dowodzie mozemy zapisaé

ea=A(&E)  beregen, ean=A(&) ' bejecyeney,
a w takim razie

filea) = A(E) > Hilerezen) =A(E) " b puler) o plez) oo plen)

= A(E) 'bepyoeiocyocreecoey

(VD ETEAG) b (ea) sereere ey = (<) (e2)"

Niech teraz N =2m € 2N + 2, a wtedy skalary Aa i A5 przyjmuja postac
Aa=(-1)"=Xa
i otrzymujemy
ites) = (1) (ea)™""
Odwzorowanie K-liniowe
Y V—Cliff(V,Q) : v—eaw
spelnia warunek Clifforda wzgledem struktury kwadratowej —@,

w(v)2 = eA.V.eAV = eQA.J‘Q,m_l(v).v = —eQA.v.v = (_1)m(2m—1) Aa D ((—Q)(v) > ec)

- Q)b el
wiec rozszerza sie kanonicznie i jednoznacznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr
b Cliff(V, -Q) — CIiff(V, Q)
o wlasnosci
Vv : 0(v) =eaw.

Relacje pomiedzy oboma homomorfizmami ustalamy na zbiorze generatoroéw obu algebr na pod-
stawie rezultatow dotychczasowych dociekan. Oto wiec

T~ o= T -\ m m m m+1
Yo fi(v) d(enov) =P(en)d(v) = (-1)" (ea)* Leaw = (-1)" (€A)" w
(-D™v=Jy(v),

czyli w ogdlnoscei (wszak T i ¥ to homomorfizmy K-algebr)

Gofi=Ji.

Analogicznie wyprowadzamy relacje

-~ ~ \m
Ko ’(/} = (']V) )
gdzie J;, jest kanoniczng inwolucja na C_. Zwazywszy oczywista tozsamosé
fiody=Jyoli <= Jy(ea)=(-1)""er=ea
(oraz inwolutywny charakter Jy i Jy,), mozemy zatem przepisa¢ powyzsze relacje w postaci

(J7 o) o fi = idcua(v.q) » fio (J7 o9) =idcir(v,-0) -

z ktorych jasno wynika, ze I jest izomorfizmem (o odwrotnosci Ji' o ). O

Kolejny arcywazny wynik artykutuje
10
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Twierdzenie 3 (O kanonicznym iloczynie tensorowym algebr Clifforda). Przyjmijmy zapis do-
tychczasowy i niechaj (((V7 +v,Py,e — Ov),ﬁv),Qv) bedzie przestrzenia kwadratowa nad
cialem K wymiaru dimg V = 2m € 2N + 2, z wyréznionym wyznacznikiem A € A?™V* o sto-
warzyszonym elemencie kanonicznym ea € Cliff (V, Qv ), ktory spelnia warunek

ek =en e, ee{-1,1}.

Wowcezas dla dowolnej (((‘7, +3, Py 0 — 0‘7)76‘7)762‘7) € Ob O Vecty istnieje kanoniczny uni-
talny homomorfizm K-algebr

Clit(VeV,Qv @ > Q) = Cliff (V, Qv) ®x Cliff (V, Q).

Dowdd: Rozwazmy kanoniczne izometryczne wlozenia
Wi VeVeV, 3o VeVeV,

przy czym w drugim przypadku implicite traktujemy 1% jako nosnik struktury kwadratowej e >
Qy. W swietle (dowodu) Tw. 7-8.3 indukowane unitalne homomorfizmy K-algebr

v =Cliff(py) : Clff(V,Qy) — Cliff(V e V,Qv ¢ > Qp) = o,

J7 = Cliff op) Cliﬂ(V,eDQr/)—’Cﬂé

spelniaja — dla dowolnego elementu 7 € Cliff(V, e > Qp) —warunek (29 jest jednoscia w Cliff(V,e >
Qv))

Fv(ea)To (@) = meyo (v ®77)(ea ®x7) = x(ea ®x7) = x(e%.en ®x7E°)
= x((-ndesTdeEea (€ @x ) ea @k 7))
= X((ec K 7)’7(6A K éc)) = X(ec K "7).X(6A K 'éc)

= Jp(M)Iv(ea),
przeto odwzorowanie K-liniowe
¢ V—Cs : vi—Ju(ea) o (v)
spetnia warunek Clifforda (wzgl. Q),

e(v)? = Jv(ea)dy()Iviea) o (v) =Tv(ea)® Ty () = v (ed ) T5 (v?)

e(eQ(v)) > 16 =Q(v) > 1o,
i z tej racji rozszerza si¢ jednoznacznie i kanonicznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr

g : Clift(V,Qp) — Ca.

Przy tym — dla dowolnych (v,7) € V x V — zachodzi rownosé

v (v).§(D) T (0)Fv (ea)To (@) =3v (v.ea) Jo (@) = v (ea.Jv (v)) T3 (D)

—Jv(ea.v)Jy (@) = jv(ea).Jv(v).Jy (V) = —Jv(ea).x(v ®x D)
= —j’v(eA).X(eC.v ®K ?f’éc) = —j’v(eA).X((—l)deg v-deg ¥ (ec ®K ’17)(1} ®K EC))

= Jv(ea)x(e® @x ¥).x(vexe?) =G (ea) T ([@)v (v)

&(@).3v (v),

zatem

Y (7)<l (V,Qu )l (V,q) ¢ v (1)-8(F) = E(F)-Jv (1) -
11
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Zdefiniujmy odwzorowanie K-liniowe
® : Cliff(V,Qy) ®k Cliff(V,Qy) — Co
stanowiace (jedyne) rozszerzenie przyporzadkowania okreslonego na tensorach prostych jako
o(yex7) =7v(7)-5(7)-

Pokazemy, ze @ jest unitalnym izomorfizmem K-algebr, kostruujac jego odwrotnosé. W tym celu
rozwazmy odwzorowanie K-liniowe

U VeV — Cliff(V,Qv) ®x Cliff(V,Qp) & (v,7) —> v ®x " +£bea Ok T,
ktore spelnia warunek Clifforda
U(v,7)? = (vexe+epea®r?d)  (vOKE” +ebea Ok T)

C

= 2 Qg e~ +eDbv.ea ®K'17+8D6A.U®K%’+62A ®K’172

Qv(v) > eC @ e’ +e>v.en O T - b v.ea Bk T +eQy (D) > e® o e°

(Qvoer Qp)(v,7) > e’ @x e,
a zatem indukuje (jedyny) unitalny homomorfizm K-algebr
T : Oy — ClLiff(V,Qv) ®x Cliff(V, Q)
o wlasnosci
\Tl(v,%’) =V®KE" +Eb>en Ok T.
Zauwazmy, ze reprezentacja elementu kanonicznego pozwala nam obliczy¢ wprost

@Ojv(eA) = A((ga)_l l>@Oz’]vv(el.eg.-".egm):A((a@)_l l>\j(]v(el).jv(eg).~~~.jv(egm))
=A(E) " > U(er,0).¥(ea,0).. T (e2m,0) = A(E) " > (e1 ®x 7). (e2 ®k 7).+ (€2m ®x E°)

= €A®KEC.

Tozsamosci

\IIO(I)(U ®K€c+ec ®K75) {Iv/((v,o)-a(ec)+7V(ec)~(ﬁ(’5))

= U((v,0).1¢, + 1, Jv(ea) Ty (@)

= ‘T/(U,O) +0 OTV(eA).\T/(O,’ﬁ)
= U®KEC+(6A ®K€C).(5>6A®Kﬁ)
= U®K"ec+g>eQA®K’z7

= U®K€C+ec QU
oraz

(I)o\T/(U,”ﬁ) = <I>(U®K€C +eb>ea ®K'17) :<I>(U®K€C)+EI><I>(€A ®K'17)

= Jv(v).3(E°%) +ev G (ea).3(D)

('U70)~1C® +¢£ Dj'v(eA).jv(eA).jv(’ﬁ)

(v,0) +£ > 51 (ex).(0,7) = (v,0) + (0,7) = (v,7).

pokazuja dowodnie — na (nietrywialnych) generatorach, wiec i ogélnie (wobec homomorficznego
charakteru rozpatrywanych odwzorowari) — antycypowana odwracalnosé¢ @. O
12
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Na zakoriczenie rozwazan ogolnych, wytyczajacych szlak ku twierdzeniom klasyfikacyjnym dla
rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda, wypowiemy jeszcze istotne

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj ((Va, +a,Pa, e — Oa),éa), ae{l,2}
beda przestrzeniami K-liniowymi wymiaru dimg Vi = dimg Vo = N < oo, a nadto niech A
V1 x Vo — K bedzie dwoistoécizﬂ Okreslmy na Vi @ Vo forme kwadratows

Qa : VieVa — K : (v1,v2) — A(v1,v2) = Ao (pry x pry)((v1,v2), (v1,02)) .
Istnieje kanoniczny unitalny izomorfizm K-algebr

Cliff (Vy ® V2, Qa) 2 Endg (A" V1).

Dowdd: Zacznijmy od odnotowania, ze sensownos$¢ definicji formy kwadratowej QA jest prosta
kownsekwencja, dwuliniowos$ci dwoistosci A. To rzeklszy, mozemy wykorzysta¢ izomorfizm prze-
strzeni K-liniowych (odwzorowanie prawostronnie stowarzyszone z A)

TA G V2i>V1* v— A, v),
aby w polaczeniu z tezg Stw.7-8.4 wypisa¢ wygodny uklad generujacy K-algebry EndK( N V1)
zlozony z endomorfizmow i, , v € Vi oraz 1, (y,), v2 € Va2, ktore spelniaja proste relacje
/~L12;1 =0= ZaA(vz) ) {ZT‘A(UQ)) M'u1} = A('UhUZ) > id-/\' Vi

O ile dwie pierwsze nie wymagaja dodatkowego komentarza, ostatnig sprawdzamy w bezposrednim
rachunku (na tensorach prostych, dla dowolnych w; € Vi, i € 1,n):

{er(v2)7Uv1}(w1 Awg A+ AWp)
- k-1
= g (o) (V1AW AW A Awy) +u1 A Y (1) Awg, v2) B wy Awa A - AWy,
=1

n
= A(v1,v2) > wy Awg A Awy — U1 A Z (—l)k_1 A(wg, v2) > Wi AWa A== Awy,
k=1 %

n
TULA Z (_l)k_l A(Wk,vg) > wi Awsg A < AWy,
k=1 A

= A(v1,v2) > wy Awg A Awy, = A(v,v) Bidpsy, (W1 Awg A Awy,) .
Zdefiniujmy odwzorowanie K-liniowe
¢ = VieVy— Endg(A" V1) © (v1,02) — fhoy + tra (u) -

Na podstawie wypisanych wyzej tozsamosci bez trudu sprawdzamy, ze spelnia ono warunek Clif-
forda,

80(1)171)2)2 (/’L’Ul + ZT'A(U‘Z)) ° (/’L’Ul + ZT'A(U‘Z)) = Ngl + 212”A(’U2) + {ZT'A(UQ)7/’L’U1}

A(th) >idpey, = QA(M,UQ) > 1Endu<(/\' V1) s

rozszerza si¢ ono zatem kanonicznie do unitalnego homomorfizmu K-algebr
¢+ CLff(V1 ®V2,Qa) — Endg (A" V1)
o wlasnosci

@(”Ul, UQ) = Py T lra(v2) -

3Prz pomnijmy, ze dwoisto§¢ dla pary (G1,G2) moduléw nad pierécieniem przemiennym R to odwzorowanie
Y jmy: y Y

A : G1 xG2 — R nieosobliwe, tj. takie, dla ktorego oba odwzorowania jednostronnie stowarzyszone lan : G —
G5 : g1+— A(g1,-) (lewostronnie) i In : G2 — G} : g2 —> A(:,g2) (prawostronnie) sa bijekcjami.

13
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Na mocy Stw. 8-9-10.4 podprzestrzenn Image &t (VieV,) = Imagep generuje EndK(/\' Vl) jako

j€1$V2
K-algebre, zatem @ jest epimorfizmem. Ale zarazem — w $wietle Rown. (1) —

dimg CLff (V] & Vo, QA) = odimg (Vi®Ve) _ odimg Vi+dimg Va _ 92dimg V3
oraz — tym razem na gruncie Tw. 7-8.4 oraz Stw. 7-8.3 —
dimg Endg (A" V1) = (dimg A® V1)2 = (gim= Vs )2 = g2dims Vi

co pokazuje dowodnie, ze  jest w istocie izomorfizmem. O

Jako proste corollarium do poprzedniego twierdzenia otrzymujemy

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, zaktadajac przy tym, ze charK # 2, przestrzen
kwadratowa V jest niezwyrodniala i ma dimg V € 2N. Niechaj w € Endg V' bedzie inwolucja,
w? =idy, skogénie symetryczna wzgledem formy kwadratowej @, tj. taka, ktora spetnia warunek
w' = —w
wypisany dla
Vo1, vaeV - (I)Q(W*(Ul)7v2) = ‘I’Q(th(w)) .
Woéwecezas istnieje kanoniczny unitalny izomorfizm K-algebr
Cliff(V, Q) = Endk (/\" Ker (w—idy)).
Dowdd: Inwolucja w zadaje — w Swietle stwierdzenia dotyczacego odpowiednio$ci pomiedzy rozkta-

dami modutéw nad pierscieniem na sumy proste ich podmodutéw a zupelnymi rodzinami rzutow
komplementarnych na tychze modutach — rozktad

V =Ker(w+idy)) @ Ker (w-idy)=V_@V,,

gdyz para Py := 2! b (idy +w) stanowi zupelny uklad rzutéw komplementarnych. Ponadto dla
dowolnych v,,w, € V. zachodzi tozsamosé

Qo (ve,ws) = @Q(iw(vi)7iw(wi)) = @Q(w* ow(vi),wi) = —@Q(wz(vi),wi) =P (v, W),
przeto
Vi _J.Q Vi,

natomiast w ograniczeniu do V. x Vz forma dwuliniowa ®q jest niezwyrodniala — istotnie, ilekro¢
dla ustalonego v, € V. jest

Vuzev; @ Po(vs, ws) =0k,
to dowolny wektor V > w =w_ @ w, wzgl. w=w_ @& W, spelnia warunek
Do (ve,w) = Po(vs, Wy ) +k P (ve, ws) = Po(vs, w=) = 0k,
zatem — wobec niezwyrodnienia () — koniecznie
vy =0y .
W rezultacie otrzymujemy pare dwoista (V_,V,) zwiazana dwoistoscia
Ag=2Pq v xv, ,
dla ktorej wyprowadzamy tozsamosé

Po(v-@vp,w-@w,) = Povo,w-) +x Po(ve,wy) +x Po(v-, wy) +k Do (ve, w-)

= Og(vo,wy) +r Po(w_,v,) = 2% > (AQ(U_,er) +x Ag(w-,vy)),
a z niej — réwnosc

Qv-®v,) = AQ(U_,’U+) )
14
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usprawiedliwiajaca — w polaczeniu z wczesniejszymi obserwacjami — bezposrednie odwolanie sie
do Tw.[4] Na tej podstawie stwierdzamy, zgodnie z teza bedaca przedmiotem dowodu,

ClLiff(V,Q) = Cliff (V- @ V4,Q = Qa,,) = Endg (A" V).

DODATEK A. UZUPELNIENIE Z TEORII PRZESTRZENI KWADRATOWYCH

Ponizsze stwierdzenie ustala prosta relacje miedzy forma kwadratowa na przestrzeni wektorowej
i dowolnym (niezerowym) wynacznikiem na tej ostatniej, do ktorego bedziemy sie odwolywaé w
trakcie badan nad anatomia algebr Clifforda.

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj V' bedzie przestrzenia (kwadratowa)
wymiaru dimg V = N < co. Dowolny wyznacznik A € ANV* < {0} okresla jednoznacznie skalar
Aa € K spehliajacy — dla dowolnych v;,w; e V', i€ 1, N — tozsamosci

det(N)(‘I)Q(U“wj))i,dev =Aa kK A(vy,v2,...,0n) &k A(wy, wa, ..., wWN).

15
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ZADANIA DOMOWE
Zadanie domowe 1. Udowodnij Stw.[5}

Zadanie domowe 2. Sprawdz, ze dla dowolnej przestrzeni kwadratowej (V,Q) mnozenie przez
wektor anizotropowy v € V' okresla izomorfizm Cliff(V, Q)° = Cliff ({(v)*? s QM pyra)-

Zadanie domowe 3. Niechaj (V, Q) bedzie niezwyrodniala przestrzenia kwadratowa nad ciatem
K wymiaru dimg V' = N € N*. Na algebrze zewnetrznej A*V okreslamy iloczyn wewnetrzny

('7')/\ : /\.VX/\.V—)K
jako jedyne 2-liniowe rozszerzenie przyporzadkowania

(].K,].]K>A = 1K7 (1]K7’U1 /\1}2/\---/\’[)m>/\ IOK: <’U1 /\’UQ/\-"/\’Um71K>A s

(Vi AV A AU, W1 AW A= AWy ), = O det(n)(QQ(vi,wj))
okreslonego dla wielowektorow prostych v Ave A Ay, 1 w1 Awa A Aw, (tuta] v;,w; €V, ie
I,m,jel,n).
(i) Niechaj & = {e;}, .7 bedzie dowolng baza (pseudo)ortonormalng (V, Q). Udowodnij, ze
wowezas zbior {1g Jul, g7 1€i A€is A A€y, Fi<iy<ige<...<ip<n jest baza (pseudo)ortonormalng
(/\. v, <'v )/\)
(ii) Zdefiniujmy mnozenie wewnetrzne przez v € V jako odwzorowanie sprzezone wzgle-
dem odwzorowania p, ze Stw.7-8.4,
I, := /J'; ’
tj.
(Io(@), 9} = (2, (W) s Ty e A"V

Wykaz, ze I, jest antyrézniczkowaniem na A®* V), tj. dla dowolnego wielowektora prostego
wy Awsa A Awy, jak wyzej zachodzi tozsamosé

n
L(wy Awg A Awy) = Y (-1)k1 (v, wi), > WL AW A AWy,
k=1

a dla dowolnych wielowektorow jednorodnych z i y (patrz: Stw.7-8.3) spelniona jest
Z/2Z-gradowana regula Leibniza

Lz Ay) = L(z) Ay + (1) 2 A L, (y).
Uzywajac izomorfizmu &y z Def. zadajemy iloczyn wewnetrzny na Cliff (V,Q) wzorem
(Vo= )00 (& x &)+ Cliff(V, Q) x Cliff(V, Q) — K.
(iii) Przywolawszy zapis Zad. dom. 7-8.8, udowodnij tozsamosci

(vo,y)e = (. 7Y)c (7,9 = (2,97)c
dla dowolnych v, x,y € Cliff (V, Q).
(iv) Udowodnij (pseudo)ortogonalnosé¢ bazy {e} U deT\,{eil.eiQ.---.eik}1$i1<i2<__i<iksN (dla
{ei};qox jak w punkcie (i)).
(v) Niechaj v = v1.v2...0;, bedzie elementem prostym (dla v; € V, i € 1,m). Wyprowadz
réwnosci
IVl =7y =77 = vl - [val -+ [vmll,
stuszne dla |z| = (z,z), = € Cliff (V, Q).

Zadanie domowe 4. Przyjmijmy zalozenia i zapis Zad.[3] Wybierzmy dowolnie porzadek na &
(czyli orientacje na V'), np.

(617627' <3 €ps Epil, .- '76p+q)
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dla
(Qe1),Q(e2), ..., Qep), Qeps1), -, Qleprg)) = (+1,+1,...,+1,-1,-1,...,-1),

p q

i niech
Wy ZepAea A Aelpg

bedzie odno$nym unormowanym elementem objetosci. Definiujemy operator (gwiazdke) Hodge’a

*Q € EndK(/\' V)
wzorem

T AxQy = (z,y), >wy, z,ye \°V.
Udowodnij tozsamosé
o =& (Ev(@)-v (wy)).
Oblicz wprost
*olk , *QWYV *Q€; .

Wyznacz

g € Endg (A"V).
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