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F1GURE 1. Plakatu do filmu pt. ,Ojciec chrzestny” z 1972 r. z Marlonem Brando
w roli gtéwnej.

W studiach nad struktura stycznosciowa wiazek wloknistych oraz w obiektéw tych zastosowa-
niach — poczawszy od badan ich topologii (topologia rozniczkowa, zagadnienia wariacyjne etc.), a
skoniczywszy na modelowaniu fizykalnym z ich wykorzystaniem (,dynamika” cie¢ opisywana przez
zasade wariacyjna dla wyréznionego funkcjonatu dziatania okreslonego na zbiorze cie¢, procedura
cechowania symetrii globalnych modelu fizykalnego, opis tta grawitacyjnego wzgl. elektromagne-
tycznego dynamiki punktu materialnego oraz tla tego fluktuacji etc.) — nierzadko pojawia sie
potrzeba nadania strukturalnego sensu geometrycznego operacji rézniczkowania cieé¢ wiazki, tj.
wskazania takiej definicji ich pochodnej, ktora okresli obiekt globalnie gtadki o prostych wlasnos-
ciach transformacyjnych wzgledem automorfizméw wigzki oraz, w obecnosci dodatkowej struktury
na wioknie (jak struktura liniowa lub struktura torsora grupy Liego, czy tez struktura modulu
wzgledem wiazki algebr ete.), w jakim$ naturalnym sensie uzgodniony z owa struktura. Jako ze
w obrazie lokalnej trywializacji 7 : 75 (O) =, OxF (nad elementem O topologii 7 (B) bazy
B wiazki (F,B,F,ng)) dowolne ciecie ¢ € T'(E) mozemy jednoznacznie wyreprezentowaé jako
odwzorowanie (lokalnie) gtadkie f: O — F, a to w odwotaniu do tozsamosci

T0¢rozi(ido,f) : O—>OXF,
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przeto oczywistym punktem wyjscia do rozwazan nad definicja takowej pochodnej jest funktorialny
obraz stycznosciowy odwzorowania f, tj.

Tf: TBlo — TF.

I rzeczywiscie, ta najprostsza definicja réiniczkowanizﬂ zachowuje sie w sposob pozadany tak
dhugo, jak dtugo lokalny model Ox F' wiazki poddajemy przeksztatceniom niezaleznym od punktu
w bazie, tj. jak dtugo przeksztalcamy wylacznie widkno typowe F globalnie nad O, a nadto (w
przypadku wiazki nietrywialnej) — jak dlugo nie zadajemy pytania o rozszerzalnosé tej definicji
na pelna dziedzine B 2 O okreslonosci globalnego ciecia ¢. Istotnie, w przypadku przeksztalcen
(gtadkich)

nzidoxh : OxF O : (z,m)+— (z,h(m))
reguta taricuchowa dla
"f=pryono(rod) : O—F : x> h(f(z))
daje nam
T."f = Tyyho Taf,

co jest wlasnie przyktadem owej ,prostej wlasnosci transformacyjnej” pochodnej ciecia. Zrodtem
problemoéw, przejawiajacych sie w odejsciu od powyzszego prostego schematu tranformacji stycz-
nosciowej, sa wszelkie przeksztalcenia wlokna F' nad bazg zalezne od punktu w tej ostatniej, tj.
generyczne odwzorowania

XE(id@er)O(prl,HOprl,pr2) : OxF—OxAu(F)xF—OxF

(x,m) — (a:,H(x),m) — (x,H(:c)(m))

zadawane przez odwzorowania H : O — Aut(F) c Diff (F') o wartodciach w grupie automor-
fizmow wlokna typowego (czyli dyfeomorfizmow zachowujacych ew. dodatkowa strukture na F,
jak np. strukture liniowa lub strukture G-przestrzeni). W ich przypadku mamy do czynienia z
odwzorowaniem

Bf=pryoxo(rog) : O—F : zr— H(x)(f(2)),
ktorego nie cechuje wczesniejsza ,prostota’
T:er # Tf(r)(H(x)) ° Tzf7

a to z racji nietrywialnej zaleznosci dyfeomorfizmu H(x) od punktu w bazie wiazki. Ta elemen-
tarna obserwacja przesadza o niemoznosci naturalnego zszycia zwyklych pochodnych odwzorowan
lokalnych we wlékno typowe indukowanych przez ciecia globalne wiazki na przecieciach dziedzin
ich okreslonosci (wiec tez — rekonstrukcji z nich obiektu globalnego, ktérego potrzebujemy w mo-
delowaniu fizycznym bioracym za punkt wyjscia rachunek tensorowy na (lub wyzsza geometrie
nad) przestrzenig wewnetrznych stopni swobody F', jak np. przy cechowaniu symetrii sztywnych
(G, ) teorii o polach ¢ € C*(B,F) = T'(B x F), kiedy to zastepujemy wyjsciowa wiazke kon-
figuracyjna teorii pola B x F' wiazka stowarzyszona Pg x) F'), gdzie napotykamy (w kontekscie
Tw. 1-2.2) nieodzowne przeksztalcenia (O, H) = (0O;;,g;;) implementujace utozsamienia modeli
(trywializacji) lokalnych, tudziez — o nienaturalnym prawie transformacyjnym dla tychze pochod-
nych wzgledem lokalnych prezentacji morfizmow wiazek (jak te rozpatrywane w Tw.1-2.3, 1-2.5 i
3.2 oraz (implicite) w Tw.5-6.1), gdzie scenariusz powyzszy realizuje si¢ wprost nad dziedzinami
O; lokalnych trywializacji E, a w roli odwzorowan H wystepuja lokalne prezentacje tychze mor-
fizméw, H = h;. Chwila zastanowienia pozwala zrozumieé, ze — na poziomie konceptualnym — nasz
kopot wynika z nieuchronnego pojawienia sie w stycznej do ciecia wiazki (wiec w obrazie styczno-
Sciowym wzgledem takiego ciecia dowolnego wektora stycznego do bazy) sktadowej spoza stycznej
do witokien (ktora to styczna transformuje si¢ w sposob naturalny i pozadany), przy jednoczesnym

1Aieby dostrzec w morfizmie wiazek wektorowych Tf definicje rézniczkowania, nalezy prekomponowaé go z
dowolnym polem wektorowym na O.
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braku kanonicznego mechanizmu rzutowania na teze styczna. Rzutowanie takie wymaga iden-
tyfikacji dopelnienia prostego stycznej, i to takiego, ktorego wlasnosci transformacyjne — przy
przej$ciu miedzy prezentacjami lokalnymi oraz wzgledem (wertykalnych) automorfizmow wiazki w
kazdej z tych prezentacji z osobna — zapewnialyby zachowywanie pozadanych wlasciwosci trans-
formacyjnych rzutu nie tylko w obrazie lokalnej trywializacji (co mozna osiagnaé bez trudu), lecz
takze w obrazie globalnym, w ktérym wszak lokalne prezentacje rzeczonych automorfizmoéw wiazki
sa ,splatane” przez odwzorowania przejscia wiazki wedlug schematu z Tw.1-2.3.

Azeby moc postapi¢ dalej w dyskusji i wyznaczy¢ nalezyty rozktad prosty stycznej nad przestrze-
nia totalng wigzki, musimy najpierw sformalizowaé¢ wylaniajace sie z rozwazan dotychczasowych
pojecie ,dystrybucji stycznej do wtokien wiazki” w wiazce stycznej do przestrzeni totalnej tejze, a
nastepnie poszukaé dystrybucji tej globalnego dopetnienia o oczekiwanych wlasnosciach. Punktem
wyjscia jest
Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 1-2.4 i niechaj (@, f) : (V1, B, K*" 7ry,) — (Va, Bo,
K*™2 my,) bedzie morfizmem wiazek wektorowych V4, A€ {1,2} stalego rzedu rk (P, f)=reN.
Wowczas jadro morfizmu (@, f)

Ker (@, f):= || Ker(q)fvlz)

reBq

niesie kanoniczng strukture podwiazki wektorowej jego dziedziny Vi, przy czym
rkKer (@, f) =n; —r.

Dowdd: Jest oczywistym, ze ograniczenie atlasu V; do podprzestrzeni topologicznej Ker (@, f)
indukuje na niej strukture (pod)rozmaitosci gtadkiej (wszak nad kazdym punktem bazy mamy
do czynienia z podprzestrzenia liniowa wlokna), przy czym nad dowolnym punktem bazy x € B
zachodzi — na mocy algebraicznego bilansu wymiaréw —

(ﬂ-Vl rKer(CI),f))_l ({.CL‘}) 2 KM
Pozostaje jedynie skonstruowaé gladkie trywializacje lokalne tak otrzymanej wiazki (wzajem izo-
morficznych) przestrzeni wektorowych. Zwazywszy lokalny charakter zagadnienia, ograniczymy
sie do (dostatecznie matych) otoczen otwartych: O; (ustalonego dowolnie) punktu x; € By oraz
O35 f(Oy) punktu f(x1), na ktérych okreslone sa dyfeomorfizmy (klasy C)

To, t T (04) = 04 x K™ Ae{1,2}.
W obrazie tychze morfizm (P, f) przybiera postac
Dg1 =70,0P 075!+ O1 x K™ — O, x K2+ (2,0) — (f(2), Lo (z)(v))
dla pewnego gtadkiego odwzorowania
Ly : O — K(ng) : x+— Lg(x)
o rzedzie
tk Lo (z) =7.
Dokonajmy rozktadu
K™ =Ker Ly (1) ® Ay, K*"? = Image Lo (x1) ® Ao,
okreslonego dla pewnych przestrzeni dopeliajacych A4 c K*™4 o wymiarach
dimg Ay =ny - dimg Ker Lg (21) = dimg Image Le (1) = ne — dimg A, .
Wobec oczywistej relacji
A; 2 Image Lo (z1)zx
mozemy nastepnie skonstruowaé indeksowang przez O; 5> x rodzine odwzorowan K-liniowych

K@(l‘) . K™Me Ay = Ker L@(.Z‘l) ® AL ® Ay — Ker L@(.Tl) ® Image L@(Il) ® Ay

= Ker Lo (1) @ K*"?
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(ka51752) — (kvolmageLq,(a;l)v(SQ) +o (07L<I>({E))(k,51),

o jawnie odwracalnym elemencie

Ko (1) = idker Ly (21) ® Lo (21) A, ®ida, -

Jako ze odwzorowania odwracalne tworza podzbior otwarty w Homg (K*™* @ Ay, Ker Lo (x1) @
K*"2) (a mianowicie: dopelnienie przeciwobrazu zbioru domknigtego {Ox } wzgledem odwzorowa-

nia det(,, +dimg A,) bedacego superpozycja odwzorowan ciagtych, wigc tez ciagtego), przeto /N\q,(xl)

nalezy do tego podzbioru wraz z pewnym swoim otoczeniem otwartym U, ktérego przeciwobraz
wzgledem (ciaglego) odwzorowania Ag jest otoczeniem otwartym Vi = Az'(U) > 21 o whasnosci

V1 ¢ O;. Oto wiec obok gladkiego odwzorowania
Ap =Koty © Vi — Tsog (K™ & Ag, Ker Lo (1) @ K*2),
mamy tez gtadkie odwzorowanie
Voe=InvoAs : : Vi — ISOK(KGI Lo(z1) @ K2 K @ Ag) ,
(punktowo) odwrotne do Ag w kazdym x € V. Rozwazmy dowolny wektor
(k,61) e Ker Lo (x1) @ Ay = K™
Ustaliwszy x € Vi, stwierdzamy, ze

(k,él) € KerLé(x) <~ Aq>(a:)(k,51,0A2) = (k,0A1,0A2)

= (k,01,04,) = Vo (2)(k,0a,,04,) .

Wrziawszy pod uwage wlozenia kanoniczne:

JKer Lo (z1) © Ker Lg(z1) » Ker Ly (z1) & K™
oraz

gm0 KT s K™ @ Ay,

mozemy zatem zapisaé

grxm (Ker Lo (2)) € Vo (@) (Image jker 4 (1)) -
ale tez

dimg gxn (Ker Lo (x)) = dimg Ker Lg (2) = ny — dimg Image Lg ()

ny —dimg Image Lg (21) = dimg Ker Lg (1) = dimg Image jker 1.4 (1)

dimg Vo () (Image Jker Lo (21) ) »

przy czym ostatnia rownos$¢ wynika z odwracalnosci Vg (x). Widzimy wiec, ze
JRxm (Ker Lq>(x)) = Vq>(x)(lmauge]Ker L@(zl)) ,

i na tej podstawie konstatujemy, ze odwzorowanie

T\;II : Vl x Ker L(I,(Z‘]_) — Ker (q)217 fr(91 ) rV

1

(Iv k) = (I, pr1,2 o ch(il?)(k', OImage Ly (z1)s OAQ))
jest gtadka odwrotnoscia trywializacji lokalnej (takze gladkiej)
v,  Ker(®a, flo,)ly, — Vi xKer Lo (z1)

(z,v) — (x,prl o A¢($)(U,OA2)).

Tym sposobem ustanawiamy referencyjna przestrzen wektorowa Ker Lg(2z1) w roli widkna ty-

powego, co jest wynikiem pozadanym.
4
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Antycypowanej formalizacji dostarcza przeto

Corollarium 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis, w tym ten ze Stw. i niechaj (F,B, F,7g)
bedzie wiazka witoknista. Jadro epimorfizmu wiazek wektorowych

(Trg,7g) : TE—TB
jest podwiazka wektorowa
(VE =Ker (Trg,ng), B, KM 77)

wiazki stycznej TE. Okreslamy ja mianem (pod)wiazki pionowej (lub wertykalnej) nad F.
Jej wiékno V,E = (VE), nad p € E, zwane (pod)przestrzenia pionowa (lub wertykalng),
rozpinaja wektory pionowe (lub wertykalne), styczne do widkien wiazki E.

Dowdd: Wystarczy zauwazyé, ze odwzorowanie styczne Tngp do submersji mg jest — wprost z
definicji — surjektywne, ma zatem staly rzad (maksymalny)

rk (TWE,WE) =dimB.

Jak wynika z dyskusji wprowadzajacej, rozwiazanie wskazanego w niej problemu umozliwia lub
w kazdym razie przybliza jakas globalna (tj. niezalezna od wyboru lokalnych trywializacji) definicja
rzutu (zwyklej pochodnej) na podwiazke pionowa, czyli — innymi stowy — rozkladu wiazki sty-
cznej TE na whitneyowska sume prosta tejze podwiazki pionowej i jakiegos jej dopelnienia (ktore
nie jest kanonicznie wpisane w definicje wiazki E), oczywiscie z zachowaniem aksjomatycznych
wlasciwosci rozniczkowania, ktére dostarczy nam rézniczkowania rozumianego jako strukturalne
przyporzadkowanie

(1) V:T(E)>¢—Veel(T"Beopp¢*VE),
o przeciwdziedzinie opisanej przez diagram przemienny

™B— Y s VEC M TR

TTB
TTE

B——F

Poszukiwanie takiego wlasnie rozwiagzania bedzie przedmiotem dalszych naszych roztrzasan, ktore
— jak to nierzadko bywa w umotywowanych fizykalnie poszukiwaniach matematycznych — do-
prowadza nas w obszary bliskie modelowaniu zjawisk na pierwszy rzut oka niepowiazanych z
postawionym sobie przez nas celem pragmatycznynﬂ7 jakim jest konstrukcja naturalnej operacji
rézniczkowania cie¢ wigzki wloknistej.

Chcac przydaé¢ naszej dotychczasowej dyskusji pozadanej cechy konkretnosci i tym sposobem
przyblizy¢ sie do rozwiazania formalnego postawionego powyzej problemu (lub raczej: ustalié
konkretny, choé¢ ,brzydki”, bo zalezny od wyboru lokalnych trywializacji, punkt odniesienia i dojscia
przysztych dociekan ,eleganckich”, wiec uwolnionych od ,brzydoty” opisu lokalnego), przyjrzymy
si¢ blizej obstrukcji wobec postulowanej przez nas ,prostoty” w wyrazeniu T, f. Zalozymy przy
tym dla ulatwienia (a bez straty dla dalszych rozwazan szczegolowych), ze odwzorowanie H :
O — Aut(F) przyjmuje wartosci w pewnej skoriczenie wymiarowej grupie Liego G ¢ Aut(F),
co da nam do reki narzedzia i metody rachunku cartanowskiego wprowadzonego na wyktadach

2Insynuacja dotyczy konstrukcji matematycznego modelu tzw. pél cechowania (fotonu, gluonéw, bozonéw W# i
Z...), zaposredniczajacych” wszystkie bez wyjatku oddzialywania fundamentalne w Modelu Standardowym tychze
oddzialywan oraz ich naturalnych (i obserwowanych w do$wiadczeniu) sprzezen z polami materii.
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z Teorii Grup II (patrz: Wyklady II, III i IV pt. “Lie to me, Cartan!” wygloszone przez Au-
tora na Wydziale Fizyki UW w roku akademickim 2022/23, do ktorych w dalszej czesci dyskusji
bedziemy sie odwolywac jako do ,Niezbednika cartanowskiego”, przy uzyciu etykiety Niezb.cart).
Ich nieodzownym uzupelnieniem w obecnym kontekscie jest

Definicja 1. Niechaj G bedzie grupa Liego w rozumieniu Def.3.2 i niech (M,\) bedzie G-
rozmaitoscia gladka lewostronng w rozumieniu Def. 3.3. Fundamentalne pole wektorowe dla
A to przyporzadkowanie

KX 2 T.G—T(TM) : X — Ty A=X, 01 () =KX ().
Bez trudu dowodzimy wysoce strukturalnego charakteru powyzszego przyporzadkowania:

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy oznaczenia Def.[[] Fundamentalne pole wektorowe K jest G-ekwi-
wariantnym homomorfizmem algebr Liego

K™ e Homg (Lie G, (T(TM), [,-]rcran))

przy czym [-,-]r(t M) jest tutaj komutatorem pol wektorowych, a dzialania G na dziedzinie i
przeciwdziedzinie X brane pod uwage to, odpowiednio, stycznosciowe dzialanie dotaczone

T.Ad : G — Autpiealg, (LieG)
i kanoniczne stycznosciowe podniesienie A (pchniecie), dane w postaci
Tod G — Autriealg, (T(TM), [ Ircran)
g (D(TM) 2V — Ty (hAgo V(A1 () = A V() e T(TM)).
Dowdd: Punktem wyjscia do dowodu tezy Stwierdzenia jest jawne przedstawienie wartosci pola

KM w dowolnym punkcie m € M jego dziedziny jako klasy wspolstycznosci przechodzacych
przezen Sciezek:

ng;\)(m) = % rtzo)\(expG(—t > X),m) ,

w ktorym odwotujemy sie do Def. Niezb.cart.5. Uwzgledniwszy naturalno$é odwzorowania ekspo-
nencjalnego (patrz: Stw. Niezb.cart.11), ktora w interesujacym nas przypadku implikuje tozsamosé

Adg o exp® = exp¥ o T.Ad,,
obliczamy na tej podstawie

K, 0 (Ao (m)) = § Lo (exp® (=t > TeAd (X)), A (m))

= 4o Mexp(TeAdy(~t > X)), Ag(m)) = § tooM(Adg (exp® (—t > X)), Ay (m))
= G heoA(Ady(exp® (=t > X)) -g,m) = G 1-oA(g - exp® (=t > X),m)

& hicodg 0 A(exp®(—t > X),m) = TrnAg (G5 Mo M(exp® (—t > X),m))

= Tm)\g(lc(k)(m)) ,
wykorzystujac po drodze oczywista tozsamosé
(2) Ao (lg xidpr) =Ago A,

zapisang dla dzialania lewego regularnego ¢: G xG — G : (g,h) —> g-h = £y4(h) grupy G
na sobie z dowodu Stw. Niezb.cart.l. Wynik dowodzi G-ekwiwariantnos$ci fundamentalnego pola
wektorowego K. Jego homomorficznosé jest prosta konsekwencja elementarnych wlasnosci ko-
mutatora p6l wektorowych. Istotnie, mamy
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Lemat 1. Przyjmijmy zapis Def. Pole wektorowe Ry = (Rx,07)) narozmaitosci produktowej
G x M indukowane kanonicznie przez pole prawo-niezmiennicze Rx € Xg(G) na G przyporzad-
kowane wektorowi X € g wedlug schematu ze Stw.Niezb.cart.4 jest w A-relacji (wedle Uwagi

Niezb.cart.3) z fundamentalnym polem wektorowym —ng?).

Dowéd Lematulll: Przywolawszy tozsamosé
Ao (pg xidpr) = Ao (idg x Ag),

zapisang dla dzialania prawego regularnego p:Gx G — G: (h,g9) — h-g=p4(h) grupy G na
sobie z dowodu Stw. Niezb.cart.1, obliczamy bez trudu

T(g,m))\(ﬁX (gv m)) = T(g,m)>‘ © (Te@g X idTmM)(Xa OTmM) = T(e,m)()‘ © (pg X ldM))(Xa OTmM)

Te.my (Ao (ida x Ag) ) (X, 07,,00) = Tien, (m Ao Teamy (ida x Ag) (X, 07, 00)

Ten, mpA(dT,c(X), TmAg(01,,01)) = Ten, (mn A(X, OTAg(m)M) = —Kﬁﬁ)(k(g,m)) :

O

W $wietle Lematu 1. mozemy odwotaé¢ sie do Twierdzenia o Polach Wektorowych w Relacji,
wystowionego w Uwadze Niezb.cart.3 w postaci Rown. (Niezb.cart.5), w bezposrednim rachunku

(K, KV e (m) = [0, =KV Trn (Me.m) ) = Tigo M Ex, By Ineraxan) (e.:m))

= T(g,m))‘(([RX7RY]I‘(TG)>OTM)(eam))7
ktory po uwzglednieniu Stw. Niezb.cart.12 daje nam oczekiwany wynik
A A s A
[’Cﬁg), /C(y )]F(M)(m) = T(g,m))\((_R[X,Y]g ) OTM)(evm)) = _T(g,m)A(R[X,Y]g (evm)) = ’CEX),Y]H (m).
O

Wyposazeni w powyzsze struktury i przy wypowiedzianym wczesniej zalozeniu H : O — G
uzupelionym o definicje dziatania X : G x F' — F, pozwalajaca zapisa¢ H(x)(m) = Ag(z)(m),
liczymy wprost (w zapisie Def. Niezb.cart.4, dla dowolnego v € T, B,

T (0) = T M) © Taf (0) + T(ar ). 1@ M T H (), 07,0, F)
a dalej — wobec tozsamosci

T,H(v) = h*o La(H(x)) =00 (H(2))(ToH () > La(H(z))
0f (H(x)) o ToH(v) > La(H(x)) = H*0f () (v) » La(H()),

wynikajace]j z bazowosci ukladu {La(H(2))} s qmmg W TH()G 11 raz jeszcze w odwolaniu do
tozsamosci , a z uwzglednieniem Stw. oraz Stw. Niezb.cart.12 i Niezb.cart.13 —

T."f T @) Ay © Tof + H*07 (1) ©& T(12), p@n M La(H(2)), 01, ,, 1)

*nA
= Trw A o Tof + HOD(2) © Tir) penMTel(a) (ta), 01,0, )
= Tr@ (@) o Taf + H07(2) 8 T(e.p(a)) (Ao (Chi(ay ¥ idr))(ta, 07, )
= T Au@) o Taf + HOL (@) 8 Tp) M) © Te.panA(ta, 01,0, F)

Tr@ M) © Tef = H 0 () @k T paydin oy (K5 (£(2)))

= T o Tof ~ H'0 (2) ©k (TeAdu(w) o (KO (U (2)))

* A
= Tia (@) © Tof - H 03 () @;R ’CgA)(Hf(I))
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(3) = TrwAue) © Tof ~ KNV (Ff(2)) 0 H*Or(x).
Widzimy zatem jasno, ze wzmiankowana wczesniej operacja rzutowania jest calkiem konkretnie
okres$lona w obrazie trywializacji lokalnej: sprowadza sie ona do zastapienia

Txf“’Tacf+a(’)(x7f(x))

przy uzyciu pewnej 1-formy wektorowe;j

(4) Ozo(‘, f()) € T*B RRr Tf()F C T*B RRr T(,f())(O X F)
o afinicznych wlasnosciach transformacyjnych:
(5) X ao(z, f(2)) = Tpy M) © ao(x, f(2)) + KN (Pf(2)) o H*0R (x) .

Wyjsciowy problem sprowadza si¢ zatem do identyfikacji naturalnej struktury geometrycznej (glo-
balnej), z ktorej po wyborze trywializacji lokalnych odczytamy powyzsze relacje, ewentualnie
uzupelnione o wiezy zgodnosci z dodatkows struktura. W niniejszym wyktadzie i wyktadach
pozniejszych zapoznamy sie z kilkoma propozycjami rozwiazan (patrz takze: Zalacznik), biora-
cymi za punkt wyjscia rozne intuicje algebraiczne. Glebokie relacje pomiedzy tymi na pierwszy
rzut oka dosé luzno ze soba powiazanymi propozycjami, ktérych dowiedziemy w toku dalszych
rozwazain, stanowi¢ beda mocny argument potwierdzajacy a posterior: stusznosé i naturalnosé
wybranej przez nas Sciezki rozumowania.

Pojeciowo najczystszego i dzieki temu najbardziej eleganckiego rozwiazania postawionego przez
nas problemu dostarcza

Definicja 2. Powigzanie Ehresmanna na wigzce wioknistej (E,B,F,7g) to wybor takiej
podwiazki wektorowej HE ¢ TE wiazki stycznej do przestrzeni totalnej E, ktora dopelnia wiazke
pionowa VE do wigzki stycznej TE wedle formuty

TE:VEGBRB HE,

zapisane] w duchu (i notacji) Def.1-2.5. Podwiazka HE nosi miano (pod)wiazki poziomej
(lub horyzontalnej) nad E. Jej wtokno H,E = (HE), nad p € E, zwane (pod)przestrzenia
pozioma (lub horyzontalna), rozpinaja wektory poziome (lub horyzontalne).

Na gruncie interpretacji sumy Whitneya jako geometryzacji sumy prostej przestrzeni wek-
torowych, a w odwotaniu do réwnowaznosci opisu tejze konstrukcji przy uzyciu zupelnej rodziny
rzutéw komplementarnych, wnioskujemy, ze opis powiazania na wiazce wioknistej w terminach
rozktadu wiagzki stycznej do przestrzeni totalnej tejze wiazki na sume (Whitneya) podwiazek: pio-
nowej i poziomej niesie w sobie podpowiedz dotyczaca kolejnego naturalnego przeformutowania
definicji powiazania. Oto wiec

Definicja 3. Forma powiazania na wiazce wloknistej (E, B, F,7g) to (wertykalny) morfizm
wiazek wektorowych

(A)idg) : TE— VE
o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny

VE — . TE

idve
VE
na ktérym jve jest wlozeniem kanonicznym.
Bez trudu stwierdzamy réwnowaznosé obu definicji.

Twierdzenie 2. Forma powiazania na wiazce wtoknistej okresla na niej w sposoéb kanoniczny
powiazanie Ehresmanna, i vice versa.

8
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Dowdd: 7 dowolnym morfizmem wiazek wektorowych A : TE — VE o wlasnosci Alyg =idvg,
wiec o rzedzie maksymalnym, mozemy — w $wietle Tw.[I] - stowarzyszy¢ podwiazke

HE :=Ker(A,idg) c TE.
Przy tym dla dowolnego v e H,EnV,E, pe E otrzymujemy wynik
v=idve(v) =A(v) = 01,8,
zatem
HENVE = {01g(E)}.
Mamy tez prosty bilans wymiaréow (podparty lustracja stycznej do lokalnego modelu E):
dimg H,E = dimg Ker(A,idg) !t g = dimg dom(A,idg) I+, g — dimg Im(A,idg) I, g

= dimR TpE - dimR Vp y

ktory przesadza o istnieniu pozadanego rozkladu prostego.

I odwrotnie, istnienie rozkladu wiazki stycznej TE na podwiazki: pionowa i pozioma dopuszcza
w obrazie lokalnej trywializacji opis w terminach gtadko indeksowanej przez baze (dziedzine try-
wializacji) rodziny operatorow rzutowych na styczna do wlokna (czyli lokalny model podwiazki
pionowej), a poniewaz te lokalne rodziny pochodza od globalnie gtadkiego rozktadu stycznej, przeto
zstepuja (,sklejaja sie”) do globalnie gtadko indeksowanej przez B rodziny operatoréw rzutowych na
modelu E zrekonstruowanym z trywializacji lokalnych wedtug uniwersalnego schematu opisanego
w Tw.1-2.2. Prostej egzemplifikacji mechanizmu zstapienia dostarcza notatka pt. ,,0d tensora
Faradaya do wiazki Diraca — poprzez doswiadczenie Aharonova—Bohma” zataczona do niniejszych
notatek wykltadowych. O

Zwiericzeniem naszych rozwazan jest dopelnienie definicji kategorii wiazek wtoknistych z powia-
zaniem poprzez specjalizacje pojecia morfizmu wigzek wloknistych w obecnosci powigzania, ktorej
dokonujemy ponizej.

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def.[2oraz[3]i niechaj (Eq, Ba, Fa, 75, ), a € {1,2} beda wiazkami
wioknistymi. Ilekro¢ na obu wigzkach okreslone jest powiazanie Ehresmanna, mianem morfizmu
wiazek wloknistych z powigzaniem Ehresmanna (lub zachowujacego powiazanie Ehres-
manna) (nad dyfeomorfizmem baz) okreslamy morfizm wigzek wtoknistych (@, f) spelniajacy
warunek:

(FCM1) para odwzorowan stycznych: (T®, Tf) ogranicza sie do podwiazek poziomych HE,, « ¢
{1,2} i zadaje tym sposobem morfizmm wiazek wektorowych opisany przez diagram prze-

mienny
T®yp,
Fy HE,
(6) T7TE1 hﬂ_«j1 T7TE2 fHEl .
TB; 7 TBs

Wreszcie tez w obecnosci formy powiazania na obu wiazkach méwimy o morfizmie wiazek
wloknistych z forma powiazania (lub zachowujacym forme powiazania) (nad dyfeo-
morfizmem baz), jesli (P, f) spelnia warunek:

(FCM2) odwzorowanie styczne T® zachowuje forme powiazania w rozumieniu rownosci

T®0A1:A20T¢.
9
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Uwaga 1. Nalezy zauwazy¢, w odniesieniu do punktu (FCM1), ze para (T®, Tf) zawsze jest mor-
fizmem wiazek wektorowych z racji funktorialnosci T i dopiero postulat zachowywania podwiazek
poziomych stanowi nietrywialny warunek dodatkowo ograniczajacy morfizm wigzek (@, f) oraz
dodatkowa strukture stycznosciowa obecng na wiazkach bedacych w relacji przezen okreslone;j.

Twierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def.[i] Warunki (FCM1) i (FCM2) sa réwnowazne.

Dowdd: Zaldzmy, ze jest spelniony warunek (FCM2). Skoro HE,, = Ker A,,, « € {1,2}, to wystarczy
wykazaé, ze

TP (KerA;) c KerAs,
to jednak wynika wprost z ciggu relacji
Ax(Te@(KerAy)) = T®(A;(KerAy)) = T®(07p, (E1)) = 075, (E>) .

Niechaj teraz bedzie spetniony warunek (FCM1). Wobec istnienia rozkladow TE, = VE, &g B,
HE,, a€{1,2} mozemy sprawdzi¢ pozadany warunek (FCM2) na kazdej z podwiazek dziedziny z
osobna. Dla podwiazki poziomej z racji zawierania T®(HE}) c HEs Mg (g, = Ker Aglg(p,) dosta-
jemy wprost

(A2 0 T®)(HE)) c Ay(HE2 Mo (s,)) = O1r, (®(E1)),
czyli
(A2 0 T®)(HE)) = 01, (®(E1)) = T®(075, (E1)) = (T® o Ay )(HEL).
W przypadku podwiazki pionowej VE; = KerTng, zauwazamy
(T7g, o T®)(VEL) T(rg, o ®)(VEL) =T(fomg, )(VEL) =Tf(Tre, (VEL)) = Tf(015,(B1))

O75,(f(B1)),

czyli
T(D(VEl) c VE2 rq>(E1) 5
a poniewaz A, lvg, =idvg,, o€ {1,2}, przeto

(A2 0 T®)(VE)) =idvg, (T®(VE))) = TR(VE;) = T®(idve, (VE1)) = (T® o A1) (VEL).

Na gruncie powyzszych rozwazan mozemy wypowiedzieé

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def.i niechaj (®,idg) € Aut(E) bedzie wertykalnym automor-
fizmem wiazki E. Transformata formy powigzania A na E wzgledem ® to forma powiazania
A?® na wigzce ®(F) = E okreglona warunkiem

A?oTD:=TPoA,
czyli dana wzorem
A? =TPoAoTO ™.

Dotychczasowa dyskusja przygotowala nas do rozwiazania wyjsciowego zagadnienia, czyli kon-
strukcji rézniczkowania na I'(E) o pozadanej wlasnosci wspotzmienniczosci wzgledem auto-
morfizmoéow (wertykalnych) wiazki E. Mamy wiec
Definicja 6. Niechaj (E, B, F,7g) bedzie wiazka wloknista i niech (A,idg) bedzie forma po-

wiazania na E jak w Def. Pochodna kowariantna na I'(E) (stowarzyszona z A) to od-
wzorowanie

VA T(E)s>¢+—AoTe(:) =V eI (T"Bopr ¢'VE)
O tym, ze zaproponowane powyzej rozniczkowanie jest w istocie tym, ktorego poszukiwalismy,

przesadza
10
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Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. i |§| i niechaj (®,idg) € Aut(E) bedzie wertykalnym
automorfizmem wigzki E. Dla dowolnego ciecia ¢ € T'(E), o transformacie wzgledem & danej
wzorem

¢¢ ::QOQSGF(E)a
zachodzi tozsamosé
VAT G = Th o VA9,

dokumentujaca Autpyn(p)/s(F)-kowariantng nature rozniczkowania vA.
Dowdd: Wynika trywialnie wprost z definicji. (]

Nasza dyskusje domyka definicja, ktorej sens fizykalny odstaniaja dopiero rozwazania nad swoista
dynamika pol rzutowych A nad czasoprzestrzenia B, czyli teoria pdl cechowania (z jez. ang.
gauge-field theory). Ta stanowi jeden z tematow cyklu wyktadow pt. “Duality, descent and defects:
The higher geometry and category theory of charged dynamics” Autora niniejszych notatek. Na
obecnym etapie jako usprawiedliwienie jej obecnodci musi nam wystarczy¢ intrygujace studium
przypadku w zalgczniku pt.,Od tensora Faradaya do wiazki Diraca — poprzez do$wiadczenie
Aharonova-Bohma” oraz orzezwiajaca konfluencja elementarnych epistemologicznych Imperaty-
wow: Prostoty /Piekna oraz Zupelnosci Strukturalnej w jej skromnej objetosci.

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Def.[2] oraz [3] Krzywizna powigzania A na wiazce E to ilo-
$ciowa miara obstrukcji dla inwolutywnosci dystrybucji poziomeﬁ HE = KerA, dana wzorem

R[A]:=Ao [, Ircre) o ((idre - A) A (idre -A)) : N'TE — VE.

W wyktadach przysztych podejmiemy trud uzgodnienia wprowadzonych tu konstrukcji ogélnych
z dodatkows struktura na widknie typowym, z zachowaniem fundamentalnego wyniku z Tw.[4}

DODATEK A. POWIAZANIE WLOKIEN

Wychodzac od definicji podwiazki stycznej do wldkien, mozemy podejsé do zagadnienia réznicz-
kowania cie¢ wigzki wi6knistej w sposéb bardziej bezposredni. Doprowadzi nas to do rézniczkowa-
nia tego definicji, ktora — jak wyjawi sie na koiicu naszego rozumowania — jest intymnie zwiazana z
elegenackim podejéciem zaprezentowanym — za Ehresmannem i Cartanem — w tekscie zasadniczym.
Nasze rozwazania zaczynamy od

Definicja 8. Niechaj (E, B, F,7g) bedzie wiazka wtoknista. Rozwazmy gladka $ciezke
v : [0,1] — B.

Przeniesienie réwnolegte (klasy C*°) w E wzdluz « to rodzina dyfeomorfizmow (gtadkich
odwzorowan odwracalnych o gladkich odwrotnosciach)

P’Y

ti,t2

: E’Y(tl

) - E’Y(tz) y lita € [0’ 1]
o wlasnosciach

(PT1) odwzorowanie
P’): : [07 1]X2 yopry Xmp E—FE: ((tl’tZ)v‘r) — P;fyl,tz (x)
jest klasy C*°;

(PT2) Pz1,t1 = idEw(tl);
(PT3) vt17t27t3€[0»1 : P;Yz,tg ° chtz = P;,Yhtg;

3W gwietle klasycznego Twierdzenia Frobeniusa nieznikajaca obstrukcja takowa przesadza o nieistnieniu foliacji
przestrzeni totalnej E wiazki przez podrozmaitosci calkowe dystrybucji poziomej.

11
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(PT4) dla dowolnego ciecia o : O, — E okreslonego na pewnym otoczeniu otwartym O,
punktu x € B jego pochodna kowariantna w x wzdluz dowolnego pola wektorowego
V€ X(0,), zdefiniowana wzorem

-1
Vvo(x) = G h-o(Pg,)  eoon(t),

nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy wspolstycznosci $ciezek przez x okreslonej przez
warunki

10)=z A A(0)=V(z),
a odwzorowanie
Vo : TO, — c*VEco*TE
jest C* (O, R)-liniowe.
Ilekro¢ dany jest wybor przeniesienia réwnolegtego dla dowolnej Sciezki v na pewnym otoczeniu

dowolnego punktu x € B, moéwimy, ze zostalo okreslone powigzanie wlokien (klasy C*) w
wiazce E.

Elementarna konsekwencje istnienia przeniesienia réwnoleglego wskazuje

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.[§] Jesli dla dowolnej sciezki w B istnieje przeniesienie
rownolegle, to wowczas dla dowolnego punktu p € F we witoknie E, nad dowolnym punktem
xr € B istnieje jednoznacznie okreslona monomorfizm

(7) Hor, : T,B» T,E

o wlasnosci

(8) Hor, (4(0)) = § 1-0PJ . (p)

dla dowolnej sciezki v spelniajacej warunek ~(0) = x, ktora implikuje tozsamosé
(9) Tpﬂ'E o HOI‘p = idT,rE(p)B .

Ponadto przestrzen styczna T,E ma rozklad
T,E =V, E & ImageHor, .

Odwzorowanie Hor, okreslamy mianem podniesienia poziomego (lub horyzontalnego) wek-
toréw z bazy do wlokna.

Dowdd: Zacznijmy od podkreslenia, ze formula okresla Hor, jednoznacznie, a to z uwagi
na dowolno$¢ wektora stycznego do Sciezki w danym punkcie bazy. Wystarczy zatem sprawdzié
pozadane wlasnosci wyrazenia z prawej strony tej rownosci. To rzeklszy, zauwazmy dalej, ze rodzi-
na dyfeomorfizmow Pgl’h, t1,t2 € [0,1] dla Sciezki o nigdzie nie znikajacym wektorze stycznym +
okresla (lokalnie) gtadkie pole wektorowe Y nad ~([0,1]) o potoku (albo, réwnowaznie, lokalnej
grupie lokalnych dyfeomorfizmow)

®y o [0,1]x 7 (([0,1])) — 75 (v([0,1]))

(t,p) — P"IflowE(p),t(p) = (I)y(t,p) ,
przy czym zachodzi, rzecz jasna, tozsamosé
Oy(y " omr(p),p) =P,
a samo pole ) spelnia réwnanie
d
y(p) T rt:’yfloﬂ'E(p) q)y(t,p) :
Rozwazmy nastepnie dowolne ciecie lokalne
c:0,—F, mpoo=ido,
o wlasnosci

goy(0)=o(x)=p.
12
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Jego pochodng kowariantna w = wzdluz pola stycznego do -,
-1
Vio(2) = G leo PO (0 07(1)
obliczamy przy pomocy nastepujacego zabiegu (rozniczkujac potok wzgledem drugiego argumentu,

nalezy pamietaé, ze przy pierwszym argumencie zamrozonym na wartosci ¢ = 0, rézniczkujemy w
istocie odwzorowanie identyczno$ciowe na przestrzeni warunkéw poczatkowych):

TIU("}/(O)) = % Fe=0 Pg,t(Pg;l(U ° 'Y(t))) = % ) (I)y(t, Pg,;l(a o 'y(t)))
D1®y(0,P3 5" (0 07(0))) + Da®y(0,P3 5 (00 7(0))) (V4o (x))
y(Pg,Bl(C’ © 7(0))) + Tpgygl(aoy(o))idE(V;yU(I))

y(a(m)) + idTo(m)E(VﬁU(x)) =Y(p) + V#J(x) )
ktoéry pozwala nam ostatecznie zapisaé

Y(p) = Tea(9(0)) - Vs0(x),

a zatem takze
Hor,,(4(0)) = § =0 PG, (p) = G M=o @y (t,0) = V(p) = T2 ((0)) = Vs0(x)
czyli
(10) V40(a) = Too(5(0)) - Hory(7(0))
Widzimy wiec, ze wprost na mocy definicji pochodnej kowariantnej (oraz odwzorowania stycznego)

odwzorowanie Hor, jest R-liniowe, przy czym zalezy od wyboru $ciezki wylacznie poprzez +(0)
(oraz v(0) = z). Jest ono takze injektywne, gdyz z jednej strony

Vio(x) eV, E,
a z drugiej
To(3(0) eVyB = §(0) = Toymp 0 Too((0)) = 01,5,
przeto koniec koncow

Too(H(0) -~ Vio(2) eV,E = T,0(3(0)) eV, E

= 7(0) =01, 5,
czyli
Image Hor, NV, E = {071,p} .

Powyzsze implikuje ciag relacji miedzy przestrzeniami R-liniowymi (mamy tu do czynienia z
wewnetrzng suma prosta)

Image Hory, ® V, ' = Image Hory, +1, gV, Ec T, F,

a poniewaz — z racji injektywnosci Hor,, ktéra czyni z niego izomorfizm na obraz — prawdziwa
jest réwnosé

dimp (Image Hor, ® VpE) = dimg Image Hor,, + dimg V, &' = dimg T, B + dim F'

dim B +dim F' =dim F' = dimg T, F,
przeto w istocie
ImageHor, ®V,E =T, E.

Tozsamosé @D wynika bezposrednio z wyprowadzonego powyzej wyrazenia na Horp(ﬁ(O)). (]

Relacje pomiedzy powyzsza struktura a konstrukcja Ehresmanna okresla

Twierdzenie 5. Powiazanie Ehresmanna na wiazce wtoknistej okresla na niej powigzanie widkien.
13
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Dowdd: Istnienie powiazania Ehresmanna na wiazce E wymiaru D = dim F nad baza B wymiaru
d = dim B pozwala nam wybra¢ na pewnym otoczeniu U, dowolnego punktu p € F wspolrzedne

lokalne {y*}*<L:D stowarzyszone z lokalna baza {5?7}”5@ (przestrzeni cie¢) wiazki stycznej TE
uzgodniong z rozkladem TE =VE @r g HE poprzez warunek

Ve, : VeE=KerTymp= @ (a%(q))R
aed+1,D

Niechaj {x“}‘“r’d beda lokalnymi wspoélrzednymi na pewnym otoczeniu O, o> 7g(U,) punktu
x = wr(p) stowarzyszonymi z lokalng baza {%}aeﬁ (przestrzeni cie¢) wiazki stycznej TB.

Powyzsza adaptacja bazy TEl, (i wynikajaca z niej interpretacja wspotrzednych {yeyoed+,D
jako wspolrzednych we wloknach 7g) pozwala zapisaé¢ (lokalng prezentacje wspolrzedniowa od-

wzorowania stycznego do rzutu na baze)

Tore( () =1(a), = (76(a)),
przy czym submersywno$é mg implikuje staly (maksymalny) rzad rkII(q) = d macierzy funkcji
(lokalnie) gladkich II(q) = (I1(q)*,)*“=% | ktora przybiera postaé

H’1e1,D’
el,d
M(¢)=( 1(e) | Oaxp-a ), (q) = (11(0)")) 1
W analogiczny sposéb mozemy przedstawié rzut kanoniczny
H,E

q .
P V,E T,E — V,E
na podprzestrzen wertykalnq Wzdluz przestrzeni horyzontalnej,

V(2 (@) = T(9)% 2= (a),

w terminach macierzy funkcji (lokalnie) gtadkich T(q) = (T(q), )a:fg P ktora przybiera postac

T(@)=( X@) | 1p-axp-a ), (o) = (T(@)%) s
Niech teraz v : [0,1] — 7wg(U,) bedzie iciezka przez (t.) = z, t. € [0,1], o reprezentacji
wspolrzedniowe] x® oy =%, a € 1,d. Pokazemy, ze istnieje jednoznaczne lokalne podniesienie
poziome (lub horyzontalne) tejze $ciezki przechodzace przez punkt p € E,, tj. lokalna $ciezka
Fp t Jte —€pyta +Ep[— Up, €p > 0 przez F,(t.) = p (o reprezentacji wspoélrzedniowej y* oF, =
A, e l, D) spelniajaca warunki

Vielt—ep tate,[ ( g o Fp(t) = (1) A D7 (t) € H%(t)E )
W tym celu przepiszemy drugi z powyzszych warunkow (ktoéry implikuje pierwszy) w postaci
wspotrzedniowej:

o
M(F,1)", G0 =Dy()*,  AeTD,
w ktorej

=~ < WFT®) \_( L(F®)  Owpa ),
M(F(0) _( T(Fp(t)) )_( Y(Fp(t)) 1p-axp-d ) R(D)

Dy(t)* = L1, ael,d, Dy(t)* =0, aed+1,D.

Macierz M (F,(t)) jest jawnie odwracalna, mozemy przeto przepisa¢ warunki podniesienia pozio-
mego w formie zagadnienia poczatkowego

d( p -1p ~ _
(1) = (MF,(1) ", Dyv(1)?), Fo(te) =p.
Zagadnienie to (nleautonomlczne) ma — w $wietle Lematu Picarda-Lindelofa (Tw. Niezb.r-g.18

z ,Niezbednika rozniczkowo-geometrycznego”, oznaczanego odtad etykieta Niezb.r-g) — lokalnie
14
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jednoznaczne rozwiazanie, ktore jest postulowanym podniesieniem poziomym <. Rozwiazanie to
zalezy gladko od warunku ,poczatkowego” (posredniego) 7, (t.) = p. Mozemy je gladko przedtuzaé
wybierajac w tym celu otoczenia punktow wzdtuz tak rekonstruowanego podniesienia potozonych
coraz dalej od wyjsciowego p € E, ) bedace dziedzinami lokalnych map — w kazdym z nich
podniesienie jest, jak powyzej, okreslone jednoznacznie. Przy tym zwartos¢ krzywej ~([0,1])
(jako ciagtego obrazu zbioru zwartego [0,1]) gwarantuje, ze procedure przedluzania podniesionej
poziomo krzywej mozna zrealizowaé w skonczonej liczbie krokéw. Przebiegajac F, jako dziedzine
warunkéw poczatkowych dla podniesienia v, uzyskujemy tym sposobem gltadka rodzine dyfeo-
morfizméw (wobec jedynosci rozwigzan powyzszych zagadnienl poczatkowych podniesienia %, do
roznych punktéw p nie przecinaja sie)

(11) Pl, : Bo— By : p—Tp(t),  te[0,1],

okredlajacych w naturalny sposob (lokalne — nad 75 (7([0,1]))) gladkie pole wektorowe V' €
F(HErﬁE(W([Ojl]))) — jest to pole wektoréw stycznych do podniesienn poziomych. Innymi stowy,
opisana tu procedura podniesienia poziomego daje nam gladka rodzine izomorfizméw

Hors, sy + TyyM — Hy, (nE, peE,, te[0,1],
zyskujac przy tym interpretacje parametryzowanej gtadko przez warunek poczatkowy p € F,

rodziny krzywych calkowych podniesienia V pola predkosci 4 rozwiazujacych zagadnienia po-
czatkowe

(12) Ap(t) = Horg, ) (7(1)) Fp(0) =p.
Z tego punktu widzenia zasada superpozycji (PT3) z Def. jak réwniez warunek poczatkowy
(PT2), wynikaja bezposrednio z konstrukeji potoku zagadnienia poczatkowego z Tw. Niezb.r-g.21
(patrz: takze Tw. Niezb.r-g.22).

Pozostaje na koniec rozpatrze¢ pochodna kowariantna definiowana, przez tak okreslone powia-
zanie wlokien w E. Rozumujac jak w dowodzie Stw.[2] wyznaczamy

Vio(z) = SheoPoy (009(t) = —Hory(ry (7(0) + To(yPoo! (S hco o0 v(1))

(13) ~Hor(z)(7(0)) + Tao((0))

(znak ,-” w wyrazeniu —Hor,(,)(7(0)) odzwierciedla odwrocenie kierunku uptywu ,czasu” wzgle-
dem tego w potoku pola Hory (4)(§(t))) konstatujemy wigc, ze pochodna zalezy od uzytej w jej
definicji §ciezki v tylko poprzez 4(0) (oraz v(0) = x), od samego zas pola 4 — w sposob jawnie
C*(B,R)-liniowy, zgodnie z aksjomatem (PT4) w Def.[§] O

Mamy tez naturalny odpowiednik Def. [}

Definicja 9. Przyjmijmy zapis Def.[§] i niechaj (Eqa,Ba, Fa,7g,), o € {1,2} beda wiazkami
wioknistymi z powigzaniem witokien. Morfizm wigzek wléknistych z powigzaniem wldkien
(nad dyfeomorfizmem baz) pomiedzy E; i Fs to morfizm wiazek wloknistych opisany przez
diagram przemienny

E—2* R
7"E1 TK'E2
By 7 By

o sktadowej bazoweﬂ f € Diff (B, By) spelniajacy ponizszy warunek:

4powod zawezenia wyboru skladowej bazowej morfizmu jest oczywisty — zawezenie takie zapewnia istnienie na-
turalnego transportu pél wektorowych miedzy bazami, a zatem takze pomiedzy podwigzkami poziomymi. Mozliwe
jest uogolnienie podanej definicji, ktérego jednak nie bedziemy tu rozwazac.

15
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(FCMO) dla dowolnych: sciezki v : [0,1] — By i t€[0,1] zachodzi tozsamosé
0P PRI on,

przy czym wowczas dla dowolnych: ciecia (lokalnego) o : O, — E; okreslonego na pewnym
otoczeniu otwartym O, punktu x € B; oraz pola wektorowego V € X(O,) spelniony jest
warunek kowariancji

To@®(Vy 0(2)) = V¥ (@oao /) (f(2).

Uwaga 2. Warunek kowariancji z punktu (FCMO) sprawdzamy w bezposrednim rachunku (prze-
prowadzonym z wykorzystaniem dowolnej $ciezki v w By przez x = v(0) o wektorze stycznym

Y(0) = V(x)),

Ta(w)‘p(VVU(@) To(m)q)(% rt:O P(()?t)ﬁf_l(o— © ’Y(t))) = 37 rt:O Do PE)Tt)’Y_l(O— ° ’Y(t))

= Lo P (®ooo f ) o (fom)(®)

= Vi (@oao f)(f(2)),

przy czym identyfikacja pola wektorowego, wzdluz ktorego rozniczkowane jest ciecie ® o o na
koricu ciagu réwnosci, wynika wprost z tozsamosci

& (Fon(®) =T,wmf(5(®)-

To wlasnie zweryfikowany powyzej warunek ttumaczy nazwe nadang obiektowi Vyo.

Twierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def. Warunek (FCM1) implikuje warunek (FCMO).

Dowdd: Przemiennosé diagramu @ z warunku (FCM1), ktéry w ograniczeniu do punktu p e
FEy ., x € By przybiera postaé

Tp®lu, By

H, By Ha(p) B2

(14) Horél) Hor,(;()p) y

T. B T Tf(rc)B2

pozwala obliczy¢, dla dowolnych Sciezek 7¥,, p € Ei, bedacych podniesieniami Sciezki v w B
przez z = v(0), tj. bedacych rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego i definiujacych tym
samym powiazanie widkien wedle formuty , co nastepuje:

G@oT)) = To,m@(57(1) = Tr,n® o Horl), (4(1))

Hor‘(1>2o)%(t) 0T, f(3(1) = Hmfi?«?ﬁ,,(t)(%(f oy)(t)).

Z drugiej strony wprost na mocy definicji podniesienia poziomego $ciezki (f oy w Bs przez
f(x)=fo~(0) do ®(p)) zachodzi réwnosé

HOY;Q(%p(t))(i(f O'V)(t)) = %(f o 7)@(%(0))(t) = ?Tt(f °'7)q>(p)(t)7

ewidentnie wigc — wobec tozsamosci punktow poczatkowych, (fo7)g(,)(0) = ®(p) = @ 0F,(0),
oraz wektoréw stycznych, a na gruncie twierdzenia o jedynosci krzywej catkowej pola wektorowego
przechodzacej przez dany punkt jego dziedziny — zachodzi réwnosé

(fo’Y)ti)(p) =P 0;71)’

ktora w dowolnym punkcie p € 4 implikuje pozadang relacje

(@0 P 7)(P) = @07, (1) = (Fon)ag () = PS 7 (2(p)) = (PS) 7 0 @) (p).
16
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