W SIECI POWIAZAN GEOWNYCH
(MAWF °25/26 2.XIV [RRS])

Dotychczasowe nasze rozwazania doprowadzily nas do studium powiazania na wigzce wtoknistej
jako — w gruncie rzeczy — konstruktywnej odpowiedzi na pytanie o naturalne/uzyteczne rézniczko-
wanie jej cie¢. Majac za soba — jako punkt wyjscia — logiczny Dlugi Marsz od wiazek wektorowych,
z kanoniczng konstrukcja wiazki stycznej nad rozmaitoscia gtadka na czele, poprzez wiazki gtéwne
az ku wigzkom stowarzyszonym, ale zarazem przed sobg i przede wszystkim w tym wyktadzie —
jako punkt dojscia — konstrukcje uzgodnionego ze struktura modutu cliffordowskiego powiazania
na wigzce spinorowej nad orientowalng rozmaitoscia metryczna o znikajacej drugiej klasie Stieffela—
Whitneya, w ktorej definicji centralng role odgrywa prolongacja wiazki gtdwnej zorientowanych
baz pseudo-ortonormalnych na wiazce stycznej nad taz rozmaitoscia, dostrzegamy pierwszorzedne
znaczenie w tak zorientowanym studium powigzania konstrukcji powigzania na wiazce gtéwnej
(rozumianej tu jako substrat podstawowy konstrukcji wiazek: Clifforda i spinorowej, a nawet —
wtornie — samej wiazki stycznej), przy czym naturalnym w tym kontekscie jawi sie rozpatrzenie
warunkéw, w ktorych powiazanie to jest zgodne z dzialaniem grupy strukturalnej we wloknie
wiazki, a dalej — identyfikacja nos$nika nie-kanonicznej informacji o powigzaniu, roéznicujacej jego
dowolne wybory na danej wiazce gléwnej, a zakodowanej w lokalnej trywializacji formy powigzania.
Tym wtasnie zajmiemy sie obecnie.

Zaczynamy od okreslenia najbardziej naturalnych wiezéw zgodnosci powiazania ze strukturg
G-przestrzeni w réznych odstonach tego pojecia wprowadzonych w Wyktadzie XII.

Definicja 1. Powiazanie Ehresmanna na wiazce glownej (Pg, B, G, 7p,) nazywamy zgodnym
z dzialaniem grupy strukturalnej, ilekro¢ odwzorowania 74, g € G spelniaja warunek

(1) Vperg + Hry(p)Pac = Tprg(HpPa).
Powiazanie takie okreslamy réwniez mianem Ehresmanna powigzania gléwnego na Pg.
Azeby moc postapi¢ dalej w enumeracji naturalnych warunkéw uzgodnienia powigzania z dziala-

niem grupy strukturalnej, a nastepna w kolejnosci jest jego definicja w terminach gtadko indek-
sowanej (przez Pg) rodziny operatorow rzutowych na TPg, potrzebujemy

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj g bedzie algebra Liego grupy struk-
turalnej G wiazki gltownej (Pg, B, G, 7p,, ). Podwiazka pionowa VPq wiazki stycznej TP nad
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przestrzenia totalng Pg jest globalnie trywializowalna, tj. istnieje kanoniczny izomorfizm wiazek
wektorowych (nad R)

(VPG7 PG7KXdimG7 TTPg TVPG) = (PG x g, PGaKXdivaprl) .

Dowdd: Rozwazmy odwzorowanie (jawnie R-liniowe i gtadkie)

— Orp,, ,id Teor
Vert. : Pgxg (Orrg ids) TPaxg=T((PaxG) ¢o VPg c TPg
(3) : (p7X) — (OTPG(p)aX) '_)T(p,e)r-(OTPG(p)aX) E%p(X)7

w ktorego definicji wykorzystujemy zerowe ciecie Ovp, wiazki wektorowej TP nad Pg. Przeciw-
dziedzina powyzszego odwzorowania jest poprawnie okreslona, oto bowiem z uwagi na charakter
dziatania definiujacego r. mamy

Tpmpe (Vert, (X)) = Tpmpg © Tipoy(01pe (), X) = T(p.ey (g ©7.) (07p4 (p), X)
T(p,e)(WPG © Pr1)(0TPG (»), X) = T(p,e)(WPG o Otp, (P))

= Otpomp(p),
czyli — w istocie — nad dowolnym punktem p € Pg zachodzi inkluzja
Im \7e?/rtp cV,Pq,
a przy tym odwzorowanie Vert. pokrywa identycznos$¢ na wspolnej bazie obu wiazek,
WPG(VE&I)(X)) =pP= Prl(Z%X) )

mamy przeto do czynienia z morfizmem wigzek wektorowych nad Pg, a poniewaz obrazem pola
(statego) (v, X) jest pole fundamentalne na Pg stowarzyszone z X 5 g,

(4) Teor(0tee (), X) = Kx
(por. Def. 12.1), wiec tez wobec swobodnego charakteru dziatania G na Pg, otrzymujemy réwno-
waznoscé
Vort, (X) = Or,p, = X =0,
czyli Vert. jest monomorfizmem. Na podstawie poréwnania rzedéw obu wiazek,

I‘k(PG X g) = ding =dimG =dimP dimR TP(PWPG(P)) = I‘kVP(;,

TPg ® =
wnioskujemy, ze Vert. jest w istocie postulowanym izomorfizmem. O
Powyzsze przygotowuje nas do wyslowienia naturalnej adaptacji pojecia formy powiazania z
Def. 12.3 do obecnych okolicznosci, ktore precyzuje

Definicja 2. Forma powigzania gléwnego na wiazce glownej (Pg, B,G,7p,) to morfizm
wiazek wektorowych nad R

(A, idpG) : TPG e PG X g

o wlasnosciach

(5) Ao Vert. = idpg xq
orad]
(6) Vg + AoTrg=(rgxTcAdg1)o0A.

Wyznacza ona w naturalny sposéb potencjal powigzania gléwnego
A:=pryoAc QI(P(;) ®rg.

1Podkreélmy: warunek stanowi ledwie adaptacje warunku wyrazonego przez diagram przemienny w Def. 12.3
i jako taki definiuje (generyczna) forme powiazania, ktore dopiero warunek @ uzgadnia z 7.
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Bez trudu przekonujemy sie o strukturalnym charakterze trywilizacji Vert.,
Stwierdzenie 2. Trywializacja Vert. z (dowodu) Stw. jest odwzorowaniem G-ekwiwariantnym,
Vert. : (Pg x g,7. x TeAdpy(y) — (VPG Tr.lvpg ) -

Dowdd: Stwierdzenie to stanowi szczegélny przypadek ogolniejszego Stw.12.1, niemniej jednak
przeprowadzimy jego dowoéd w ramach przypomnienia. Dla dowolnego wektora v € V,Pg, p € Pg

— -1
bedacego przeciwobrazem X = pry o Vert,, (v) € g i dowolnego elementu g € G obliczamy

Tprg(v)

Tprgo \’/ERP(X) = Tprg(% Moo p < exp®(t b X)) = 37 Moo rg(p <exp®(t > X))

= % M=o (P) < Adg (eXpG(t > X)) ,

ale tez w $wietle Stw.Niezb.cart.11 (o naturalnosci odwzorowania eksponencjalnego) zachodzi
tozsamosé

Adg-1(expC(t > X)) = exp®(t > TeAd,1 (X)),
mozemy zatem powyzsza roOwnos¢ przepisaé w postaci
Tprg(v) = % M=o 7g(p) Cexp(t> TeAdy1(X)) = Vert. o (rg x TeAdg1) o \767‘5;1(1)) ,
skad postulowany wniosek, ze

(7) Tyrglv,pe = Vert o (rg x ToAd, 1) o Vart,

Mozemy juz teraz sformutowaé i udowodnic
Twierdzenie 1. W dowolnej wigzce glownej powiazanie gléwne Ehresmanna wyznacza forme

powiazania gléwnego na tejze wiazce , i vice versa.

Dowdd: Dowdd stanowi adaptacje dowodu Tw. 12-2, w ktorej skupiamy sie na swoistosciach powia-
zania gléwnego. Zauwazmy najpierw, ze forma powiazania gltéwnego definiuje — w Swietle Tw. 12.1
— podwiazke wektorowa

(8) HPG = Ker (A, idpG) C TPG .
Przy tym dla dowolnego v € Ker (Tmpg My pe ) = Ker (Alr pg ) nKer (Tmpg 1 pg) stwierdzamy, ze
v = Vert. 0\75;‘5;1(11) = Vert. o idpg xg © \751&;1(1)) = Vert. o (A o Vert.) 0\76\&;1(1))
= \7(;1‘/'5 OA(’U) = OTpPG 5
co przesadza o injektywnosci Tmp, My p 1 (tym samym) dowodzi istnienia izomorfizmu
Im (T7pg M, pe ) 2 HpPa -
Zarazem dla Alt p € Homp(T,Pq,g) jest spelniona réwnosé

dimp Ker (Aty p,) = dimp T,Pg - dimg Im (Al p,,)

= dim]R VpPG + dimR TTFPG (p)B - dimR g= dimR TWPG (p)B s

co oznacza, ze Tmpg My, p jest w istocie izomorfizmem. Na koniec przekonamy si¢ o G-niezmien-
niczosci tak okreslonej podwiazki poziomej. Niech zatem & € H,Pq = Ker (.,élh-ppG)7 a wtedy

Ao Tprg(f) = (Tg X TeAdg-l) ° .A(E) = (T‘g(p), TeAdg—l (Og)) = (Tg(p)aog)a

wiec prawdziwa jest inkluzja

TpTg(H;,,Pg) C H’rg(p)PG 5
3
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ale tez w takim razie — wobec odwracalnodci T,ry —
Trg(p)rg‘l (Hrg(p) P(;) c Hr_glorg(p) PG = HpPG 5
czyli
Hey)Pa = Tprg o Tr, g (Hry () Pa) © Tprg(HpPG) J
co koniec konicéw daje nam pozadang réwnosé

Tprg(HpPc) = HTg(P)PG'

Odpowiedzi na fundamentalne pytanie o istnienie powigzania uzgodnionego, bedacej zarazem
pierwszym krokiem w kierunku wzmiankowanej wczesniej identyfikacji nosnika jego swoistosci,
dostarcza

Twierdzenie 2. Na dowolnej wigzce gléwnej istnieje forma powiazania gtéwnego.

Dowdd: Zaczniemy od rekonstrukcji kanonicznego modelu formy powigzania w obrazie lokalnej
trywializacji (co ma sens wobec ,wertykalnego” charakteru warunkow ja definiujacych). Niechaj

zatem (Pg,B,G,mp,) bedzie wiazka glowna o lokalnych trywializacjach 7; : wgé((’)i) =5 0; x
G, i€ I. Wykorzystujac relacje

T (0ixG)=T,0;0T,G=T,0; 0 Tly(g),

nad kazdym z elementéw pokrycia trywializujacego O; definiujemy odwzorowanie

Ai 2 Trpl(0)) — 1L (05) x g+ Tyt (0, V) — (771 (2, 9), Tgly- (V) = (77 (2, 9), V 20L(g)) ,

jawnie R-liniowe i zachowujace wlokna. Sprawdzamy, ze odwzorowania te maja wlasnosci wymienione

w Def.[2] Po pierwsze wiec, korzystajac z przemiennosci diagramu

WEé(@i) «xG——- 5 WEé(Oi)
Tixidg Ti
0; xGxG 0; xG

idp xp=idp xm
oraz Rown. (Niezb.cart.2), obliczamy — dla dowolnego wektora X e g —
Aio \’/E&T{l(w,y)(X) = Ao T(Tfl(mﬁg)ye)r'(OTPG o1 ' (2,9), X)
= Ao T(%g)T{1 o T(Ti—l(g:ﬂ)’e)(’ri o r.)(OTpG o T{l(:c,g),X)
= Ao T(myg)rfl 0 T(z,g,¢)(idp xm) o T(T;l(z,g)ye)(n x id(;)(OTpG o Ti_l(x,g),X)
= Ao T(x’g)ri_l o (T, idp @ T(g’e)m)(TTi—l(m’g)Ti 0 O7pg, o 7; N, 9), Teid(;(X))

= Ao T o(idr, 5 ® T(y.ym)(01,5,07,c.idT.c (X))

(77 (2,9), Tgly-1 0 T(geym(07,6, X)) = (77 (2, 9), Tgly1 0 Tely(X))

= (T{l(a:,g),X) = idpGXg(Tifl(:c,g),)i),
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Po drugie w dotychczasowych oznaczeniach i dla dowolnego elementu h € G, a w odwotaniu do
diagramu przemiennego

e (0;) ——= 1L (0;)
Oi x G Oz x G

idpxph
sprawdzamy warunek G-ekwiwariantnosci A;,
-Ai o T'ri‘] (z,9)"h © T(m,g)Ti_l(’Uv V) = Ai © T(z,gh)Ti_l o T(z,g)(ldB x @h)(?), V)

= .A, o T(z}gh)Tgl o (TTldB ® Tgph)(v,V) = .A, o T(z}gh)Tgl(idTwB(U),Tgph(V))

(Ti_l(xu gh’)7 -I—ghg(gh)’1 ° Tg@h(v)) = (Th ° Ti_l(x7 g)v -I—(-B*Adh’1 o Tgeg’l (V))

(rp x TeAdh-l) oA; o T(z’g)ri_l(v, V).

W swietle powyzszych wynikéw A; tworza rodzine lokalnych form powiazania gtéwnego. Wyko-
rzystujac dowolny rozklad jednosci {\;}ie;r (klasy C*) stowarzyszony z pokryciem trywializuja-
cym {O;}ier bazy B (ktorego istnienie mozemy zalozy¢ bez straty ogolnosci rozwazan), tworzymy
z nich forme okreslona (i gladka) globalnie
-A() = Z Aj 0 Tpg © 7TTPG(') > Al()’
i€l
o pozadanych wlasnosciach. O

Wystlowiwszy powigzane wzajemnie definicje uzgodnienia struktur na wiazce gléwnej i zbadaw-
szy zagadnienie istnienia (formy) powiazania glownego, mozemy uzupekic dotychczasows dyskusje
o stosowng adaptacje Def. 12.5. morfizméw wiazek z powigzaniem.

Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def.orazi niechaj (P&, Ba, G, 7pe ), av€ {1,2} beda wiazkami
glownymi z powigzaniem gléwnym Ehresmanna. Mianem morfizmu wiazek glownych z po-
wigzaniem gléwnym Ehresmanna (lub zachowujacego powiazanie gtéwne Ehresmanna)
okreslamy morfizm wiazek glownych (opisany, jak poprzednio, przez diagram przemienny (3.2)),
ktory dodatkowo spelnia warunek (FCM1) z Def. 12.4. Wreszcie tez w obecnosci form powiazania
gléwnego na obu wigzkach moéwimy o morfizmie wigzek gléwnych z forma powiazania
gléwnego (lub zachowujacym forme powigzania gléwnego), jesli morfizm (9, f,idg) jest
opisany, jak poprzednio, przez diagram przemienny (3.1), a nadto speliony jest warunek

(PFCM2’) morfizm ® zachowuje forme powiazania gtownego w rozumieniu rownosci

AQOT(I)Z(‘I)Xidg)O.Al.

W szczegolnosci ilekro¢ @ jest automorfizmem wertykalnym Pg méwimy o transformacie ce-
chowania formy powiazania

A® = (& xidg) o Ao T,
patrz: Def. 12.5.

Uwaga 1. Warunek (PFCM2’) stanowi bezposrednia transkrypcje generycznego warunku (FCM2)
z Def. 12.4.; uwzgledniajaca istnienie globalnej trywializacji Vert. ze Stw. Przekonujemy sie o
tym, wzigwszy pod uwage G-ekwiwariantny charakter @,

Dort =r?o (P xidg),
ktory implikuje rownosé

1 2 . 2
Tp® 0T ey (07,51, X) = Ta)er (Tp®(0r,p1,), Teida (X)) = T(a(p).e)7 (01,,,,p2, X))
5
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czyli
—1 ——2
T® o Vert, = Vertg(,,
a to na podstawie oczywistej relacji
9) A% = Vert, o A”.

W nastepnej kolejnosci przechodzimy do nader istotnego z fizycznego punktu widzenia (w tym
— konstrukcji strukturalnego powiazania na wiazce spinorowej) opisu lokalnego powiazania uzgod-
nionego.

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. W obrazie trywializacji lokalnej 7; : 7T|;é (0;) —
0; x G forma powiazania gléwnego przyjmuje postaé
7'1-_1 *A(z,g)= Ao T(x_’g)Ti_l =TeAdg1 o Ai(x) +0L(g)
dla pewnej 1-formy na O; o wartosciach w g,
Ai(z) e T;B®rg,
ktora traktujemy — podobnie jak 01(g) € T,G ®r g — jako szczegblny wektor z przestrzeni
Tzz’g)((’)i xG)erg=(T;BoT;G)®rg W (dowolnym) punkcie (z,g) € O; xG.
Dowdd: Uwzgledniajac powyzszy rozktad przestrzeni sz,g)(oi x G), mozemy zawsze zapisac
(10) AoTugmi ' =ai(z;9) +0i(g; @),
gdzie a;(7;9) e T;B®r g oraz ¥;(g;x) € T;G ®r g sa l-formami o wlasnosciach
Vo, v)eT,BeT,c * V Jai(z;9) =05 =v 19;(g; 7).

Rozlozywszy 1-forme 9;(g;x) w bazie utworzonej przez formy lewo niezmiennicze,

9i(g;x) =9 4(x,9) > 0 (9) @r i,

obliczamy najpierw obie strony Rown. na wektorze pionowym (01, p,La(g)), dostajac — w
odwotaniu do definicji i Rown. , jak réowniez Rown. -

IPh(2,9) > tp = La(g) 19:(g;2) = (01,8, La(9)) 1 (a;(x;9) + Vi(g; 2))
= A ° T(z,g)Ti_l(OTl.B7 LA(g)) = A o T(m,g)Ti_l (OT,L.B’ (st rt:O g- eXpG(t > tA))
A im0 7 (2,9 exp® (85 £a))) = A(G Pemo TexpS (o) (70 (2:9))) = A(KS) (777 (2,9))

= Ao %Tgl(x,g)(tA) = pTQ(Ti_l(fU,Q)ytA) =ta.

Whioskujemy na tej podstawie, ze

I
P

Vi(g; ) = 01.(g) -
W nastepnej kolejnosci w miejsce wektora pionowego wstawiamy (v,071,q) i wykorzystujemy
tozsamosé

T '(0,07,6) = TagTi 0 Tae (ids xpg)(v,01.6) = Ty (7 o (idp xpg))(v,01,6)

T(a:,e) (Tg o T;l)(U7OTE(}) = TTi_l(:E7e)Tg o T(w,g)Tiil(Uv OTE!G) = Tri‘l(Le)Tg ° T(w,g)’]{l ° TT(? 6)(1})

TT;I(ac,e)Tg ° TI(TZ'_I ° ('7 e))(”) = TTi’l(x,e)Tg ° TIUTi (U) )

w ktorej zapisie o, jest cieciem stowarzyszonym z trywializacja lokalna 7; wedle schematu z
dowodu Stw. 3.4. Tozsamos¢ ta pozwala (dzieki Rown. @) przepisaé¢ sktadowa a; w postaci

vaai(xig) = (v,01,6) 2 (ai(x;9) +9i(g:2)) = Ao T(u 75 ' (v,07,6)
= AoT -1y ergo Tuor, (v) =pryo (rg x TeAdy1) o Ao Toor, (v) = TeAdy-1 0 Ao Ty, (v)

6
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= T.Adg10(vaAi(z)),
gdzie
Ai=AoTo, =0 A,
wiec tez — wobec dowolnosci v —
a;(7;9) = TeAdg-1 0 Ay() .

Ostatecznie zatem odtwarzamy postulowang prezentacje lokalna formy powiazania gtownego. O

Powyzsze prowadzi nas wprost do

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def.i niechaj 7; : 7TE(1; (0y) = 0;xG, i € I beda trywializacjami
lokalnymi wiazki gtownej (Pq, B, G,7p, ). Zdefiniujmy plaskie cigcia unitalne

S(i) * (91—>7TE(1}(OZ) : $P—>Ti71(:r’@)_

Potencjal lokalny powigzania gléwnego 4 na wiazce glownej Pg nad O; (stowarzyszony z
cigciami s(;)) to odwzorowanie (klasy C*°)

A; =50 A0 (0;) @r g
przyjmujace w dowolnym punkcie z € O; posta(ﬂ
(11) Ai(x) = AoTys() .

Uwaga 2. Na gruncie powyzszego stwierdzenia, odczytanego w potaczeniu z Def. 12.6. i Rown. @
wyprowadzamy dla ciecia

o(z) =77 (2,01(2)) = roy@) (77 (2,€)) = 70,0y (501 (2))

w uzytych wczesniej oznaczeniach i w odwotaniu do Réwn. , zwiazek

pry o \7evrt;1x) (V,Aa(x)) =AoT,c=Ao Tx(ro'i(~)(5(i)(')))
= Ao Ty, @reiw © (Tosiy + 07 0R (@) O K17 (50 (@)
= TeAdy, 2y 0 Ao (Tusqy + 07 0R(x) ®r ’CEZ)(S(D(%)))
= TeAdy, (o)1 0 (Ai(@) + 0707 (2) @R Dry 0 (Ao Verty, (s)) o Vert,, ) (K7 (5 ())))

= TeAds,(z)1 0 (Al(a:) + af@ﬁ(x) R prQ(s(i)(x),tA))

TeAd,, ()1 0 (Ai(z) + (0] ®idg)0r(z)) = T.Ad

przy czym w ostatnim przejsciu skorzystaliSmy ze Stw. Niezb.cart.13. i uzyliSmy adaptacji szcze-
golowego wyprowadzenia Rown. (12.3) do dzialan prawych (proste ¢wiczeniel!):

(12) T (791 (0())) = To(@)Tg(a) © (Teo + g7 0 (2) @ K7 (0(2)))

(gdzie ICEZ) jest polem wektorowym fundamentalnym (prawostronnym — w tym wypadku na Pg)
stowarzyszonym z generatorem ¢4 algebry Liego g wedle prawostronnego wariantu Def. 12.1).

Specjalizacja powyzszej formuly pozwala zarowno ustali¢ regute zszycia potencjatow lokalnych
nad (niepustymi) przecieciami O;; ich dziedzin okreslonosci, jak i wyznaczy¢ dla nich wzory
transformacyjne wzgledem automorfizméow wigzki Pg.

10A;(z) + (0] ®idg)0L(x),

oi(x)”

Pierwsza z wymienionych powyzej relacji ustala

20dwzorowanie Tasiy @ T20; — Ts(i)(x)wgé (0;) traktujemy tu jako element przestrzeni T:O; ®g
Ts(i)(x)ﬂ";é(oi)‘
7
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Stwierdzenie 4. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. W dowolnym punkcie x € O;; nalezacym do
przeciecia dziedzin trywializacji lokalnych 7; i 7; wiazki gtownej (Pq,B,G,mp,) o odwzorowa-
niach przejscia g;; : O;; — G zachodzi tozsamosé

(13) Aj(x) = TeAdgji(:c) o Al(.%‘) + (g:j ® idg)(gL(l‘) .

Dowdd: Wystarczy zauwazy¢, ze

sy(e) = 7 (@) =7 (2,065 (2)) =1y, (0) (77 (2,€)) = 79,50 (500 ()
a nastepnie wykorzystaé¢ rachunek z Uwagi O

Ten sam schemat kodowania struktury w danych lokalnych mozemy nastepnie zrealizowaé¢ w
odniesieniu do stosownych morfizméow.
Twierdzenie 3. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj (Pg,B,G,mps), a € {1,2} beda
dwiema wiazkami gléwnymi (o wspolnej grupie strukturalnej G) z forma powiazania glownego nad
wspdlna baza B, o odnosnych trywializacjach lokalnych 72 : w,;é (0;) — 0;xG stowarzyszonych
ze wspOlnym pokryciem trywializujacym € = {O; }ier, pray czym wprowadzamy dwie rodziny cieé
lokalnych:

S?i) = Tia_l('ﬂe) : Oi_>PaG7 046{1,2},

a wraz z nimi — odwzorowania przejscia g : O;; — G, a€{1,2} oraz l-formy A € 0H0;) er
g, a€{1,2} o wartosciach w algebrze Liego g grupy Liego G. Dowolny morfizm wiazek gtéwnych
zachowujacy forme powigzania gltownego,

Tpl Tp2
PG PG7

B — B
zadaje rodzing {h;},c; odwzorowan (lokalnie) klasy C'*
hi : O—G, iel
spelniajacych warunki: (3.3) oraz

Vaieo; * Af(x) = TeAdy, (2) © Azl(x) + ((Inv oh;)*® idg)HL(x) .
(14)

I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.
Dowdd: Po uwzglednieniu Tw. 3.2 pozostaje zweryfikowaé zapostulowana formutle transformacyjna

dla potencjalu powiazania. W tym celu przywotujemy warunek (PFCM?2’) z Def.i podstawiamy
go do definicji tegoz potencjatu, wykorzystujac prosta zaleznosé

Tiz -1 (m, hz(x)) = <I>(7'i1 -1 (z, e)) ,
ktora przepisujemy w obecnej notacji jako
Po s%i)(x) = Thi(z) (S?Z)(m)) .
Otrzymujemy tym sposobem z jednej strony réwnosé
Ay o Ts%i)(m)(l) ° TxS%i) =pryo (P xidg) oAy o széi) =A 0 Tws%i) = Azl(l") 5
z drugiej zas — w $wietle wyprowadzenia Rown. (12.3) i rachunkow w tresci Uwagi [2 —

Ag o st)(w)@ o TQJS%Z-) = Az o Ta:(rh,;(-) (S?z) ())) = TeAdhi(z)’l o A? (x) + (h: ® idg)eL(l‘) .
8
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Zestawiwszy powyzsze wyniki, uzyskujemy — w odwotaniu do Stw.Niezb.cart.13 — oczekiwana
tozsamosé,

Al (@)

TeAdy, () © Aj () = TeAdy, 2y © (b ®idg)0L(2) = TeAdy, 2y 0 Aj (2) = (h] ®idg)0r ()

TeAdy, () 0 A (2) + ((Inv o hy)* ®@idg )0y (z).

I odwrotnie, majac rodzine h; : O; — G, i € I odwzorowan z tresci dowodzonego stwierdzenia,
okreslamy odwzorowania lokalne

O i mph(0) = (00) ¢ 7N (@, g) T (w u() g), ie .

FLatwo przekonujemy sie, ze sa to w istocie ograniczenia odwzorowania globalnie gladkiego ®
P%; — Pé do poszczegblnych elementéw pokrycia trywializujacego, @rﬂ; (0,) = @i, oto bowiem
G

w dowolnym punkcie = € O;; zachodzi réwnosé
;o0 sb)(:r) = Qo0 le’l(x,gjl-i(x)) = Tf’l (ac7 hj(x) gjll(x)) = Tf’l (amg]zl(x) . hl(x))

= Til _1(ac, hi(x)) =®,0 s%i)(x) ,

a nadto odwzorowania ®; sg G-ekwiwariantne, co sprawdzamy dla dowolnych x € O; oraz g, h € G,

Ciorpor H(z,9) = ®ior (a,g-h) =17 (2 hi(x) g h) =ri(77 7 (2, hi(2) - g))

rio®; 01! M (x,g).

Na zakonczenie dowodu sprawdzamy warunek (PFCM2’) z Def. Czynimy to w obrazie trywia-
lizacji lokalnej 7!, positkujac sie przy tym Stw. Oto wiec stwierdzamy réwnoscé

Ay oToTugr ' = (Ao Tem@a™ )oTee(wo®or ™)

(t20®o 7! ) (TeAdmyopr, -y © Pr{A? + prify) (z, 9)

= TeAd(n, (ayg)1 0 A2 (z) + (mo (h; xidg)) Ou(z,g),
ktora w Swietle przyjetych zalozen oraz Stw. Niezb.cart.17 mozemy przepisa¢ w oczekiwanej postaci

pryo Ay o TR o T(, oyt !

TeAdy1 0 (Al(z) - (b ®idg)0r(z)) +01(g) + TeAdy1 o (b} ®idy)0 ()

TeAdg-10Al () +01(9) = A, 0 T(yg)7i ' =pryo (@ xidg) 0o Ay 0 Ty gy ™

Tytulem uzupelnienia dyskusji zasadniczej, istotnego z punktu widzenia zastosowan teoriopo-
lowych rozwijanego tu formalizmu i rozszerzonej dyskusji informacji geometrycznej zapisanej w
powiazaniu spinorowym, podamy jeszcze

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def.[d] Potencjaly powiazania glownego A; na wiazce glownej
Pc zadaja rodzine lokalnie gtadkich 2-form na bazie o warto$ciach w algebrze Liego g

Fi::dAi+Ai/\Ai7 1€l
spelniajacych warunki
V(i,j)e([”)ﬁ, w0y, Fj(.’l’,‘) = TeAdgij(x)*l o Fl(x)

Sa one nazywane lokalnymi 2-formami krzywizny powiazania gléwnego na wiazce Pg.
Powigzanie glowne plaskie to takie, ktérego lokalne 2-formy krzywizny sa réwne zeru.

Wyktad zamyka elementarna konstatacja wlasnosci transformacyjnych krzywizny.
9
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Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def.i niechaj {F}ier, av € {1,2} beda lokalnymi 2-formami
krzywizny powiazania gtéwnego na wiazkach gtéwnych nad ustalona baza B, stowarzyszonymi ze
wspolnym pokryciem trywializujacym {O;}ier, pray czym zakladamy, ze miedzy wiazkami tymi
istnieje izomorfizm wigzek gtéwnych z powiazaniem pokrywajacy identycznosé na bazie, o danych
lokalnych {h;}se; zdefiniowanych w tresci Tw.[3] Woéwczas zachodza tozsamosci

F? =T.Ady, oF; .

Dowdd: Prosty rachunek. O

DODATEK A. INTERPRETACJA WARUNKOW ZSZYCIA DLA POTENCJALOW LOKALNYCH

Chwila zastanowienia nad sensem geometrycznym Stw.[d prowadzi nas do uogoélnienie twierdzenia
o rekonstrukeji wiazki (gléwnej) na podstawie jej danych lokalnych na przypadek wiazki gtownej
z powiazaniem uzgodnionym.

Twierdzenie 4 (O rekonstrukcji wiazki glownej z powiazaniem). Przyjmijmy dotychczasowy
zapis. Kazda wiazka gltowna (Pg, B,G,7mp,) z forma powiazania glownego wyznacza nad swym
pokryciem trywializujacym {O;}ier

e rodzing {gi;} (i j)e(rx2), odwzorowan lokalnie gtadkich
gij + Oy — G
spelniajacych warunek 1-kocyklu (2-3-4.1);
e rodzine {A;}c; lokalnie gtadkich 1-form o wartosciach w algebrze Liego g grupy Liego G
A e Q1 (0;) @k g
spelniajacych warunki
V(ij)er<2),, ze0y; ¢ Aj(T) = TeAdy,, (o) 0 Ai(7) + (g;; ®idg)0L ().

I odwrotnie, niechaj & = {0, };c;r bedzie pokryciem otwartym rozmaitosci gladkiej B. Dowolna
stowarzyszona z ¢ para rodzin odwzorowan lokalnie gtadkich

({913} i.yetr2) > { Ak brer)

spelniajacych powyzsze warunki okresla — zgodnie z (konstruktywnym dowodem) Tw.1-2.2 —
wiazke gtowna Pg = (Ui (O; x G))/y. o grupie strukturalnej G i o odwzorowaniach przejs-
cia stowarzyszonych z O;; tozsamych z g;;, (i,j) € <I X2> o oraz formie powiazania gtéwnego
zadawanej formuta

A(v, V) = (2,9, TeAdg1 0 Ai(2)(v) + V 20L(9)),  (2,9) € Oi x G,
(15)
zapisang dla dowolnego wektora (v,V) € T,O; ® T,G = T(, 4)(O; x G). Ilekro¢ odwzorowania te

sg danymi lokalnymi pewnej wiazki gtéwnej nad B o wloknie typowym G, ta ostatnia wigzka jest
izomorficzna z wiazka okreslang przez g;; i A;.

Dowdd: Pierwsza czesé tezy wynika wprost z wezesniejszej analizy oraz z Tw. 1-2.2. Trzeba jeszcze
tylko okresli¢ stosowne dziatanie grupy strukturalnej G na wioknach wiazki zrekonstruowanej
wedhig schematu przedstawionego w dowodzie Tw. 1-2.2,

Pg = (|_| (Oz x G))/g .

iel
Definiujemy odwzorowanie

r. : PgxG—Pg: ([1(0:z:,g,i)],h)'—>[(z,g-h,i)],
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ktorego gltadkosé jest konsekwencja surjektywnej submersywnosci odwzorowania m. zadanego ana-
logicznie jak to z dowodu Tw. 1-2.2 oraz Stw. Niezb.r-g.29 — istotnie, 7. jest (jedynym) odwzoro-
waniem domykajacym diagram przemienny

Uier (Oi x G) x G —————>>Pc xG

m.xidg
w ktorym
R : | J(0;xG)xG— | |(0;xG) : ((%,9,i),h) —> (2,9 h,i)
i€l iel
jest jawnie gladkie i ceche te ma takze (tautologicznie) 7.

Na obecnym etapie pozostaje jedynie upewnic sie, ze zrekonstruowana z danych lokalnych forma
powiazania jest obiektem globalnie gltadkim (klasy C'*) o wtasnosciach opisanych w Def. Zasad-
niczo wniosek taki daje si¢ prosto wyprowadzi¢ ze Stw.[3 niemniej jednak my mozolnie sprawdzimy
wszystkie wlasnosci. Mamy zatem do poréwnania, w dowolnym punkcie x € O;;, wynik ewalu-
acji na dowolnym wektorze (v,V) e T,0; @ T,G 1-formy A wyrazonej w terminach potencjatu
lokalnego A; z wynikiem ewaluacji na obrazie tegoz wektora wzgledem odwzorowania stycznego
do transformacji przejsécia

Gi]‘ = (idoij X Hl) o (prl,gij X ld(;) : Oij xG— Oij X GXQ —_— O,’j x G

(,9) — (l'vgji(x)ag) — (xvgji(x) '9)
1-formy A wyrazonej w terminach potencjatu lokalnego A;. Przy tym zamiast pcha¢ (v, V)
wzdluz odwzorowania przej$cia, moglibySmy réwnowaznie cofnaé¢ wzdluz tegoz odwzorowania 1-
forme Aj;, a nastepnie obliczy¢ ja na (v,V). Wystarczy zatem poréwna¢ wynik cofniecia 1-formy
A zapisanej przy uzyciu potencjalu A; z ta sama 1-forma wyrazona w terminach potencjalu
A;, co czyniac w odwolaniu do Stw.[d oraz do Stw. Niezb.cart.17 oraz Niezb.cart.13, otrzymujemy
pozadany wynik:

TeAd(g,, (). ©Aj(2) + ((mo (g5 xida))” ®@idg)0L(z, )

TeAdg1 0 TeAdy,, ()1 © (TeAdy,,(2) 0 Ai(z) + (9; ® idg)0r(z)) +01(g) + TeAdg1 0 (97; ®idg)0r ()

= T.Adg 0 A(2) +01(g) + TeAdyr 0 (g, ®idg )0 () + TeAdys 0 TeAd, ()1 o (g7 ® idg) o (Inv* @ idg )0 ()
= TeAdg10Ai(x)+0n(g) + TeAdy1 o (g; ®idg)0r(z) - TeAdg-1 0 TeAdy,,(z)-1 © (g;'l ®idg)br(z)

= TeAdg10oAi(z) +0L(g) + TeAdg-1 0 (g7; ®idg )0 (x) = TeAdg1 0 TeAdy (o)1 © TeAdy,, (2) © (g5; ® idg) o ()

= T@Adg—l o Al(x) + 9L(g) .

Druga z oczekiwanych wtasnosci, Rown. 7 sprawdzamy w bezposrednim odwotaniu do Rown. ,
zauwazajac na wstepie, ze postaé¢ (wtokna) wiazki odtworzonej z danych lokalnych w konstruk-
tywnym dowodzie Tw. 1-2.2 prowadzi do utozsamienia Kx(x,g) = (O1,5,Lx (g)) w dziedzinie
wgé((’)i) 5> (x,g) trywializacji lokalnej wiazki zrekonstruowanej Pg. W obrazie tejze trywializacji
otrzymujemy wiec — dla dowolnego wektora X € g — rownosé

Ao\m(x,g)(X) = A(OTTBvLX(g)) = (xag,LX - GL(Q)) = (SU,g,X) .

Na koniec wreszcie upewniamy sie o G-ekwiwariantnosci zapostulowanej formy powiazania
gltownego. W rownosci

Ao T(z}g)(idB X ph)(v, V) =Ao (ideB (&) Tgph)(v, V)
11
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= (2,9 h TeAd(gny1 0 Ai(2)(0) + Typn(V) 20L(g-h)),
uwzgledniamy wiec raz jeszcze Stw. Niezb.cart.13, ktore pozwala przepisaé
Toen(V) 20L(g-h) =V 2 (p), ®idg)0L(g) = TeAdp-1 0 b1(9)(V),
a zatem takze
Ao T, oy (idp xpp)(v,V) = ((idg x pn) x TeAdp-1) (2, 9, TeAdyg-1 0 Ay(z)(v) +V 20.(9))

= ((idB X g ) X TeAdh—l) o A(v,V).
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